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Capitolul 1

MC. 01 — Notiuni fundamentale de
teoria multimilor

1.1 Exercitii rezolvate

Solutie. a;). Consideram A > 0 si fie @ = inf A. Folosind caracterizarea marginii inferioare cu inegalitagi, avem:

eVreAcua<zr= \a<\z;
e Ve > 0, dx. astfel incat z. < a + ; = Az. < A\ +¢,
de unde deducem Ao = inf(AA).
Dacid A = 0 atunci AA = {0} si inf({0}) = 0.
In cazul A < 0, folosind iardgi caracterizarea cu inegalitati a marginii inferioare o = inf A, avem:

eVre A a<r=— \a> \r;
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A €
e Ve > (0, Jx. astfel incat x. < a — X = Ar. > a—¢

din care rezultd Aa = sup(AA).

Demonstratia pentru as) este similaré.

b). Fie my = inf A i mp = inf B. Deci my < a,Va € A si mp < b,Vb € B adici my + mp < a+ b. Apoi
Ve > 0, da. € A astfel incat a. < ma + g si Ve > 0, db. € B astfel incat b. < mp + g din care deducem

as +b. <ma+mp+e. Cum Ve > 0 a fost ales arbitrar de mic rezultd ca inf A + inf B = inf (4 + B).
La fel se demonstreaza ca sup A + sup B = sup (A + B).

c). Fie « = supA gi f = supB. Dacd o - 3 = 0 atunci A = {0} sau B = {0} i atunci sup(A-B) =
(sup A)(sup B).
Daca « - 8 > 0 i x este element arbitrar al multimii A- B, atunci x = a-b, unde 0 < a<agi0<b< g
implica
0<z<a-8, Ve A B,

deci prima inegalitate ce caracterizeaza marginea superioara a multimii A - B este indeplinita.

Fie acum € > 0 cu ¢ < 2a - 5. Atunci existd a. € A i b. € B astfel incat a. > o — % sibe > 3 — %.
Produsul acestor numere x. = a. - b. are proprietatea
&2
m5>a-ﬁ—£+4a.ﬂ >a-f—¢

care aratd ca si cea de a doua inegalitate care caracterizeazd marginea superioara a multimii A - B este
indeplinita. Prin urmare - 8 = sup (4 - B), adica

sup (A - B) =sup A - sup B,

ceea ce trebuia de demonstrat.
Cealalta parte a demonstratiei este identica. [ |

Exercitiul 1.1.2. Fie a € IR fizat. Sa se arate ca pentru orice numdar q > 1 intreg exista p € 7 astfel incat

1

’a _ £ < —. Folosind acest rezultat sa se demonstreze ca orice numar real este limita unui sir de numere

q q
rationale.

. . X pp+l .. . -
Solutie. Fie ¢ € IN*, fixat. Intervalele de forma {7, 7), cu p € Z determina o partitie a multimii

q q
: N2 p+1 . D 1 < C
numerelor reale. Alegem atunci p astfel incat = < a < ——, deci |a — f‘ < —. Daca punem ¢ = n gi notam
q q q q

p < 1 .
= =r, rezultd |a — r,| < — deci r, — a. ]
q n

Exercitiul 1.1.3. Fie f: X — Y o aplicatie. Atunci avem
a) f injectivd <= VA1, As C X cu f(A1) C f(A2) rezulta Ay C As;
b) f surjectiva < VB,,B> CY cu f_l(Bl) C f_l(Bg) rezulta B, C Bs.

Solutie. a). 7 = 7. Fie A1, Ay C X fixate si f(A1) C f(A42). Atunci

Vaq € A1 — f(xl) € f(Al) - ]8(142)7 deci duxs € A2 cu f(l’l) = f(:l?g)
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si cum f este injectiva rezultd xy = 2o, adicd Ay C As.

7 < 7. Fie x1,22 € X cu f(x1) = f(z2). Atunci f({z1}) C f({x2}) deci {1} C {z2}, adicd x; = z2. Prin
urmare f este functie injectiva.

b).” = ". Fie By, By C Y fixate si f~1(By) C f~1(B3). Atunci
Vy; € By, 3z1 € X cu f(zy) =y1 deci x1 € f~1(B1) C f1(Bs)
si atunci y; = f(x1) € By adicd By C Bs.

" < 7. Fie y € Y fixat. Presupunem ci f~!({y}) = 0. Atunci Vy; € f(X) avem f~1({y}) C f~'({y1}) deci
{y} € {y1} adicd y = y;. De aici, f~1({y}) # 0, ceea ce este absurd. [ |

Solutie. a) " = 7. f(f%(B))=B== B C f(f_l(Y)> = f(X).

” <. Fie y € B fixat. Deoarece B C f(X), 3z € X cu f(z) =y, deci x € f~(B) si atunci

y=f) e f(171B)).

Agadar B C f ( f _1(B)> si cum incluziunea reciproca este intotdeauna adevarata, avem ca egalitatea de la
punctul a) este adevirata..

b).ye f(AANB+=yc f(A)siye B < yeBsidzeAcuf(r)=y — Jox € ANf1B)cu

f@)=y<=ye f(Ans7'(B)).

Solutie. Folosim metoda inductiei matematice.
Pentru n = 2 inegalitatea (1.1) este evidenta.
Presupunem cé (1.1) este adeviratd pentru n si o demonstrdm pentru n + 1. Avem

Tﬁ(l-i-ak (ﬁ 1+ak)> 1+ apt1) > <1+ E ak)(1+an+1)
k=1 k=1
n+1

_1+Zak+an+l+zakan+l >1+Zak
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Asadar,
n+1 n+1
[Ta+a) =14+> a (1.2)
k=1 k=1

Inegalitatea (1.2) demonstreazd cd (1.1) este verificatd pentru n + 1.

Conform metodei inductiei matematice rezultd cd (1.1) este adevératd oricare ar fi numéarul natural n si
oricare ar fi numerele a1, as, ..., a, care satisfac ipotezele din enunt.

Dacd a1 = a2 = ... = a, = x, unde z € [—1, 00), inegalitatea (1.1) devine

I+z)">14+n-x

i este cunoscuta sub numele inegalitatea lui Bernoulli. [ ]

1.2 Exercitii propuse cu indicatii si raspunsuri

Indicatie. Plecand de la inegalitatea evidenta (1 — a;)? > 0 obtinem (1 + a;)? > 4a; de unde, dupa extragerea
radacinii patrate in ambii membri, deducem ca inegalitatea 1 4 a;, > 2,/a; are loc pentru orice i € {1,2,...,n}.
Efectuand produsul tuturor acestor inegalitati, deducem

n

H(l +a;) > 2"/ajas...a,

i=1

din care, daca se tine cont ca aias...a, = 1, se obtine inegalitatea din enunt. ]

Indicatie. Aratati ca f este functie surjectiva gi functie injectiva. ]

Indicatie. Utilizand inegalitatea evidenta

an+1 — 1 < arag...an(ani1 — 1)

se arata prin calcul ca
(14 any1)(1+ aras...an)

<2.
1+ a1a2...n0np41

Raspuns. Inegalitatea ceruta rezulta prin folosirea metodei inductiei matematice dupa n.
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Indicatie. Utilizati inegalitatea Cauchy — Buniakowski — Schwarz

(S’ (5)-(50)

si alegeti apoi valori pentru by. ]

Indicatie. Se determina toate subsirurile convergente din fiecare multime. ]

inf A; = %, sup Ay = 1;

1
infAy =—=, supd; =1;
Raspuns. 2 [ |

inf A3 =0, supAz=sinl;
2

inf Ay =0, sup Ay = 3

1.3 Intrebiri de autoevaluare

1°. Care sunt operatiile obisnuite ce pot fi efectuate cu dousi sau mai multe multimi? Enumerati citeva
proprietati ale acestor operatii.
|

2°. Fie A o multime arbitrara. Definiti urmatoarele notiuni: relatie de echivalenta pe multimea A; clase
de echivalenta pe multimea A; relatie de ordine pe multimea A.

Cand o multime este total ordonata? [ ]

3°. Cand spunem ci o submultime A din IR este o multime marginita?
Cum se caracterizeaza cu ajutorul inegalitatilor notiunile inf A gi sup A, unde A C IR? [ ]

4°. Enumerati operatiile algebrice definite pe IR care pot fi extinse pe mulfimea R=RU{—o0,+00}.
Care sunt operatiile ce nu pot fi extinse pe IR (cazurile de nedeterminare)? [ |

5°. Care este axioma lui Arhimede referitoare la multimea numerelor reale? [
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Capitolul 2

MC. 02 — Siruri si serii numerice

2.1 Exercitii rezolvate

Exercitiul 2.1.1. (Numarul e) 5S¢ se arate cd sirurile de numere reale (a,)n>1 §t (bp)n>1, unde

1 n 1 n+1
an:<1+—>, bn=<1+—) . nelN*
n n

sunt strict monotone. Primul sir este strict crescator si majorat, iar al doilea este strict descrescator si minorat,
deci ambele sunt convergente.

Limitele acestor siruri sunt egale cu numarul e apartindnd intervalului (2,3) si o valoare aproximativd a
acestuia este e >~ 2, 718281828459.

Solutie. Tinand cont de inegalitatea lui Bernoulli!
(I4+x)">1+nz, Vee(-1,400)—{0}, neN*, n>2

rezulta

an+1_(n2+2n)”+1 n+1_(1 1 )n+1 n+1><1 n+1 ) n+1
- U m <

=1.
an, (n+1)2 n +1)2 n n+1)2 n

Prin urmare a,11 > an, ceea ce arata ca (a,)n>1 este sir strict crescator.
Folosind din nou inegalitatea lui Bernoulli deducem b,, > b, 41, deci sirul (b,,) este strict descrescator.

Pentru orice n € IN* avem . - )
n
0<bn—an:(1+—) e L
n n o n n

Trecand la limitd in aceste inegalititi deducem c# sirurile (a,) si (b,) au limitele egale.
Convenim ca limita comuna a acestor giruri sa fie notatd cu e. Au loc estimarile:

6 =
1) _ 46656 _ ) gg50s4 < 3

2=a<e<by=(1+:) =
f<e< *5 15625

1\n 1 n+1
(1+7) <e<(1+—) .
n n

Daca in ultima estimare logaritmam, obtinem inegalitatile

1 1
n+1<ln(n+1)flnn< e ne IN¥, (2.1)

IBernoulli, Jean (1667 — 1748), matematician elvetian

11
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care sunt utilizate in studiul convergentei sirului (@, )n>1, cu termenul general
1 1 .
an:1+§+-~-—|—f—lnn, ne€ N7,
n

a carui limita este constanta lui Euler C.
O valoare aproximativa cu gase zecimale exacte a constantei lui Euler este C' =~ 0,577216. [ |

o0
ong % % . n v . ..
Exercitiul 2.1.2. Sa se arate cd seria E —, la| > 1 este convergentd, sa se calculeze suma ei si apoi sa se
a

n=1
(oo}
. . 2n —1
deduca suma seriei E o
n=1
. . . n cr . AN cu .
Solutie. Termenul general al primei serii este a, = —-. Criteriul radicalului in formularea cu limita aplicat
a
[ee]
n

seriei valorilor absolute E ne da

n=1 ‘a|n

. . n . WUn 1
i Vo = I o = A G T e <1

deci seria este absolut convergenta.
T T\ 2 T\ "
Fie acum functia f(z) = — + (7) + ...+ (7) . Se observa ca f'(1) = s,, unde s,, este suma partiald a
a a a

.. . .. . . . T . . T o . o
seriei. Dar f (a:) este suma unei progresii geometrice cu n termeni, cu primul termen — si ratia —, a carei suma
a a
este

=58k -2 )

a 1—-= a—x

gi atunci

o= g1 () - s 2nlD)

de unde, luand x = 1, deducem

Zl "Qn :222%—25:4—1=3,

cu mentiunea ca prima serie este de doua ori seria initiala in care a = 2, iar ultima este o serie geometrica cu

L 1
ratia 3 si primul termen de asemenea egal cu 5 [ |
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3
Solutie. a) Studiind functia f:10,00) = R, f(x)=sinz—z+ % constatam ca este strict crescatoare gi

1 11 6 N . N
f (—) > f(0), de unde deducem — —sin — < —. Seria E — este convergenta (serie armonica generalizata cu
n n non n

n=1

o0
. T . o . PR 1 1 o
« = 3) gi atunci aplicand primul criteriu de comparatie rezultd ca seria E — —sin — ) este convergenta.
n n
n=1
b) Se aplica criteriul radacinii in formularea cu limita. Pentru a < ¢ seria este convergentd, pentru a > ¢ seria
este divergenta, iar pentru a = ¢ termenul general al seriei nu tinde la zero, prin urmare seria este divergenta.

c) Se aplica criteriul logaritmic, ajungdndu—se la limita

lna—lnn
lim ——— =1In-—.
n—oo Inn a

Pentru a < 1 seria este convergenta, pentru a > 1 seria este divergenta, iar dacd a = 1 atunci seria data
. € e e
devine Z — care se gtie ca este divergenta fiind seria armonica.
n=1 n
d) Raportul termenilor a,11 si a, ai seriei are limita «. Seria este convergenta pentru 0 < o < 1, divergenta
pentru « > 1, iar pentru o = 1 folosind criteriul lui Raabe obtinem

lim n( an —1>=b—a—1

n—oo Ap 1

din care deducem ca seria corespunzatoare este convergenta pentru b > a + 2 si divergenta pentru b < a + 2.

oo (o)
n+1
Daca b = a + 2 seria devine a(a + 1 comparabila cu seria armonica —, care
vine afa + );(a+n+1)(a+n+2)’ P ;n
este o serie divergentd. In concluzie, pentru o = 1 si b = a + 2 seria din enunt, este divergenti. ]

Jdar lim {/a, = 0 < 1, deci seria

n—oo

n+43\nn
2n+1>

Solutie. a). Aplicdm criteriul radicalului. Se observa ca /a,, = (

este convergenta.
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43n(n!)3
(3n)!
any1 64 (n+1)2

an 3 (Bn+1)Bn+2)

Trecand la limita in ultima egalitate, obtinem

b). Termenul general al seriei este a,, = , raportul a doi termeni consecutivi da

. Gpy1 64 (n+1)? 64
hIn = — hIIl —_— Y — ——.
n—oo  Qn, 3 n—oo (3n + 1)(3n + 2) 27

Deoarece aceasta limita este supraunitard, conform criteriului raportului sau criteriul lui D’Alembert
rezulta ca seria este divergenta.

c). Folosim criteriul de comparatie de prima speta. Termenul general al seriei se scrie in forma

-(1+3)"
tn = n n(n+1)

1 .
< — deci a, <
n

~ 1\n
Insa, (1 + 7) < e, iar 5
n

oo

Cum seria E — este convergenta fiindca este seria lui Riemann pentru a = 2, din criteriul de comparatie
n
n=1
de speta intai rezulta ca seria este convergenta.

e
n(n+1) n?’

d). Aplicam criteriul radicalului. Gasim

1 —n? 1
lim {/a, = lim ( (n+1)(7l+a)—n) = lim (nt1Dnta)—n _at ,

de unde deducem:

e —1 <a<1 = seria este convergenta;

e a >1 = seria este divergenta.

o0
Exercitiul 2.1.5. Discutati in raport cu parametrul real X natura seriei numerice cu termeni pozitivi E Qs

n=1
unde
" :(2n+1)[ AA+1)..A=n+1) r
" A+1D)A+2)...A+n+1)
Solutie. Avem:
_ AA+1)...A=n+1)(A=n) 2 _Gpi1 2n 43 A—n \2
a"“_(2n+3){(/\+1)(/\+2)...(>\+n+1)()\+n+2) I N (/\+n+2)

Din ultima egalitate rezulta lim D, = 1, adica dubiu. In aceasti situatie aplicam criteriul lui Raabe. Ca
n—oo

atare, determinam expresia

_ 1) _ n( an 1) _ (BA+6)n” +2(8) +6)n® —2(A* — 2\ — 2)

1
R =n( 2n+3)(\ —n)?

D’IL

si apoi limita sa la infinit. Gasim

an+1

i R — lig A6 26X+ 6)n? — 2(\ — 24 —2)

—4\+3,

de unde incepe discutia:
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1
e IAN+3>1=A> —5 — seria este convergenta;

1
e IN+3<1l=2A< -3 — seria este divergenta;

, care este divergenta fiindca este comparabila cu seria armonica.

1 o0
o \= —3 — gseria devine nz::l 1

2.2 Exercitii propuse cu indicatii si raspunsuri

. 1 -
1 .
e 1

Indicatie. In diferenta ay,4p — ay se descompun in fractii simple fractiile

1
k(k+1)

Raspuns. Ambele giruri sunt convergente. ]

Indicatie. Se studiaza seria valorilor absolute. [ ]

Raspuns. Pentru a € (2, 8) seria este absolut convergentd. Pentru a € (—o0, 2] U (8, +00) seria este divergents,
iar pentru a = 8 seria este simplu convergenta. [ |

& n
. . e o . . NP . . v op a o .
Indicatie. a). Se utilizeazd criteriul de comparatie de speta intai, seria majoranta fiind E % a carei
n!

n=1
convergenta se studiazi folosind criteriul raportului. b). Se aplica criteriul lui Dirichlet. ]

Raspuns. a). Seria este absolut convergenta. b). Seria este convergenta. ]
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Indicatie. Pentru studiul naturii primelor doua serii se aplica criteriul lui Leibniz de convergenta a unei serii
alternante. Celei de a treia serie, i se studiaza absoluta convergenta. ]

Raspuns. Primele doua serii sunt convergente, dar nu si absolut convergente. A treia serie este:

b

9 T
e absolut convergenta pentru = € [ — ]

474
. o T
e semi—convergenta pentru x € { s Z}’

e divergenta pentru restul valorilor lui x, deoarece termenul general nu tinde la zero.

Indicatie. Se aplica:

e pentru punctul (a), criteriul raportului;
e pentru punctul (b), criteriul lui Raabe;
e pentru punctul (c), criteriul logaritmic;
(

e pentru punctul (d), criteriul radicalului.

||
Raspuns. Toate seriile sunt convergente. [ |
2.3 Intrebari de autoevaluare
1°. Enumerati proprietatile sirurilor numerice convergente. ]

2°. Definiti notiunea de sir numeric fundamental si enuntati criteriul general de convergenti (Cauchy)
al unui sir numeric. ]

3°. Justificati convergenta (divergenta) atat pentru seria geometrica cat si pentru seria armonici gen-
eralizata (seria lui Riemann). |
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4°. Absoluta convergenti a unei serii numerice implici convergenta sa?
Daca raspunsul la intrebare este da, demonstrati afirmatia. [ |

5°. Cum se numeste o serie numerici convergents care nu este absolut convergenti? Ce se poate spune despre
o0
. s < 11
seria numerica alternanta E (—n)nt=2 [ |

n
n=1
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Capitolul 3

MC. 03 — Elemente de teoria spatiilor
metrice

3.1 Exercitii rezolvate

Exercitiul 3.1.1. Sa se arate ca aplicatiile

d:RxR— R, dz,y)=|z—y|, Vr,yelR (3.1)
di:RxR— R, dl(x,y):%, Yo,y € IR, (3.2)

sunt metrici echivalente pe IR $i cd nu existd a,b € IR, cu 0 < a < b, astfel incdt sa aibd loc inegalitatile

ad(z,y) < di(z,y) < bd(z,y). (3.3)

Solutie. Prima aplicatie este metrica Euclidiana din IR. Folosind proprietatile functiei modul se arata simplu
ca d; este o metrica pe IR, diferita de metrica d.

Prin urmare, perechile (IR, d) si (IR, d;) sunt spatii metrice diferite.

Reamintim definitia a doua metrici echivalente pe o acceasi multime nevida X.

Definitia 3.1.1. Metricele d si di pe mulfimea nevida X se numesc echivalente si se scrie d ~ dy daca,
oricare ar fi punctul xg € X, avem

Ve>0 3d(e) >0 astfel incit Bgy(xo,0(e)) C By, (zo,¢€); (3.4)

VYA>0 Fu(N) >0 astfel incit B, (zo, t(X)) C Ba(zg, N). (3.5)

In Definitia 3.1.1 Bg(xo, ) reprezinta bila deschisa cu centrul in punctul z( si raza A > 0, mai precis

Bd(.’ljo,)\) = {.’L’ € X|d(CI§,IE()) < A}

Fie zp € X, punct fixat arbitrar din IR. Evident, di(z,x¢) < d(x, () oricare ar fi x € IR, astfel ca pentru a
avea incluziunea By(zg,0(g)) C B, (zo,e) din Definitia 3.1.1 putem lua d6(g) = .

19
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Pe de alta parte, din (3.2) se observa c& dy (z,z¢) < 1 oricare ar fi « §i 2y din IR, ceea ce conduce la afirmatia
cd daca p > 1 si 29 € IR, atunci bila deschisd cu centrul in z¢ de raza p din spatiul metric (IR, d;) este intreg
spatiul, adicd By, (g, p) = IR. Daci insd 0 < p < 1, atunci

|z — o]

€ By, (20, p) — — 2 —Tol
T dl(xo p) 1+|LE7:L'0|

<p=>|x—$o|<L:>xEBd(xo,L),
1—p 1—-p

ceea ce inseamna ca By, (zo, p) C By (mo, 1 P )
—-p

A
Pentru a avea satisfacuta si cea de a doua incluziune din Definitia 3.1.1 luam p(\) astfel incat T ul () N =A
—p
A
di Ita p(A\) = ——.
in care rezulta pu(\) T

Prin urmare cele doua metrici sunt echivalente.
Desi metricele d si dy sunt echivalente, prima parte a inegalitatii (3.3) nu poate avea loc céci dy (z,z9) < 1,
. e 1 1 o 1
Vx,ro € IR conduce la inegalitatile d(z,z0) < —di(x,x9) < —, din care rezulta d(z,x¢) < —, Vx,z0 € IR,
a a a

care evident este falsa. [ |

Exercitiul 3.1.2. Fie girul de numere reale (,)ne al cdrui termen general este dat de relatia de recurentd
T

B = 3—\/§ coST,_1, unde xg € IR este arbitrar fizat.
Sa se calculeze lim x,,.

n—oo

Solutie. Presupunem ca existd limita u a girului (x,)nepv. Trecdnd la limitd in relatia de recurentd si tinand

cont de continuitatea functiei cosinus (limita cosinusului este egald cu cosinusul limitei) observam cid u trebuie
v TV .. ™ <y T ..
sa fie o radécind a ecuatiei u = ——= cosu, adicd u este un punct fix al aplicatiei (functiei)

3V3

f:R—R, f(z)= %cosx. (3.6)

Observatia de mai sus ne sugereaza si considerim spatiul metric Euclidian IR cu metrica d(z,y) = |z —y|

si functia (3.6) pentru care calculam distanta intre doud valori ale sale. Avem
T

d(f(x), f(y) = |f (=) = f(y)| = 3\/3\ cosz — cos y.

Transformand diferenta de cosinusuri in produs, obtinem

i .ty . T—y
A(f (@), 1) = |1@) = F)| = 5 ﬁ(zsm |

Dar:
T+y

2

r—y
2

r—y

‘sin ‘gl; ‘Sin ’g 5

Cu ajutorul acestor majorari

d(f(x), f(y)) < fﬁdmw, Va,y € IR,

care aratd ci f este o contractie pe spatiul metric (IR, d).
Metrica d(z,y) = |z — y| provine din norma Euclidiana pe IR care este functia modul |.|, iar perechea
(IR,].|) este spatiu Banach. Conform principiului contractiei (teorema de punct fix a lui Banach)
™
existd un punct unic v = 5 astfel incat f(u) = u.
Sirul de numere reale (z,),cn este chiar girul aproximatiilor succesive corespunzitor functiei f si punctului
initial xg.

Agadar, lim x, = T [ |
n— oo 6
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Solutie. Se foloseste proprietatea limita unui gir de vectori dintr—un spatiu vectorial finit dimensional, care
este gi spatiu metric, este egald cu vectorul care are coordonatele limitele sirurilor coordonate.
A\ "
Pentru limita primului sir de coordonate se foloseste numarul e gi avem lim (1 + —) =e.
n

n—oo
Al doilea gir de coordonate are termenul general de forma

Tpo = /Qp.

Limita acestui gir se determina folosind proprietatea:

o .o . a
daca exista lim

n—oo

1 . .
= x99 € IR, atunci avem lim /a, = x29.

Apn n— oo

Pentru limita celui de al treilea sir de coordonate se folosesgte limita fundamentala

x

lim =Ina,
r—0 x
unde @ este un numar real pozitiv dat. Aplicand definitia cu sgiruri a limitei unei functii intr—un punct
si ludnd ca sir convergent la zero girul cu termenul general z,, = —, gasim ca limita celui de al treilea sir de
n

coordonate este In a.
Prin urmare

nan;oxn = (eA, 32’ lna) = Xg.

Distanta Euclidiana intre punctele a si x(

le* — 1 N
d(a, X(]) = 327 (326 ) + 1

este minima dacd A = 0. Prin urmare limita sirului de vectori x,, este a(0). [ |
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Solutie. Convergenta uniforméa a unui gir de functii este convergenta in metrica lui Cebasev p

p(fn, f) = sup d(fu(2), f(2)) = sup |fu(z) — f(2)].

z€[0,1] z€[0,1]
insé,
2 2
e+ nr+n nx
‘f’n(x)if(x)‘: 22 4+ n2 -1 :x2+n2 :(TO(I)) IG[Oal]
Prin urmare trebuie determinata marginea superioara a functiei
nw
10,1 IR, T)=—5—.
R

Pentru a afla marginea superioara a functiei ¢ calculam

’fl3 - an

¢ (x) = @12y z € 0,1],

de unde deducem posibilitatea ca valorile extreme ale functiei ¢ sa se atinga in x = £n. Daca n > 1, punctele
& = #£n nu apartin compactului [0, 1] si deci valoarea maxima se va atinge in extremitatile segmentului [0, 1].

Cum £(0) = 0si f(1) =

14 n?
n

p(fn, f) = m

Deoarece lim p(fn, f) = 0, rezultd ca primul sir de functii din enuntul exercitiului este uniform convergent,
n—oo

iar limita sa, dupd cum se vede, este functia din enunt.
In cazul celui de al doilea sir de functii, deoarece lim f,(z) = 1 Va € IR, limita punctuald este functia

n—oo

reald de variabild reala (3.7).
Mai trebuie ardtat cad girul numeric cu termenul general p(f,, f) nu este convergent la zero.

. 1 1
are valorile extreme —3 gi —, acestea

Pentru aceasta observam ca functia x — |f,(z) — f(x)| = 5

22 +n?
fiind valorile functiei iIn x = —n si respectiv x = n.
Trebuie aratat ci sirul cu termenul general p(f,, f) nu converge la zero. Intr-adevér,

nx 1
p(fn: f) = sup d(fn(2), f(x)) = max|[f,(x) — f(2)| = max 2 .2 o # 0,
z€R z€R zem L +n 2
deci convergenta punctuala f, % f nu este uniforma. ]
Exercitiul 3.1.5. Sa se arate ca aplicatia
I-1I: C([A,e]) = Ry, |Ifll = / @) mzde, feC([Le]) (3.8)
1

este o normd pe spatiul vectorial real C([1,€]) al functiilor reale continue pe compactul [1,€e] si sd se calculeze
norma functiei f(z) =+/z, © € [1,e].

Solutie. Pentru ca rationamentul de mai jos sa poatéa fi urmarit reamintim definitia unei norme pe un spatiu
vectorial real.

Definitia 3.1.2. Aplicatia |- || : V — IR se numeste norma pe spatiul liniar real V' dacd satisface urmatoarele
proprietati:
(M) [x[[=0=x=0;

(V2) x| = [Alllx]l, VA e R giVx € V;
(Ns)  [x+yll <lxll +lyll, vx, y € V.
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Din f € C([1,¢]) si continuitatea functiei logaritmice rezulta ca functia @ — f?(z)Inz este continui pe
compactul [1, e] si deci integrabila.

Deoarece functia x — Inx este nenegativi pe intervalul [1, ¢], considerand functia f € C([1,¢]) cu propri-
etatea || f|| = 0 deducem f = 0, ceea ce arata ca axioma (1) este satisfacuta.

Dacd A € Rsi f € C([1,€e]) sunt elemente arbitrare, atunci

IAf||=\//1 N fA(z) Ina de = |A] /1f2(33)1nwd96=\>\||\f||7

de unde rezultd cd axioma (N3) este de asemenea verificat.
Pentru a arata cd si axioma (N3) este satisfacutd calculdam patratul normei sumei a doud functii continue
arbitrare f si g definite pe compactul [1,e]. Avem

5490 = [ U@+ @) mrde = [ (£6)+2@g) + ) o ds =
! ! (3.9)

— 12+ 2 / f(2)g(x) mz dz + g

e
Incercéim si gdsim o majorare pentru termenul / f(x)g(x) Inz dx din (3.9). Presupunénd f # 0, consideram
1

functia polinomiala

Pl =B o) = [ (tf(0) - 9@ hode. figCllLe), f A0 (3.10)
ale carei valori se pot scrie
o0 = 1717 = 2( [ gt ma de)e+ ol (3.11)
din care se vede ca
o) >0, Vie R (3.12)

Din (3.10), (3.11) si (3.12) rezulté ca functia polinomiala ¢ este un trinom de gradul al doilea nenegativ. Folosind
aceastd remarcd deducem ci inegalitatea (3.12) are loc dacd gi numai dacd discriminantul trinomului este
nepozitiv, adica

([ s meds)" = 111 Lol <o (313)
Daci in (3.13) trecem in membrul doi termenul —|| f||? ||g||? si extragem radicalul, obtinem
[ @] < 11 gl (3.14)
Ad&ugand faptul cd un numar real este mai mic cel mult egal cu modulul sdu, din (3.14) deducem
[ r@g@meds < 1719l (3.15)
Revenind la (3.9) si tindnd cont de (3.15) obtinem
17 +gl2 < (171 + lal) (3.16)

Rezultatul extragerii rad&cinii patrate din ambii membri ai inegalitdtii (3.16) arata ca axioma (N3) este si
ea satisfacuta.

Prin urmare, aplicatia (3.8) este o norméa pe spatiul liniar real C([1, ¢]).

S& determindm norma (lungimea) vectorului f € C([1,¢e]) specificat in enunt, adicd a functiei f(z) = /.
Vom calcula patratul acestei norme. Integrand prin parti, avem

e 2 e 2
9 x e x 1+e
7 /lxnx z =z /1 5 42 T

1
de unde || f]| = =V 1+ €2 [

2
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3.2 Exercitii propuse cu indicatii si raspunsuri

Indicatie. Amintim definitia punctului fix al unei aplicatii definita pe un spatiu metric cu valori in acelasi
spatiu metric.

Definitia 3.2.1. Elementul x al unui spatiuv metric (X,d) se numeste punct fix al aplicatiei f : X — X daca

@) = &

Se rezolva ecuatiile f(z) = 2, in multimea numerelor reale si f(z) = z, in mul{imea numerelor complexe C.m

Raspuns.
a) x1=-1, 29=0, z3=1;

b) Z1 :—1, Z2 :0, 23:1, Z4=—i, Z5 :i, (i:\/—l).

Indicatie. Numarul complex x — iy, notat cu z, se numeste conjugatul complex al numarului complex
z = 2 + iy. Modulul numarului complex z, notat prin |z|, se stie cd este |z| = vz - Z. Evident,

|21 = 22| = V(21 — 22) + (31 — 92)? (3.18)
Folosind (3.17) si (3.18) demonstrati ca aplicatia d din (3.17) este o metricd pe C, deci (C, d) este spatiu metric.

Amintim definitia spatiului metric complet.

Definitia 3.2.2. Perechea (X,d) se numeste spatiu metric complet daca (X,d) este spatiu metric §i orice
gir de puncte fundamental din X este convergent.

A da un sir de puncte in (C,d) este echivalent cu a da doud giruri numerice gi anume sirul partilor reale
si sirul partilor imaginare. Apoi se tine cont ca un sir de numere reale este convergent daca si numai daca
este fundamental. ]
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Indicatie. Faptul cd aplicatia d este metricd se aratd demonstrand ci sunt satisfacute axiomele (M), (Ms),
(M3) din definitia unei distante.
Aratati apoi ca girul cu termenul general z,, = n este fundamental, dar nu este convergent in metrica d. W

Indicatie. Limita unui sir de puncte (vectori) din IR? este vectorul din IR® cu coordonatele limitele girurilor

coordonate ale girului dat. ]
< . 1 . _
Rispuns. lim x, — (5,1,1), lim y, = (e7%,1,1). n

Indicatie. Pentru rezolvarea primei parti a exercitiului reamintim

Observatia 3.2.1. Un produs scalar pe spatiul vectorial real H este o forma biliniara simetrica pe H cu
proprietatea cd forma patratica asociata este pozitiv definita.

|
a 2 2 11
Raspuns. g(vo,y0) = 11, g(x0, 0) = 7|x0l|*, 9(y0,yo) = 70 = [[yol*, d(x0,y0) = 55, cosp = —=. =
7V/10
3.3 Intrebari de autoevaluare
1°. Enuntati si demonstrati teorema de punct fix a lui Banach. ]

2°. Demonstrati ca daca (H, g) este un spatiu Euclidian real atunci pentru orice vectori din H

X, Y, X1,X2, s Xm Y1, Y2, Yn
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si orice scalari reali

)‘7 My )\17 )\21 ey )‘ma K15 25 ey Hin

au loc egalitatile:
g(xayl + Y2) = g(xayl) + g(X, y2)7

g(x, py) = ng(x,y),

9(x,0) = 0;
m n m n
Q(Z AiXi, ij]') =D Ning(xi,y5)-
i=1 j=1 i=1 j=1

3°. Demonstrati ci intr—un spatiu Euclidian real (H,-) are loc

‘Xy|§ VX XVY Y, Vx,yGH, (319)
numita inegalitatea lui Cauchy—Buniakowski—Schwarz.
Céand are loc egalitate in (3.19)? [ |

Raspuns. Egalitatea are loc dacid si numai daca vectorii x si y sunt liniar dependenti sau coliniari. ]

4°. Cum se scrie matematic c& doi vectori sunt liniar coliniari?
Verificati cd afirmatia referitoare la egalitatea in (3.19) este adevarata. ]

5°. Daci A este o multime dintr—un spatiu metric (X, d), dati definitiile notiunilor: acoperire pentru A; acoperire
finita a lui A; acoperire finita deschisa a lui A; e—retea finita a lui A. De asemeni, precizati notiunile: multime
compacta prin acoperire; multime secvential compacta; spatiu metric compact prin siruri. [ |

6°. Demonstrati echivalenta convergentei unui sir de vectori din spatiul Euclidian real IR"™ cu convergenta
girurilor coordonate. u



Capitolul 4

MC. 04 — Limite si continuitate

4.1 Exercitii rezolvate

Exercitiul 4.1.1. Folosind definitia limitei unei functii intr—un punct, sa se demonstreze ca :

. . zy—1 . z2 + 42
a lim > +xy)=3; b lim =3; c lim —— =
) <z,y>~<1,2>( v) ) (@) —B,4+) y+1 ) (@,9)—(0,0) |z| + |y

Solutie. a) Consideram metrica pe IR?
di1(x,%0) = max{|z — zol,|y —wol}, x=(7,9), X0 = (0,Y0)-

Atunci, inegalitatea d;(x,xg) < J este echivalenta cu |z — zg| < § si |y — yo| < 0.
Trebuie s aratadm ca pentru orice € > 0 putem determina § = () > 0, astfel incat de indata ce

T =1 <6, [y—2/ <3,

sa rezulte

|f(x7y) 73| <eg,

unde functia f este
fiR>— R, f(z,y)=2"+azy, Vz,yeclR

Evaludm diferenta |f(z,y) — 3| astfel incat s& punem in evidentd |z — 1] si |y — 2|. Avem
oy =3 =2t +ay—3= (- 12+ (@—1) (y—2) + 4 —1) + (y— 2),
de unde obtinem

|f(z,y) — 3| < 26%+50.

Inegalitatea | f(x,y) — 3| < € va fi verificatd daca

262 + 55 =e.

Tinand cont ca § > 0, gasim

—5 4+ v/25+ 8¢
(e) = =L

27
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Prin urmare,
542548
Ve>0(3) 5:5@):%
cu proprietatea
VeeR, yelR cu |[x—1| <9, |[y—2|<d = |f(z,y) — 3| <e,

si deci, in baza primei teoreme de caracterizare a limitei unei functii, rezulta

lim r,y) =4 =3.
(z,9)—(1,2) f@:9)

b) Fiind dat € > 0 oarecare, trebuie sa determindm J(¢) > 0 astfel incat de indata ce

1
|z — 3] <d(e), y>—

o(¢)

sa fie satisfacuta inegalitatea

zy — 1

’ — 3‘ <,

y+1
din care va rezulta ca limita functiei
zy — 1
fiR\{x=(zy)ly=-1} =R, f(z,y)= ST

in punctul de la infinit de pe dreapta de ecuatie z = 3, este 3.
Pentru aceasta evaluam diferenta |f(z,y) — 3| astfel incit s punem in evidentd |z — 3| si y.

—1 1 -3 4
‘xy —3‘:‘x—3—x+ §|x—3|+‘L’ —_—.
y+1 y+1 y+1 ly + 1]
) o L1 1 ’
Daca se considera y > 0, rezulta < — astfel ca
ly +1]
r—3 4
o) =3l <lo -3+ 224 2

1
Avéand in vedere c& |r — 3| < d g1 — < ¢, obtinem
Y

|f(z,y) = 3| <d+6>+46 =0%+50.

Constatam ci |f(x,y) — 3] < e dacd
5 +50=e.

De aici, tinand cont ca § > 0, deducem

5+ V25 +4e

o(e) 5

Rezultatele stabilite pot fi expuse si astfel: pentru orice vecinitate de forma V = (3 — ¢,3 + ¢) a punctului

1
¢ = 3 existd o vecindtate a lui (3,00) de forma U = (3 — §(¢),3 4 d(g)) x (@, —|—oo) cu proprietatea ca

V(r,y) eU = [flz,y) eV,
si deci limita functiei f in (3, 00) este 3.
c) Cum 22 +y? = (|z| + |y|)? — 2|z| - |y|, presupunand |z| < 4, |y| < J, obtinem:

2lz] -yl _

<z + [yl < 26.
]+ Jy]
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€ ~ A
Daci se impune ca 26 = ¢ rezultd ca pentru orice € > 0, existd § = §(g) = 2 astfel incat

] <0, [yl <0 = |f(z,y)] <e,

ceea ce Inseamnd cd lim f(z,y) = 0.
x—0

Solutie. Pentru calculul limitei lim f (z,y) vom considera c& © — 0, y — 0 pe unul din elementele familei
y—0
uniparametrice de parabole {y?> = mz : m € IR}. Avem:

3ma? 3m
1. = 1‘ = .
ZILI% f(l'a y) wliI(l) .’132(2 n 9m2) 2+ 9m?2

yZ=maz yZ=ma

Deoarece limita obtinuta depinde de parametrul familiei de parabole, rezulta ca ea nu este unica. Deci
functia f nu are limita in origine. ]

1 A

Solutie. Intr-adevir, sirul (Zn)n>1, Zn € R*\ {0}, 2, = (ﬁ’ E) , A € IR, este convergent la 0 = (0,0). Sirul

valorilor functiei are termenul general

A

(1A a2 A
f(z")_f(ﬁ’ﬁ)_ 1T A2 142

n?  n?

A
de unde lim f(z,) = T gi deci limita girului (f(z,)) depinde de . De exemplu, pentru A\ = 2, z,, =
n—oo

1 2 2 1 -1 1
—,— | avem f(z,) — —, lar pentru A = -1, z, = | —, — |, f(z,) — —=.
nn 5 non 2

K

Asadar, exista doua giruri de puncte convergente la 0 pentru care sirurile valorilor functiei converg la limite
diferite, ceea ce demonstreaza ca functia f nu are limita in origine.

Termenii sirului de vectori (z,,),>1 sunt situati pe dreapta y = Az care trece prin origine. Daca se efectueaza
limita functiei f pentru (z,y) — (0,0), cu (z,y) apartindnd acestei drepte, limita depinde de A si deci functia

f nu are limita in origine. ]
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Solutie. a) Trecand formal la limitd se obtine cazul de nedeterminare 0/0. Intrucat nedeterminarea provine
din functii irationale, amplificam fractia cu conjugata 1 + /zy + 1 a numitorului. Obtinem:

1+ ay 1
Y Ji ZYLE VY F )zligg(\/a:y+1+1)=2.
y—0

lim ——— =
o Vry+1-1 =0 zy+1-1

b) Avem aceeagi nedeterminare. Vom inmulti numaratorul si numitorul fractiei cu y. Obtinem:

. sinzy . sin xy . . sinzy . . sint

lim = limy- = lim y - lim = limy - lim — = 2.
a=0 ©—0 xy y—2" =0 gy y—2~ t—0 t

y—2 y—2 y—2

¢) Pentru z > 0 gl y > 0, avem:

r+y T Y T y 1 1
$2+y2 1’2+y2+£62+y2_1'2+y2 £U+y
« T . PR DR | <. Tty
Trecand la limita in aceste inegalitati si tinand cont ca lim (— + —) =0, deducem ca lim R =0

y— o0 y— 00

d) Prin trecere formala la limita se obtine nedeterminarea 1°° pe care o vom inl&tura folosind limita fundamen-
1

tald lim(1 + )t =e. Avem:

T z1Y
lim (14 2)" = Jim [<1+2)”] = ¢k,
s a) TV e
e) Facand precizarea ci zyz # 0, din inegalitatea mediilor obtinem:
1 - 1
w2+ y? + 22 7 33/ (wyz)?
Inmultind ambii membri ai acestei inegalititi cu |zyz|, deducem:

xyz ‘ - |zyz|

2?4 y? + 22 3

F(@yy2)| = |

Tinand cont de proprietatile trecerii la limita in inegalitati avem:

lim |f(z,y,2)| =0 = lim f(z,y,2) =0.

y—0 y—0
z—0 z—0
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f) S& observam ci (v —y)? > 0 <= 2% — ay +y*> > 2y. De asemenea, 12 + y? > 0 <= 2% — ay +y* > —ay,

deci |22 — 2y + y?| = 2% — 2y + y? > |2zy|. Atunci, pentru = # 0 si y # 0, deducem:

11
|z + vl <\x+y|<|x\+|y|_7+7_)07 cand 7 — oo, g — 0o,

22 —ay+ 92 T oyl T fallyl o 2]yl

de unde rezulta ca limita functiei in origine este egala cu 0.

g) Deoarece se cere limita unei functii de doud variabile pentru x — oo i y — oo, putem considera x > 0 si
y > 0. Avem:

2 2 2 2 2 2
Tty x Y T Y _1 1 .
O<x4+y4_z4+y4+x4+y4SF+E_E+?_>O’ cand  — 00,y — 00.

Asadar, limita functiei in origine este 0.
h) Pornim de la inegalitatea evidenta

(22 + 32)2 > da?y?
din care deducem

x2y2 S ($2+y2)2.

o~ =

Deoarece z — 0 si y — 0 rezultd ca putem considera o vecinatate V' a originii in care sa avem
0<a®+y* <1,V (z,y) € V\{(0,0)}.

Putem scrie:

2

(224422
4 =
=t

1> (a2 +2)"Y > (a:2 + yz)

2
unde t = 22 + y2. Cum 111% tT = 1, dupa trecerea la limita in aceste inegalitati gasim ca limita ceruta este 1.

t>0

i) Deoarece se cere si se determine limita functiei f(z,y) = (22 4+ y?)e”@*¥) pentru x — oo si y — oo, putem
considera x > 0 gi y > 0. Avem:
2492 224y a? P

(2 2\, —(z+y) _ — T4 7
0<flz,y)=("+y)e = T ma St

2
Cum lim — =0, dupa trecerea la limita in ultimele inegalitati obtinem:

t—oo e

Jim f(,y) = Jim (2% +y?)e” T =0,

y— 00 y— 00

j) Si aici putem considera > 0, y > 0 gi z > 0. Din inegalitatea mediilor, avem:

3 I2+y2 $2+y2
x+y+223xyz:> ( Jryz ) S(l) )
3 r+y+=z 3
1\ +y? Yryz N\ v
Cum lim (7) = 0 rezultd c& lim f(x,y) = lim (7y) =0.

y— 00 y— 00 y— 00

k) Se procedeazi la fel ca la punctul a). Se giseste

x2+y2

lim f(x,y) = lim =2
::8( : e Ve +yr 11
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24,2
1) Cum 1 — cos (2% + y?) = 2sin? * ;— , avem
2,2 2sin? vty
. . 1—cos(z*+y%) . . 1 1
lim f(z,y) = lim = m—:—11m<—+—):oo.
oo (z,9) =0 a22(22 4 2) o a22(a 4 y?) - 2em0\a? | g2
. 0. P . s < .
m) Cazul de nedeterminare 0 il vom inlatura folosind o limita fundamentala. Obtinem
1
lim f(z,y) = lim (1 + mZyQ) a2 +y? =
V=0 V=0
2,2
1 x2y? — lim Yy
15— 520 22 1 42
v—o
A 2 .
Insa llll(l) $2—+y2 = 0. Urmeaza ca £1£I% fz,y) =1
y—0 y—0
int
n) Folosind 7%im ST _ 1 deducem:
) . osin(@3 493 L 2t 4y Ty
lim f(z,y) = lim = lim =lim(z+y)(1 - 5"=)=
i S e S v 4y
Ultima limita este 0 pentru ca z +y — 0 cand z — 0 i y — 0, iar functia
Yy
g(x,y) =1~ pEEL (z,y) # (0,0)
este marginitd deoarece are valorile in compactul [1/2,3/2].
A I I G Le2
: i Y, 2) = i — = f(1,0,1) = =€ n
) Avem () (1.0.1) f@y.2) (o) (1,0,1) 22 + cO3 /TG fL01)=5¢

. 9 . 1 Gy
Solutie. a) Pentru c& functia ¢t — sin n este marginita, avem:

1 1
sin;-sina e[-1,1], Vo £ 0,y #0.
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Tinand cont ca lim |z +y| = 0, deducem:

y—0
. . 11 .
lim | f(z,y)| = lim |(x +y) -sin — -sin —| < lim |z 4+ y| =0,
xz—0 xz—0 x y x—0
y—0 y—0 y—0
din care, utilizand proprietati ale limitei unei functii, obtinem

lim f(z,y) = 0.

y—0
b) Nu exista lir% f(x,y) pentru ca se pot gasi cel putin doua giruri diferite (y,)n>1 cu ¥, # 0 si y, — 0 pentru
y— =
care limitele lim f(z,y,) sunt diferite.
n—oo
Agadar lim (lim f(x,y)) nu exista.
z—0 \y—0

¢) Nu exista lir% f(z,y) pentru ca se pot gasi cel putin doua siruri diferite (x,),>1 cu x,, # 0 si 2, — 0 pentru
xTr— el

care limitele lim f(x,,y) sunt diferite.
n—oo

Agadar lir% ( hn%) f(m,y)) nu exista.
y— r—

Exercitiul 4.1.6. Sa se arate ca functia reald de doud variabile reale

PR\ {@y)l: @+ =1~ B f(ey) =sing——s.

nu este uniform continud.

Solutie. Vom ardta ci pentru g = 1 gi V§ > 0 se pot preciza punctele Mj (x5, ys), Mg (25, yy), cu d(Mg, M) <
d, care sa implice
|f (M) — f(MF)| = eo,

unde d(-, ) este metrica Euclidiana pe IR?.
Punctele le determindm din conditiile f(Mj3) =0 si f(M{) = 1, deci din ecuatiile

7T 2 7T
_—— ’)’L’]‘[‘7 _—
171,327?/32 1*1’”277/”2

:2n7r+g, n e IN*.
s Y

Trecem indicele ”§” in n si alegem z/,, /', y! si y/! dupa cum urmeaza:

7

Lo, o1 1 2 I
=xr,KB = —. = _— = — = _ — — /.
n= o Yn m  n2 In dn+1 n?

Deoarece y), — 1 si y)/ — 1, rezultd cad y), — y,, — 0 si deci pentru orice § > 0 existd numadrul natural N(J)
astfel incat pentru orice n > N(§) sd avem vy, — y,, < 4.
Cum distanta dintre punctele M) si M este

d(M), M) = /(@) — )%+ (v, — y)2 = |yl — yil = vl — yh,

avem d(M),, M]") < ¢ dacdi n > N(J) € IN.

Acest rationament demonstreaza ca functia f nu este uniform continua. ]

4.2 Exercitii propuse cu indicatii si raspunsuri
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1
Indicatie. Pentru limita ¢ in origine a fiecireia dintre functii se gaseste: 1°. £ nu exista; 2°. ¢ = 5 30.¢=0.

In calcule intervin limitele fundamentale: lim i =1; lim — =1 [ ]
u—0 U u—0 U

« . . . o . 1, . L
Raspuns. Prima functie este discontinua V « € IR, a doua este continua pentru a = 2 iar a treia este continua
pentru o = 0. [ |

Indicatie. Se procedeaza la fel ca in Exercitiul 4.1.6. ]

Raspuns. Rezulta ca functia f nu este uniform continua. ]
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Indicatie. Functiile coordonate f1, fo, f3 ale functiei date sunt functiile reale de n variabile reale

1
fl(xlvx%'“vxn) = € HXH; X#Ov
0, x=0,
.t
x| sin —, ,
folarsanan) = 4 I xF
0, x =0,
[x[|**, x#0,
f3(x17l'2,...,l'n> -
1, x =0,

n
E x? este norma Euclidiand pe IR".

unde ||x|| = vx-x =
i=1

Este usor de verificat ca f1, fo, f3 sunt continue pe IR", deci f = (f1, f2, f3) este functie continua.
(a) Multimea A este bila inchisd cu centrul in origine si raza 2 din spatiul metric (IR",ds), unde

n
d2(xay) :Z|x’b_yz|, X = ($1,$2,...,(En), y = (y17y27'~'7y’n) GRna
i=1

deci este o multime inchisd in IR".
Consideram functia reala
3 y% y% 2
v R — IR, o(y1,y2,y3) = 5 + 5 + U,
care este continud. Atunci B = ¢~1([0,1]) este o multime inchisa in IR* (contraimaginea prin functia continua
¢ a compactului [0, 1]).
(b) Deoarece o bild inchisa in spatiul Euclidian IR" este multime compactd in IR" (méarginitd si inchisd in
IR") si conexa in IR", rezultd c&d mulfimea A este o multime compacta si conexd in IR".
Intrucat f este functie continuii si A este o multime compacti si conexi in IR", rezult ci f(A) este multime
compacti si conexa in R® .
(c) Multimea B fiind inchisa si f fiind functie continua, rezulta ca f~!(B) este multime inchisi in R". m

Exercitiul 4.2.4. Fie (V|| - ||) un spatiu normat. Functia f:V — IR, f(x)=||x|| este continud pe V.

Indicatie. Avem |f(x) — f(x0)| = ||x]| — [|%oll] < ||x — x¢|. Raspuns. Fie ¢ > 0. Luand d(¢) = ¢, atunci
Vx € V cu ||x — x¢|| = d(x,%0) < 6(e) = |f(x) — f(%0)| < &, adicd f este continud in xg. Cum xg este arbitrar
din V, rezulta ca f este continua pe V. [ |

Exercitiul 4.2.5. Sa se arate ca functia

fla,y) =4 22 +y*
0, dacd x> +y>=0

este continud in raport cu fiecare variabila tn parte, dar nu este continud in raport cu ansamblul variabilelor.

Indicatie. Se arata usor ca functia f este continua in raport cu fiecare variabila in parte, dar nu este continua
in raport cu ansamblul variabilelor. ]



36 Autoevaluare

4.3 Intrebiri de autoevaluare

1°. Care este deosebirea dintre continuitate si uniforma continuitate a unei functii definitd pe un spatiu
metric cu valori intr—un alt spatiu metric? |

2°. Ce se poate afirma despre functiile continue pe multimi conexe? Dar pe multimi convexe? Demonstrati
cel putin una dintre afirmatii. ]

3°. Orice spatiu metric conex prin arce este spatiu metric conex? Daca raspunsul este da, demonstrati
b)
afirmatia. =

4°. Fie functia vectoriald de argument vectorial
f= (f17f27 '--7fm) :ACR" — IR™.

Dacd A este o multime marginita si inchisa si f este functie continud, multimea Imf = £f(A4) C IR™ este
marginita si inchisa? Daca raspunsul este da, sa se demonstreze afirmatia. ]

5°. Ce este o functie Holder, sau functie holderiani? Dar o functie Lipschitz? [ |



Capitolul 5

MC. 05 — Derivabilitatea si
diferentiabilitatea functiilor reale

5.1 Derivabilitatea si diferentiabilitatea functiilor vectoriale de vari-
abila reala

5.1.1 Exercitii rezolvate

Exercitiul 5.1.1. Sa se arate ca fiecare dintre imaginile urmatoarelor drumuri parametrizate:

(1) r:[l,e] = R® r(t)=(>—-1)i+t3+ (Int)k;
(2) r:[0,1] - R® r@t)=@+2)i+E-20)j+ B +t— 1k

este situata intr—un plan a carui ecuatie se cere a fi determinatd.

Solutie. (1) Ecuatiile parametrice ale primului drum sunt

r = t?-1
y = t°
z = Int, telle

Eliminarea parametrului ¢ intre primele doua ecuatii conduce la egalitatea x — y + 1 = 0, care reprezinta
ecuatia unui plan paralel cu axa Oz.

Prin urmare imaginea primului drum parametrizat este situata in planul de ecuatie x — y + 1 = 0.

(2) Ecuatiile parametrice ale drumului sunt

r = 28 +¢?
y = t*—2t
z = B+t—1, teo,1]

Ecuatia unui plan care ar putea contine imaginea drumului considerat este Ax + By + Cz + D = 0, unde
coeficientii A, B, C; D urmeaza a fi determinati.
Impunéand ca imaginea drumului sa apartina acestui plan, se obtine

AP + 1)+ B{t? —20) + C(t* +t—1)+ D =0, tel0,1],

37
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de unde, prin identificarea coeficientilor, deducem sistemul liniar omogen

2A+C = 0
A+B =0
2B-C = 0
D-C =0
care are o infinitate simpla de solutii, si anume: B = —A; C = —2A; D = —2A.
Prin urmare, imaginea drumului se gaseste in planul Az — Ay — 24z — 2A = 0.
Simplificand prin A, obtinem ca ecuatia planului ciautat este x —y — 2z — 2 = 0. ]

Exercitiul 5.1.2. Fie curba in spatiu
r:[0,27] — IR, r(t) = el costi+ e’ sintj + e'k.

Determinati parametrizarea naturald a curbei, lungimea ei si versorii triedrului Frenet intr-un punct oarecare
al curbei.

Solutie. Cum ¥(t) = e!(cost —sint)i+ e!(sint + cost)j + e'k, urmeaza ci ||i(t)|| = v/3e'. De aici, elementul de
arc ds al curbei este dat de relatia ds = v/3e’dt, deci s = v/3et + C.
Presupunand ci originea de arc pe curba corespunde lui ¢ = 0, obtinem C' = —/3, deci s = v/3(e! — 1).
Prin urmare, parametrizarea naturala a curbei este

S S S S S
r=(—+1)cosln|—=+41)i+(—=+1)sinln|{—=+4+1)j+(—=4+1)k, se][0,V3(* —1)].
<\/§ > <\/§ ) <\/§ ) (\/3 )J <\/§ > O )
Lungimea curbei este
2m 2m
c:/ l@lldt = [ V3etdt = V3(e2 — 1),
0 0

iar versorii triedrului Frenet 7(s), v(s) si B(s) sunt dati de relatiile

dr
T(S) %7
d’r
_ds?
v(s) = dgr ’
ds?
dr  d?r
ﬁ<s>=7<s>xu<s>=%.
ds?

Efectuand calculele, gasim
{ -cosln (8 + 1) —sinln (S + 1)} i+ {cosln <S + 1) + sinln (S + 1” j —|—k}
_ V3 V3 V3 V3 IR
{_ cosl ( 5 +1> sin | ( 5 +1>}i+{coal ( 5 +1> inl ( 5 +1>}'}
— n|l— —sinln [ — sIn [ — —sinln | — ,
_ V3 V3 VR

{:sinln (%H) — cosln (\%Hﬂ i {cosln (\%+1) +sinln (\%Hﬂjmk}.

&

S-Sl &l
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Solutie. Un vector director al tangentei la curba intr-un punct M corespunzator valorii ¢ a parametrului este

f'(t) = —2sinti+ 2costj+ 4k.
De aici, un vector director pentru tangenta in M este

f’(%) = —i+V3j+ 4k

27
Cum M, (\/ﬁ, 1, ?), urmeaza ca ecuatiile canonice ale tangentei in Mj la curba sunt

Solutie. Un vector director pentru tangenta in punctul curent M de pe curba corespunzator valorii ¢ a
parametrului este

f'(t) = e'(cost — sint)i + e’ (cost + sint)j — 2~ 2'k.

Un vector director al dreptei (D) fiind v = i + j — 2k, impunand conditia de paralelism f'(t) = ¢v, ¢ € IR,
obtinem
e'(cost —sint) = ¢, ef(cost+sint) =¢, —2e % =2

Din cea de-a treia ecuatie obtinem ci ¢ = e~?!. Ridicand la patrat fiecare dintre primele dou# ecuatii si sumand
rezultatele, deducem c? = e?!. Prin inmultirea ultimelor dous egalitiiti gisim ¢ = 1, de unde aflim ci ¢ = 1,
ceea ce implicd ef = 1 si deci t = 0.

Prin urmare, punctul My de pe curba in care tangenta este paraleld cu dreapta (D) este cel corespunzator
valorii t = 0 a parametrului. Gasim My(1,0,1). [ ]

Solutie. Functiile din teorie (vezi MC.05) sunt f,g : IR — IR, unde f(t) = t3 — 3t si g(t) = t>. Observim ci
originea corespunde valorii ¢t = 0.
Derivatele de ordinul intai si doi ale functiilor f si g au expresiile:

P =326t g(t)=2t [')=6t—6 g"(t)=2.
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Cum:
f(0)=9g(0)=0;  f(0)=4'(0)=0;  f"(0)=0+#g"(0)=2,

urmeazi cd (C1) si (C2) au in origine un contact de ordinul intai. [

5.1.2 [Exercitii propuse cu indicatii si raspunsuri

Indicatie. Determinand ds = ||¢(¢)||dt gasiti ds = 2dt. |

Raspuns. Parametrizarea naturala a curbei este r = (g — sin g) i+ <1 — cos g) j+4sinsk, se0,7]. =

Indicatie. Vectorul viteza v(t) la momentul ¢ este f'(¢), iar viteza v(t) = ||v(t)| este ||£'(¢)||. Vectorul acceleratie

a(t) la momentul ¢ este £/ (¢), iar acceleratia a(t) = ||a(t)|| este ||£”(t)]. |
Raspuns. v(t) = 6ti+ 10j — 8tk; v(t) = 10vV1+t2; a(t) =6i —8k; a(t) = 10. u

Indicatie. Primele doua derivate ale functiei r sunt

dr (asinwt — b coswt) dr 2(acoswt + bsin wt) 2
— = —w(asinwt — bcosw — = —w"(acosw sinwt) = —w-r.
dt Tode?
|
Raspuns. Deoarece a x a =Db x b = 0, urmeaza ca
dr . .
rx - = (acoswt + bsinwt) x (—w(asinwt — b coswt))

= acoswt X (—bcoswt) + bsinwt x (—w(asinwt))
= waxb,

cea de-a doua egalitate demonstrandu-se asemanator. ]
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Indicatie. Derivatele de ordinul intai si al doilea ale lui f sunt date de formulele

4 9
PO =20+0) 55 )= (+0) 5, [0)=1, f0)= -

Aproximarea liniara in vecinatatea lui tg = 0 este

- —to
F(&) = fto) + ——f'(to) = Pa(tsto, f),
iar aproximarea patratica in vecinatatea lui ty = 0 este

t—to (t —to)?
1! 2!

4
25

t

f(t) = f(to) + f'(to) + ["(to) = Pa(t;to, f).

Expresiile celor trei numere care definesc cercul osculator sunt

( 1+ (f'(t0))?
& 0 Prito) f'(to)
1+ (f'(to))?
= t —_—
/B f( 0) + f,, (tO) )
roo ()2
( [ (to)]
unde « si § sunt coordonatele centrului de curbura, iar numarul pozitiv R este raza de curbura.
|
Raspuns. Aproximaérile liniara si patratica ale lui f in vecinatatea lui to = 0 sunt:
~ 1 ~ 1 4
t) =1+ —t; ) =14 -t — —t2
JOZ 1426 JO 1+ - o,
iar ecuatia cercului osculator este | x — 13)* + |z + 11)* _ 27 [ ]
10 2) 50 °

Indicatie. Se calculeazi derivatele de ordin oarecare n € IN* ale functiilor de coordonate:

heF), ft)=e*, foeF(I), folt)=In(1+3t).

Raspuns.

n k _1\k—19k

(0= @+ Y (5 ) -0t a1
k=1 :

unde o € F(D, R?). [
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5.1.3 Intrebiri de autoevaluare

1°. Care este raportul incrementar al unei functii vectoriale de variabild reald f intr-un punct dat ¢,?
Precizati modul de calcul al raportului incrementar cu ajutorul rapoartelor incrementare ale functiilor com-
ponente.
Ce efect are acest mod de calcul asupra legaturii dintre derivabilitatea functiei f si derivabilitatea functiilor
componente? [ |

2°. Scrieti si demonstrati formula lui Leibniz de derivare de k ori a produsului functiilor f,g € C*(I, IR™). m
3°. Precizati o functie f € F(IR, IR?) care este continui in to = 0 fird a fi derivabild in to. [

4°. Drumul parametrizat
f:0,27] — IR, f(t) = (Rcost,Rsint,ht), R>0, helR",

are drept traiectorie o bucla dintr-o elice cilindrica de pas constant.
Cat este lungimea acestei bucle? [ ]

5°. Fie curbele plane
(Cl):x:f(t)a tE[CL,b], (02)'r:g(t)a tE[Q,b].

Interpretati cu ajutorul notiunilor de tangenta si cerc osculator urmatoarele situatii:
1. (C1) si (Cy) au contact de ordin 0 in M (t1, z1);

2. (Cy) si (C9) au contact de ordin cel putin 2 in My (ta, x2).

5.2 Diferentiabilitatea si derivabilitatea partiala ale functiilor reale
de mai multe variabile reale

5.2.1 Exercitii rezolvate

Exercitiul 5.2.1. Sa se calculeze derivata functiei reale de trei variabile reale
fe ]:(Bg), f(z1, 20, 23) = 333% + 2x9 + 41'3

in punctul a = (2,1,1) dupd directia v = (1,0,1).

Solutie. Determinam intai versorul s al vectorului v. Deoarece ||v|| = /2, urmeaza ca

1 1 1
s:”THv: (E,O,%).

Derivata functiei f in punctul a dupa directia de versor s este data de

g(a) — lim f(aths) — f(a) — g/(O),

ds t—0 t

unde g este definita prin

g(t):f(a+ts):3<2+t\f> +2+4<1+t\f> .
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Prin urmare

g'(t):3\/§<2+¥> +6\/§<1+¥) :

de unde

Z—J;(a) =¢'(0) = 12v2.

Solutie. Se obtine:

6f 0 22 0 22\ . 22 O .
——(r1,22) = — (e“‘l_w? sin 2x1x2> = — (e’”l_%) sin 2z @y + 1772 (sin 221 22)
8.’171 8.’31 8%1 8.’31
22_22 . 2222
= 2x1e"1"28in2x 119 + €717 72229 cOS 27129

Bf 0 22 0 22\ . 2 2 0 .
——(x1,m2) = — (ezl_z? sin 2301902) = — (ezl_%) sin 2xqxo + €172 (sin 2x122)
6372 8I2 83:2 (9332

2 2, 2,2
= —2x9e"1 % 28In2x1x0 + 1772211 cos 2T 2

de unde, conform expresiei diferentialei de ordinul intai a unei functii

0 0
df(.’l)l,xg) = 8—51(1‘1,&72)(11‘1 + a—w');(.’lil,.’lrz)de

rezulta
df (x1,x2) = 2e%1 2 [(21 sin 2z 29 + 22 €08 221 22) day + (21 €OS 22129 — o Sin 221 22) das] .

Au loc de asemenea egalitatile

0? 0 (0 0
8—33]20(:101,952) = 9 (a—ﬂi) (x1,m2) = 9 (2361€z?_zg sin 2x1xo + ezf—z§2x2 coS 2x1x2)
1

2.2 2_ .2 2_ .2
= 2e"17"28in2x1x9 +4:c%e“1 T2 8in 2x1 o + 2x1€"17 2215 COS 211 T2
22— 22 22— 22 2 o
1 2 1T2 — 122
421172219 cos 2z w0 — €17 "24x5 sin 221 @
2 2 .
= "2 ((2+ 4] — 423) sin 22173 + 8122 cOS 271 72)
si
_— xl x2 — RS
ox ( ’ ) 8I2 8332

(9I2

2 2 2_ .2 2_ .2
= —2e"17"2g8in2x129 + 4:1:%6“”1 P2 8in 2x1x0 — 2x0€"1 72211 COS 211 T2

NN

o2 f 9 (ﬁ

0 22 22
> (r1,29) = — (—29026”’1_”’2 sin 2x1xo + 1772221 cos 2x1x2)

2 2 2 2 .
—2x9e"1 7222 cos 2x1 kg — P17 2 4w% sin 2x1 29

e ((—2 — 42 + 423) sin 2x1 22 — 8x1w3 cOs 2T122) ,
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de unde
0% f 9?

W([L‘l,mz) + ');(1317162) =0, (.’151,1‘2) e R%.
1

Oxs
O functie reald f care verifica egalitatea de mai sus se numeste functie armonica.

Daca f are trei variabile reale, egalitatea corespunzatoare celei de mai sus se scrie

02 02
022 J;(Sb‘l,xmxs) + 02 J;($1,$2,$3) + a_xj;(xl,x%xS) =0, (21,22,73) €D C R®
3

iar f se numegte de asemenea functie armonica. ]

Solutie. Conform formulei de derivare a functiilor compuse, au loc relatiile

oP (a2 22 2 2\ _ 102 2
(%(m,y) = ¢'(x +y)ax(»’v +y7) = 22¢' (2% + y7)
0P (2 22 2 2y 12 2
—6y(m,y) = ¢z +y)ay(fv +y°) = 2y¢' (2* + y°),

deci
O 0%
v (1Y) = Ty —(z,y) = 2zy¢/ (2> + y?) — 22y (2® +4°) =0, (z,y) € R*.

Solutie. Observam cid f(0,0) = 0, iar

1
2 sin —
a—f(O, 0) = lim JGO=JO0 Mgy L,
Ox =0 t =0 ¢ 0 1|

deoarece lim ¢t = 0 iar
t—0

1
sin —‘ < 1. Similar,

|t

1
2 sin —
ﬁ imw lim—|t|—llmtSln_—0.
8y t—0 t t—0 t | I



MC. 05— Derivabilitatea si diferentiabilitatea functiilor reale 45

Definitia diferentiabilitatii unei functii conduce la egalitatea

flx,y) = alz,y)Va2 + 42, (z,y) € R?,
de unde

(2% + y?) sin
az,y) =

1
S x, 0,0

0,  (z,y)=(0,0).
Tinand seama ca

lim «a(z,y) =0=«a(0,0),
o (z,y) (0,0)

deoarece  lim  +/x2 + y2 =0, iar |sin

< 1, rezulta concluzia. [ |
(z,y)—(0,0)

1

Exercitiul 5.2.5. Precizati dezvoltarea functiei polinomiale
fEeF(R?), fl(z,y)=a’y—5ey+a® — 52+ 6y +6,

cu agutorul formulei lui Taylor intr-o vecindtate a punctului xg = (2, —1).

Solutie. Observiim ci f € C'V(IR?) pentru orice N numér natural, iar f(xo) = 0. Pentru functia datd derivatele
partiale de ordinele intai i doi sunt date de relatiile

%(m,y) = 2zy — by + 2x — 5,
%($7y) = 112 — o + 67
82
0% f
aiyg(xay) = 07
*f d*f
de unde of of o o oy o
%(XO) = @(XO) = @(XO) = TyQ(XO) =0, 8x8y(xo) = 8y8x(xo) =-1
Mai departe,
o3 f B o3 f B o3 f B o f B
%(%y) =0, 8x23y (l',y) =2, 8x8y2 (Z’,y) =0, @(.’I},y) =0,

toate derivatele partiale ale lui f de ordin patru sau mai mare fiind identic nule. Rezulta atunci ca

fy) = S+ ok ()@ — o) + 9 (o) — o)+

dy
2 2 2
+ %(%(Xo)(ﬂ” —z0)® + 2%(%)@ —x0)(y — o) + ZTJJ;(XO)(?/ - y0)2)+
3 3 3
+ %(%(xo)(x —20)® + 382221; (x0)(x — x0)*(y — yo) + 3%@22(%)@ —20)(y — y0)?
3
+ %(Xo)(y - y0)3>.

din care obtinem f(z,y) = —(z —2)(y + 1) + (z — 2)?(y + 1), oricare ar fi (z,y) € IR*. [
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Solutie. Au loc relatiile

¢
[tz ty) = ((tx)* + (ty)?) sin % =t*(z* + y°) sin% =t2f(z,y), (z,y) € R%, t>0,

deci f este omogena de gradul al doilea. Prin calcul direct, se obtine ca

0 0
a—i(%y) = 9 (( 2-i-yz)sin %) =2a:sin% +(a:2+y2)cos% (—%)
0 0 1
a—]yc(x,y) = 3 ((zc2 + y?) sin %) = 2ysin% + (2% 4+ y?) cos% (;) .
Conform acestor relatii,
0 0 1
ma—i(m,y) + ya—z(m,y) = z (2xsin% + (2% 4+ 9?) cos% (—%)) +y (2ysin% + (2 + y?) cos% (E))
= 222sin Y — (acQ—i—y2)g cos L +2y?sin 2 + (x2+y2)g cos 2
x x x T x x
2(z? + y?) sin%
2f(z,y),
ceea ce Inseamna ca formula lui Euler este verificata. ]

5.2.2 [Exercitii propuse cu indicatii si raspunsuri

Indicatie. O directie oarecare din IR? are versorul s = (cosf,sin#), unde 6 € [0,27). Se arati ci

df )
s (0-0) = lim

V16 cos? 0 sin? 0 t
YO TIR T i i Vcos? fsin* 6.
t t—0 ¢

_ . NV R . . T 37
Rispuns. Limita de mai sus existd dacd i numai dacd cos? sin® 0 = 0, deci 0 € {0, 55 } ]
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Indicatie. Notand a = (0,1), avem %(a) = }ir% fla+ te;) - f(a)

, unde e; = (1,0). [

Raspuns. %(a) =1. [

Indicatie. Au loc relatiile

g—i = —2zysin(z? — y?), g—:]; = cos(x? — y?) + 2y*sin(a? — y?).
|
Raspuns.
Lof 10f RN 22 ST N 2 _ 2 1
e A - 2 - 2 ) == )= = .
st S aysinge = ) cos(a )+ 2ysina® ) = eos(a? — ) =  f(2.)
|

Indicatie. Sa presupunem ca f este diferentiabild in origine. Deoarece

0 0
10,0 = 0.0 = Z 0.0 =0,

conform definitiei diferentiabilitatii urmeaza ca

flay) = ale,y)vVa? +y2, (z,y) € R,

lim «a(z,y) =0=«(0,0).
(z,y)—(0,0) (@y) 0.0

Raspuns. Din relatiile de mai sus se obtine ca expresia lui « este data de

—_—, T, 0,0
a(m’y) _ \/W ( y) # ( )
0, (x,y) = (070)
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z|y|

Insd  lim a(z,y) =  lim 5 5 WU exista, lucru care se poate constata, de exemplu, observand ca
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) T= + Y
2 2
a(z,x) = = pentru x > 0, iar a(x,z) = O pentru x < 0, sau folosind caracterizarea cu giruri a limitei
unei functii intr-un punct. Rezulta de aici cd f nu este diferentiabild in (0, 0). ]

Exercitiul 5.2.11. Calculati d f(z,y), unde f(z,y) = e**** a b€ RR.

N

8 aac+by)
Indicatie. Se arata ca d¥ (e®*+t) Z N 5 N ROy 2 daN R dy” [ |
k=
Raspuns. dV (e tty) = caztby Z,]j:o CRaN=FbrEdaN =k dyk = =t (adx + bdy)™. [

5.2.3 Intrebiri de autoevaluare

1°. Fie functia
1, r#0siy#0

0, rz=0sauy=0

0
Atunci f este derivabila partial in origine, iar 8—(0, 0) = a—f

Cum explicati acest rezultat? [ |

feF(R?), f(z,y)= {
of

(0,0) = 0, desi f nu este continud in origine.

2°. Fie functia

2 4 y?)sin /22 + y? 0,0)
e F(R?), .. :{(x + y?) sin /22 + 2, (z,y) # (0,
fe U, Ity 0. () =(0.0)
o Fof
Atunci f este diferentiabila in origine, desi e si M sunt discontinue 1n origine.
Cum explicati? [ ]

3°. Fie E C IR™ un con cu varful in origine si k € IR.
Este multimea functiilor omogene de gradul k& pe IR spatiu liniar real in raport cu operatiile uzuale de
adunare a functiilor gi Inmultire a functiilor cu scalari? ]

4°. Dati exemplu de doud functii fi, fo € F(IR™) care au aceeasi matrice hessiani in orice x € IR" fird ca
diferenta lor sa fie constanta. ]

5°. Precizati definitia laplacianului in trei variabile.
5.3 Teoria diferentiabilitatii si derivabilitatii functiilor vectoriale de
argument vectorial

5.3.1 Exercitii rezolvate

Exercitiul 5.3.1. Fie functia
fe F(R? R’), f(z,y)= (zy,ysinz,z+y).

Demonstrati cd £ este diferentiabild pe IR*. Precizati diferentiala sa df (x) #ntr-un punct oarecare x $i df (xq; a),
unde xg = (0,1), a = (1,0). Determinati matricea jacobiand a lui f intr-un punct oarecare X.
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Solutie. Fie functiile de coordonate fi, fo, f3 € F(IR*, IR),

fl(xay) =2y,

fa(w,y) = ysinx,

fs(z,y) =2 +y.

Derivatele partiale de ordinul intai ale acestor functii

on
ox

of _

_on
oy ’

By (& Y) = ycos

(z,y) =y,

ofs

-1
o (z,y) =1,

2
r, — =sinz,
dy

sunt continue pe IR?, prin urmare fi, fo si f3 sunt functii diferentiabile pe IR
Deoarece functiile de coordonate fi, fo si f3 sunt diferentiabile pe IR?, functia vectoriala £ = (f1, fo, f3) este

diferentiabild pe IR%.
Diferentiala functiei f intr-un punct oarecare x =
coordonate sub forma

df(l‘,y) = (dfl(xay)vde(Ivy)adf?)(xvy)) -

de unde
df (x0;a) =(1-1+0-0, 1cos

Deoarece matricea jacobiana a lui f intr-un punct

(z,y) se calculeaza cu ajutorul diferentialelor functiilor
(ydx + xdy, y cos xdx + sin xdy, dx + dy),
0-1+4sinl1-0,1+0)=(1,1,1).

oarecare x = (x,y) este

oh, Ok
5y (& Y) dy (z,y)
_| of of2
Jf<x7y) - ax (l’,y) ay (x7y) )
Ofs Ofs
5 (0Y) oy (z,y)
Yy T
urmeazd cd Jg(z,y) = | ycosx sinz [ ]
1 1
Exercitiul 5.3.2. Fie functia
fe .7-"(]R2,1R2), f(z,y) = (sin(2? 4 y?), cos(zy))

Demonstrati cd f este de doud ori diferentiabild pe IR? si calculati d*f(xo;a), unde xo = (0,/7), a = (0,1).

Solutie. Fie functiile de coordonate f1, fo € ]—'(IRQ7 R

fi(z,y) = sin(z? + y?),

),
fa(z,y) = cos(zy).

Derivatele partiale de ordinul intai ale acestor functii sunt, respectiv,

9] 0 0 9]
O (0,) = 20 cosla? 1 47), aiy%w,y) = aycos(a? +17), B2 = —ysin(ay), D2 = —wsin(ry),
in vreme ce derivatele partiale de ordinul al doilea sunt, respectiv,
0? 0?
3;;1 (z,y) = 2cos(z? +y?) — da? sin(a” + y?), 3;;1 (z,y) = 2cos(a? +y?) — dy” sin(a? + °)
82f1 anl . 2 2 a2](‘2 2
m(x,y) = Syor (x,y) = —dzysin(xz® + y°), W(m,y) = —y* cos(zy),
2 2 2
S L2 ) = o costay), L (14) = 5 (1.) = —(sin(ay) + ycos(an).
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Deoarece aceste derivate partiale sunt continue pe IR?, urmeaza ci functiile de coordonate f; si fo sunt de
doud ori diferentiabile pe IR?.

In concluzie f este de dous ori diferentiabild pe IR?.

Diferentiala de ordinul al doilea a lui f intr-un punct oarecare x = (x,y) se calculeaza cu ajutorul diferenti-
alelor de ordinul al doilea ale functiilor coordonate, sub forma

d2f($, y) = (d2f1 (.T, y)v d2f2(33, y))7

unde ) )
0% f1 0° fi
_ 2 2
= (2cos(z? + y?) — 42? sin(2? + y?))dz? — 8zysin(z? + y?)dzdy+
+(2cos(z? + y?) — 4y? sin(2? + y?))dy?

[ P f f
2 _ 2

= —y?cos(wy)dz? — 2(sin(zy) + zy cos(zy))dzdy — 2 cos(zy)dy?,

9 fi

(z,y)dy*

iar, pentru z = /7, y = 0, do = 0, dy = 1, de unde obtinem d?f(x¢;a) = (—2,0), deci un vector din IR?. [ |

Solutie. Se observa ca f(xg) = f((), g) = (0,0).
Aproximarea liniara a functiei f in vecinatatea punctului x; este data de relatia

f(x) = £(x0) + df (x0;x — Xo).

Considerand functiile de coordonate fy, fo € F (Rz, R),

fi(z,y) =sin’xzcosy, fo(z,y) =sinz — cosy,

rezulta ca

df(x,y) = (df1(z,y),df2(z,y)) = (2sinz cos x cos ydx — sin? x sin ydy, cos zdx + sin ydy),

™

de unde df(xo;x — x0) = (0-1(z = 0) = 0-1(y = 2 ), 1z =) +1(y = 7)) = (0o +y - 7).

Aproximarea liniara cautata este f(x) = (0, Ty — %) : |
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Solutie. Derivata partiala de ordinul al doilea mixta a unei functii vectoriale de doua variabile reale f, intr—un
punct (x,y), se calculeazi dupa regula

o0t 0 (8f

5005 ") = 55 (5,) @)

Dar —(z,y) = (cos (x + y), —sin (z + y), ). AplicAnd acestei functii operatia de derivare fatd de x, gisim

dy

0*f
0zdy

(z,y) = (—sin(x 4+ y), —cos (z +vy), 1).

Ludind zx =7 siy = g, obtinem

afafy (T@ = (—sm 3%,—605 37”1) = (1,0,1).

Derivata astfel determinati este un vector de lungime /2, paralel cu planul zOz. [ |

Exercitiul 5.3.5. Fie suprafata
(S): r=@?+v+3)i+ W —v+1)j+uk, (u,v)e R

Determinati ecuatia planului tangent la suprafatd i a normalei in punctul My € (S) corespunzdator perechii
(up,v9) = (1,0). Precizali coeficientiic lui Gauss si prima forma fundamentald asociatd suprafetei (S).
Demonstrati cd liniile parametrice w = ¢, ¢ € IR sunt drepte, iar curba (C) : r = r(u,u), u € IR, este
curba pland.

Solutie. Observam ci functia S € F(IR?, IR®) care defineste suprafata (S) este diferentiabild, prin urmare (S)
este o suprafatd neteds in IR®. S& notim
Si(u,v) =u®+v+3, So(u,v)=u>—v+1, Sz(u,v)=uv

functiile coordonate ale functiei vectoriale S. Atunci parametrii directori A, B, C' ai normalei N la planul tangent
la suprafata sunt

D(SQ,S‘}) 2u —1 2
A = ==l =2
Dlwv) | v w |[T70F"
o D(Sg,Sl) _ v u o 2
Bo= B o 1|7V
D(S1,S2) 2u 1
C = —1= = — 4
D(u,v) 2u —1 b
iar matricea jacobiana a aplicatiei S este
20 1
Js(u,v) = 2u -1
voou

Pentru uw =1 gi v =0, obtinem A =2, B= -2, C = —4.
Deoarece My(4,2,0), ecuatia planului tangent in My la (S) este (P) : 2(x —4)+(—2)(y—2)+ (2 —0)(—4) = 0,
adica (P):2x+2y—4z—4=0.
Ecuatiile canonice ale normalei in M la (S) sunt atunci
r—4 y—2 2-0

D) ——="% =
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Din expresia matricei jacobiene de mai sus obtinem coeficientii primei forme fundamentale

E(u,v) = (2u)?+ (2u)? +v* = 8u? 4+ v?
Gu,v) = 12+ (-1 +u?>=u?+2
Fu,v) = 2u-142u-(-1)4v-u=uv,

iar prima forma fundamentald asociatd suprafetei (S) este

ds® = (8u? + 1}2)du2 + 2uvdudv + (u2 + 2)dv2.

Linia parametrici u = c are reprezentarea v = ¢> +v + 3,y = ¢> —v+ 1, 2 = cv, v € IR, de unde
2= (2 +3)=—(y—(2+1)) = = = v. De aici,
c

= (+3) _y-(+1) =

1 -1 ¢’

aceasta reprezentand ecuatiile unei drepte care trece prin M (c?>+3, ¢®>+1,0) i are ca vector director v = i—j+ck.

Curba (C) are reprezentarea parametricd r = u? +u+3, y = u?> —u+ 1, 2 = u?, v € IR. Ecuatia unui plan
care contine drumul (C) este Az + By + Cz + D = 0, unde coeficientii A, B, C, D urmeaza a fi determinati din
conditia ca planul s& contind curba (C). Se obtine

AW +u+3)+ B —u+1)+Cu*+ D=0, ueR,
de unde, prin identificarea coeficientilor, obtinem relatiile A+ B+C =0, A— B =0si 3A4+ B+ D = 0. Atunci

B=A,C=-2A, D= —4A, iar curba (C) se géseste in planul Az + Ay — 24z —4A = 0.
SimplificaAnd prin A obtinem ci ecuatia planului care contine curba (C) este z +y — 2z — 4 = 0. [ |

5.3.2 [Exercitii propuse cu indicatii si raspunsuri

Indicatie.
e cosyy —e*0sinxg
D
—D({al:’ fj) (w0, y0) = =e" #0.
Y e sinyy  €"° cosyp
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Indicatie. Observam ca g = f o , unde

f € F(R* IR?*), f(uy,us)

"2 S I(B2aR2>7 <P($1,3?2) =

Atunci

(f1(u1,u2), fa(ur,ug)) = (u1 sinug, "t cosuy);

(p1(z1,22), (w1, 22)) = (1 + T2, 21 — T2).

Je(¥) = Jrop(x) = Je((x)) - Jp(%).

Raspuns. Se obtine ca

sin(x; — x2)

€172 cos(xy — wg)

sin(xy — x2) + (21 + x2) cos(z1 — x2)

€12 cos(z1 — w2) — " T2 sin(21 — 22)

(21 + x2) cos(z1 — x2)

—eP1 T2 gin(xy — x9)

sin(xy — z2) — (21 + x2) cos(z1 — x2)

e™1172 cog(xy — x9) + €172 cos(z1 — x2)

Exercitiul 5.3.8. Determinati elementul de suprafata do pentru suprafetele

(1) (81) : r = ucosvi+ usinvj + %k; (2) (S2) : 2 = 2% + 33,

53

1
Indicatie. 1) S& notam S (u,v) = wcosv, Sa(u,v) = usinv, Ss(u,v) = —. Expresia elementului de suprafata
u

do este data de

D(Ss,5)>

D(S,5,)>

dudv.

D )2
da# (52.5)"

D(u,v)

elementului de suprafata do este data de

D(u,v)

D(u,v)

2) Deoarece suprafata (Ss) este definita explicit cu z ca functie de x, y, prin z = f(z,y) = 2® + 3>, expresia

w:¢+(

Raspuns. 1) Se observa ca

Ay
D(y,z) u
D(U,U) B 0z
ou
0z
D(z,z) ou
D(U,’U) B 833
u
Oz
D(z,y) _ | Ou
D(u,v) dy
o

Jy
ov

0z
ov

0z
ov

Ox
ov

Ox
ov

ov

)+

COSv

sinwv

of

dy

U Cosv

—usinv

—usinv

uCcosv

2
) dxdy.

= — COs V;
U
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1 S B 1,
do = —cosv | + | —sinv| +uZ= — +u”dudv.
U U U

of 2 Of

2) Se observa ci —— = 3z, -~ = 3y*, de unde

13) " Oy
do = /1 +9(z* + y*)dzdy.

Se obtine ca

Exercitiul 5.3.9. Sa se verifice daca ecuatiile r = 5 (ui+vj+k), u,v € IR sir = ucosvi+usinvj+u’k,

) _ w2+
w,v € IR reprezintd aceeasi suprafata.

Indicatie. Pentru fiecare dintre cele doua suprafete se determina ecuatia carteziana implicita. |

Rispuns. Ecuatia carteziana implicita este 22 + y? — z = 0, de unde se trage concluzia. |

Exercitiul 5.3.10. Determinati locul geometric al punctelor de pe suprafata v = (u + v)i + uvj + (u® + 4v?)k
pentru care planul tangent in acel punct la suprafata trece prin A(1,0,0).

Indicatie. Ecuatia planului tangent intr-un punct M corespunzator valorilor u, v este

D(z,x)
D(u,v)

D(z,y)

2z — (u? + 40%)) = 0.
D(u,v)( (u” +407)) =0

(z = (utv))+

(y —w) +

Raspuns. Punind conditia ca A si apartind planului tangent obtinem (u+ 2v)(u —2v)(u+v —2) = 0, de unde
rezulta ecuatiile vectoriale ale curbelor solutii sub forma

r = 3vi+ 20%j + 8v%k, = —vi—20%j+ 8%k, r=2i+v(2—v)j+ (5v? —4v+4)k.

De exemplu, prima curba este intersectia dintre planul 4y — z = 0 si cilindrul parabolic cu generatoarele

2
paralele cu axa Oz de ecuatie y = §x2. Afirmatii asemanitoare se pot face si pentru celelalte doua curbe.

Precizati—le. |

5.3.3 Intrebiri de autoevaluare

1°. Fie f = (f17f27 ey fm) S f(D,Bm)
Care este formula de calcul a diferentialei de ordinul N, d¥f(a), N > 1 in punctul a € D? [ ]

2°. Daca functia ¢ € F(D,IR™) este diferentiabild in xg € D si f € F(p(D),IR") este diferentiabild in
uy = p(xp) €p(D), precizati regula de calcul a diferentialei functiei compuse F =fop € F(D,RP)inx, ®

3°. Ce reprezintd din punct de vedere geometric suprafata

r =vcosui +vsinuj +v’k, (u,v) € [0,27) x [0,00)?
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4°. Fiind data aplicatia S : [0,27) x [0, 7] — IR* definiti prin
S(u,v) = r(u,v) = acosusinvi + asinusin vj + a cos vk,

in care a este o constanta pozitiva, Im S este sfera de raza a cu centrul in origine.
Ce reprezinta curbele de coordonate u = ¢ si v = ¢ 1n acest caz? [ |

5°. Elementul de arie do al suprafetei de ecuatie vectoriald r = r(u, v) se calculeazi cu formula

do = \/E(u,v)G(u,v) — F2(u,v) dudv, .

De ce expresia de sub radical este totdeauna pozitiva? [ |
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Capitolul 6

MC. 06 — Aplicatii: extreme; functii
definite implicit; extreme conditionate

6.1 Exercitii rezolvate

Exercitiul 6.1.1. Sa se determine valorile extreme ale functiei

z:R? - R, 2z(zx,y) =3+ 3zy? — 15z — 12y.

Solutie. Derivatele partiale pana la ordinul doi inclusiv ale functiei sunt:

92, Va2 g0 1o 02, o o :
%(‘Lvy) =3z + 3y 1‘)7 ay (‘Lvy) - 6‘Ly 127
0%z 0%z 0%z

Din anularea derivatelor partiale de ordinul intai, se obtine

2> +y? = b, (x+y)? = 9, r+y = =3,
— —
Ty = 2 Ty = 2 zy = 2

Rezolvarea ultimelor doua sisteme conduce la patru puncte stationare

Mi(1,2), M(2,1), Ms(—1,-2), My(—2,—1).

Matricele hessiene corespunzatoare celor patru puncte stationare sunt

6 12 12 6
H. (M) = ) H.(M;) = ;
12 6 6 12
6 —12 ~12 -6
H.(Ms) = . Ho(Mg) = '
—-12 -6 -6 —12
Vom folosi metoda valorilor proprii pentru a stabili natura formelor patratice d?z(My), --- , d*z(M,) care

se pot scrie in forma
dx

d*z(My) = (dz dy) - H, (M) - < ay

) ;oo d22(Ma) = (dv dy) - Ho(Ma) - ( jl; ) .
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Se stie ca valorile proprii ale unei matrice patratice simetrici A (de ordin 2 si cu elementele a11, a12 = as1,
asz) sunt radicinile ecuatiei caracteristice P(A) = 0, unde P()) este polinomul caracteristic al matricei

ayp — A a2
P(A) = det(A-AIp) = = A2- (a1 + ago) A + det A,
as1 agz — A

I> fiind aici matricea unitate de ordinul al doilea.

O radacina a ecuatiei caracteristice a unei matrice patratice simetrici A se numeste fie valoare proprie a
acesteia, fie valoare proprie a formei pitratice f : IR — IR care in baza canonici din IR* are matricea A.

O formi patratica f : IR* — IR, care in baza canonici din IR? are matricea A, are expresia analitici

a1l a2 1 ) )
flz1,22) = (21 2) - : = a117] + 2a127172 + a3,
a21 A22 To

unde x = (21, 22) este un element oarecare al spatiului R?.

Cele patru polinoame caracteristice P;(A), ---, Py(\) ale respectiv celor patru hessiene ale functiei z in
punctele sale stationare sunt
P) = (A+6)(A-18), B = (A-6)(A-18),
Ps(A) = (A=6)(A+18), Py(\) = (A+6)(A+18).

. . o . 2 o . . ~ c U q. 2
Pentru a determina natura unei forme patratice f : IR — IR, a carei matrice A in baza canonica din IR
are radacinile caracteristice \; si A vom tine cont de:

e daca A\ > 0 gi Ao > 0, forma patratica f este pozitiv definita;

e daca A\ < 0 si Ay <0, forma patratica f este negativ definita;

e daca Ay > 0, iar Ay = 0, forma patratica f este pozitiv semidefinita;
e cand A\ < 0 i Ay = 0, forma patraticd f este negativ semidefinita;
e daca A\ > 0, iar Ay < 0, forma patratica f este nedefinita.

Natura punctului stationar analizat depinde de natura diferentialei a doua a functiei in acel punct, aceeagi
cu natura formei patratice cu care se exprima aceasta diferentiala.
Aplicand functiei z cele de mai sus, stabilim:

e M; si M3 nu sunt puncte de extrem ale functiei z; ele sunt puncte de tip sa;
e M5 este un punct de minim local strict al functiei i fiin = f(Ms) = —28;

e M, este un punct de maxim local strict al functiei i finax = f(M4) = 28.

Exercitiul 6.1.2. Sa se arate ca functia z = z(x,y) definita implicit de ecuatia F(z,y,z) = 0, unde
z z
F(xayaz) = ‘I’<ﬂ7+—ay+ _>)
Yy a
iar (u,v) — ®(u,v) este o functie reald de doud variabile reale diferentiabild pe un domeniu D C IR?, este

solutia ecuatier cu derivate partiale

0z 0z

x%—l—ya—y:z—xy.
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Solutie. Daca introducem variabilele intermediare u si v, unde
z z
U:’U/(Cﬁ,y,Z):ZC—‘r*, U:U(:myaz):y""*a
Yy xr

atunci putem spune ca functia F' depinde de variabilele sale z,y si z prin intermediul variabilelor u si v.
Derivatele partiale de ordinul intai ale variabilelor intermediare, pe care convenim sa le notam prin:

1471(m7y72); u,2<x’yvz); 1‘,3(3;72472); U,l(xvyaz); ’U,Q(xvyaz); U,3($,y72),

sunt date de

z 1
u,l(xvyvz) - 17 U,Q(xvyaz) = 71/72’ u,3(xay72) = ;»
z 1

'U,l(xvyaz) = 7?7 U,Z(x7y72) - 17 Uyg((L',y,Z) = ;

Daca convenim in plus ca derivatele partiale de ordinul intdi ale functiei ® sa fie notate ® ; si ® o, iar cele
ale functiei F' prin F;, F» si F3, atunci ultimele derivate se determina din relatiile:

z z 1 1
El(x7yvz) :q)l (b27 F,2(=T7y72) :_Eé,l"_@ﬂa F,3($7y7z) = ;q),l"_;q)ﬂ'

,_ﬁ’

Derivatele partiale de ordinul intai ale functiei definita implicit sunt atunci

z
Fy _ b2
Z1=— = ==
’ 1 1
Fs 2o, 43,
y x
z
-, -
z Fa o2 ! ?
9 = — = .
' 1 1
Fs =P+ D,
y x

Folosind aceste derivate partiale si efectudnd combinatia zz; + yz» constatam ca se obtine z — xy, ceea ce
trebuia sa se arate. ]

Exercitiul 6.1.3. Dintr—un fier cornier de lungime 20 de unitati si o foaie de sticla cu aria egald cu 16 unitati,
urmeaza Sa se construiasca un acvariu.
Cum trebuiesc croite materialele astfel incat capacitatea acvariului sa fie maxima?

Solutie. Acvariul are forma unui paralelipiped dreptunghic de dimensiuni x, y, z. Evident, x > y > z > 0.
Atunci, capacitatea acvariului este egala cu zyz.

Laturile paralelipipedului provenind din fierul cornier, insumarea lungimilor acestora trebuie sa dea lungimea
materialului. Cum din cele 12 muchii ale paralelipipedului din fiecare dimensiune sunt cite 4, urmeaza ca
T+y+z=>5.

Oricare dintre cele 6 fete ale paralelipipedului este un dreptunghi de arie zy, yz, sau zz. Cum sunt cate 2
dreptunghiuri congruente si pentru ca toate provin din aceeasi foaie de sticla, suma ariilor acestor fete trebuie
sa fie 16.

Prin urmare,

ry +yz+zx =8.

Astfel, problema se reduce la o problema de extrem conditionat in care functia scop, definitd pe multimea
deschisa D = {M(z,y,2)|z >y > z > 0}, este f(z,y,z) = xyz, iar legaturile sunt:

Fi(x,y,z)=x+y+2—-5=0, Fy(x,y,2)=ay+yz+z20—8=0.
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Fie L(z,y, z; A\, 1) functia lui Lagrange corespunzitoare

C(%ZU»%XM) = f(l‘,y,Z) + /\Fl(.’If,y,Z) + /’LFQ(:I:):%Z)'

Derivatele partiale de ordinul intai ale acestei functii sunt:

oL

@y A = gzt Aty +2),
%(x7y,z;)\,u) = zz+ A+ p(z+ ),
%gmeMMQ = ay+ A+ p@+y),
%(a@y,z;)\,u) = I(z,y,2),
%(a@y,Z;)\aﬂ) = B(zy,2)

Sistemul In necunoscutele x, y, z, A, i, format prin anularea acestor derivate este

yz+ A+ puly+z2) = 0,
zx+A+pu(z4+2z) = 0,
2y +A+plz+y) = 0, (6.1)
r+y+z—-5 = 0,
zy+yz+ze—8 = 0

Pentru a rezolva mai simplu acest sistem, observam ca primele trei ecuatii ale sale pot fi privite ca un sistem
liniar gi omogen in necunoscutele 1, A si . Fiindcd o solutie a acestui sistem este nebanald (prima componenta
este 1), urmeaza ca rangul matricii sistemului trebuie s& fie mai mic decat 3 si deci

yz 1 y—+z
zr 1 z4x |=0 = (2—y)(32% 102 +8) =0.
zy 1 x4y

Egalarea cu zero a fiecarui factor din ecuatia rezultata, la care se adauga ultimele doud ecuatii ale sistemului
(6.1), conduce la doud sisteme de trei ecuatii cu necunoscutele ,y si z

z—y =0, 322 — 100 +8=0,
r+y+2z—-5=0, r+y+z2—-5=0,
Yy +yz+zx —8=0, xy+yz+zx—8=0.

Solutiile acestor sisteme sunt:
4 4 47 4 4 4
(1,2,2); (Z,,_); (2,2,1); (2,1,2); (7,37,); (3.1 Z>’
3'3'3 3’3’3 3

dar numai doua se incadreaza in datele problemei gi anume:

4 4
<zvf77); (27271)
33 3

Pentru a determina valorile parametrilor lui Lagrange A si p corespunzatoare acestor solutii, vom inlocui
pe rand componentele acestora in primele trei ecuatii ale sistemului (6.1) si astfel gisim pentru perechea (A, p)

respectiv valorile:
16 4
—,—=); (4,-2).
(97 3)’ (4,-2)
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Prin urmare, functia lui Lagrange are doua puncte stationare:

74416 4
(75777;77_7). (27271747_2)
3’3379 3
si deci functia scop are doua puncte stationare conditionate:
74 4
M (7,7,7); My(2,2,1),
"\33"3 2(2,2,1)

corespunzatoare respectiv celor doua perechi de valori ale lui A si p.
Diferentierea legaturilor intr—un punct arbitrar al multimii D, conduce la

dr+dy+dz=0, (y+z)de+ (z+z)dy+ (z+y)dz =0,

care In cele doua puncte stationare conditionate, devin

dx + dy + dz = 0, dx + dy + dz = 0,
8dx + 11(dy +dz) = 0, 3(dx +dy) +4dz = 0.

Din primul sistem obtinem dx = 0 si dz = —dy, iar din al doilea dy = —dx si dz = 0.
Diferentiala de ordinul al doilea a functiei lui Lagrange, intr—un punct arbitrar al multimii D, are expresia

dL(x,y, 2\ 1) = 2[(2 + p)dady + (x + p)dydz + (y + p)dzdz]+
2(dx + dy + dz)d\ + 2[(y + 2)dz + (z + z)dy + (z + y)dz]dp.

care, in cele doud puncte stationare ale functiei £, devine:

16 4
d2£(zv11; j,—g) = ody®;  2L(Ma: 4, —2) = 2daz>.

Prima diferentiala este o forma patratica negativ definita i deci M; este punct de maxim conditionat strict,

iar cea de a doua este o forma patratica pozitiv definita, fapt ce atrage ca punctul Ms este punct de minim condi-
112
tionat strict. Valorile extreme corespunzitoare ale functiei scop sunt: fy,q. = f(M;) = o7 fmin = f(Ms) = 4.

In concluzie, problema data revine la dimensionarea fierului cornier in patru bucati a cate 5 unitati lungime,
fiecare din ele urméand a fi divizata in cate trei bucati cu lungimile:

T4 4
3 3 3

Cat priveste foaia de sticla, aceasta urmeaza a fi croitd in doud parti cu arii egale, fiecare parte fiind divizata
la randu—i 1n trei bucati avand ariile:

8
Asgadar, se comanda foaia de sticla cu lungimea de 6 unitati si latimea de 3 unitati. Foaia astfel comandata
4
se divizeaza in doua parti identice cu dimensiunile 6 si 3 Din fiecare parte se extrage un patrat cu latura —

b

. . < Cois . < o . . R
iar din cele doua bucati ramase se croiesc cate doua dreptunghiuri identice de dimensiuni 3 si 3 ]

Exercitiul 6.1.4. Transformati ecuatia

% X =@-a
Yor xay_ G

introducand noile variabile independente
2 2 1
u=xz°+y:, v=-—+
x

st moua functie necunoscutd w = —x —y + In z.
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Solutie. Diferentiind legaturile dintre variabile, obtinem

du = 2xdx+ 2ydy,
1 1
dv = —x—de— ?d%
1
dw = —dr—dy+ —dz.
z
Pe de alta parte
ow ow
dw = —du+ —d
w M U+ p) v
Egaland expresiile diferentialei functiei w, avem
1 ow 1 1 ow
—dz — dy + ~dz = (2zdx + 2yd ——(—d —d)—,
‘ y+zz (xz+yy)8u x? x+y2y6v
de unde rezulta 5 19 5 19
w w w w
PR ST KT P P X T P
=T A" x2av+ rhe You y28v+ Y

0] 0
Pe de alta parte, dz = a—zd:ﬂ + 8—Zdy. Folosind unicitatea expresiei diferentialei functiei z, deducem
x Y

0z ow 1 ow
(25 2+ 1)

Oz
0z ow 1 ow

Cu acestea, ecuatia initiala ia forma mai simpla

zr zy\Ow aﬂ_
(.712 I2)3v 0= Ov =0,

ce se poate integra, solutia sa generald fiind w = f(u), unde f este o functie diferentiabild arbitrara.
Tinand cont de legatura dintre variabile, gasim ca

z(w,y) = ety (@ +y?)

este solutia generala a ecuatiei initiale. |

Exercitiul 6.1.5. Sa se determine valorile extreme ale functiei
fK—> R, f(zyz2) =2"+2"+32

definitd pe multimea compactd K = {x = (z,y, 2)| 22 + y? + 22 < 100} C R®.

Solutie. Faptul ci functia f este definiti pe o multime compacta (bila inchisi in IR* de razi 10 cu centrul in
origine) implica despartirea problemei determinarii valorilor sale extreme intéi in interiorul multimii K si apoi
pe frontiera acesteia.

Deoarece functia f este diferentiabila in interiorul multimi K, pentru a afla valorile sale extreme in punctele
interioare ale lui K procedam analog cu determinarea punctelor de extrem local ale unei functii reale de mai
multe variabile reale definita pe o multime deschisa.

Sistemul format prin anularea derivatelor partiale de ordinul intéi ale functiei f are doar solutia (0,0,0) si
deci singurul punct stationar al functiei f este originea reperului.

Diferentiala de ordinul al doilea a functiei f in origine este

d*£(0,0,0) = 2dz? + 4dy? + 6dz>
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si este evident ci este o forma patratics pe IR?, pozitiv definits.
Prin urmare, in origine, functia f are un punct de minim iar valoarea minima este zero.
Sa determinam valorile extreme ale functiei f pe frontiera domeniului acesteia care este sfera de ecuatie

F(x,y,2) =2 +y* + 2% — 100 = 0.

Deci trebuie sa rezolvam o problema de extrem conditionat.
Pentru aceasta, introducem functia lui Lagrange

L(z,y,z;\) = f(z,y,2) + A\F (2,9, 2)

careia 1i determinam punctele critice ale caror coordonate sunt solutii ale sistemului

2:(A +1) =0,
2y(A+2) =0,
2:(A+3) =0,

2 +y? + 22 — 100 = 0,

format prin anularea derivatelor partiale de ordinul intai ale functiei L.
Gasim trei puncte stationare ale functiei £

(10,0,0;—-1), (0,10,0;—2), (0,0,10;—3)
din care deducem ca functia f are punctele stationare conditionate
M;(10,0,0), M>5(0,10,0), Ms5(0,0,10)

corespunzatoare respectiv valorilor —1, —2, —3 ale multiplicatorului A a lui Lagrange.
Diferentiala de ordinul 2 a functiei lui Lagrange £ intr—un punct oarecare de pe sfera are expresia

d*L(z,y, 2;\) = 2(\ + 1)dz? + 2(\ + 2)dy? + 2(\ + 3)dz? + 4(xdx + ydy + zdz)d),

expresie ce se modifica daca tinem cont ca intre diferentialele variabilelor exista legatura zdx + ydy + zdz = 0.
Astfel,

L(x,y, 2, \) = 2((/\ +1)da? + (0 + 2)dy® + (A + 3)dz2).
iar in punctele stationare avem

d>L(My; —1) = 2(dy® + 2dz?), d>L(Ms;—2) = 2(dz? — dz?),
d*L(M3; —3) = —2(2dx? + dy?).

Prima diferentiala este o forma patratica pozitiv definita, a doua este forméa patratica nedefinita, in timp ce a
treia diferentiala este forméa patratica negativ definita.

Rezultatele gasite arata ca pentru functia f M; este punct de minim conditionat strict, My este un punct
de tip sa, iar M3 este punct de maxim conditionat strict.

Prin urmare in punctele sferei de raza 10 cu centrul in origine, functia f are o valoare minima egala cu
f(My) =100 si o valoare maxima f(Ms) = 300.

Luand in calcul si valorile pe care le ia functia f in interiorul domeniului de definitie, rezulta ci cea mai
mica valoare a functiei este zero, atinsa in origine, iar cea mai mare valoare este 300, luata intr—un punct de pe
frontiera domeniului K. ]

Exercitiul 6.1.6. Sd se arate cd functia f(z,y) = (14¢e¥) cosz—ye¥, definitd pe multimea IR*, are o infinitate
de maxime i nict un Minim.
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of
o 0
Solutie. Rezolvand sistemul af obtinem punctele stationare:
L _
dy

Moy (2km,0);  Mop1((2k + )m,—2), k€ Z,

in care trebuie sa calculam diferentiala a doua.
Diferentiala a doua a functiel f intr—un punct curent al domeniului de definitie este diferentiala primei

diferentiale. Se gaseste

d?f(x,y) = —(1 + €¥) cos wdx® — 2¢¥ sin xdxdy + €Y (cosx — y — 2)dy>.

Diferentialele de ordinul doi in punctele stationare Moy,
0 f(Mar) = —2da® — dy?

sunt forme péatratice negativ definite. Prin urmare My, sunt puncte de maxim. Evident, sunt o infinitate de

puncte de maxim.
Diferentialele de ordinul doi in punctele stationare Moy

d?f(Magy1) = (1 + e ?)da? — e 2dy?

sunt forme patratice nedefinite. Deci Mag11 sunt puncte sa. ]

6.2 Exercitii propuse cu indicatii si raspunsuri

Indicatie. Se determina punctele stationare. Se calculeazi diferentiala a doua in punctele stationare. Se

studiaza natura formelor patratice gasite. ]
T

Raspuns. a) Un singur punct stationar, M (g, g), care este punct de maxim. b) Un singur punct stationar,

1
M (5, 1, 1), care este punct de minim. [ ]




MC. 06— Aplicatii ale calculului diferential 65

Indicatie. Variabilele intermediare u si v au expresiile
u=u(r,y,2)=c+y+z v=uv(z,yz2)=12>+y>+ 2%

Daca convenim ca derivatele partiale de ordinul intai ale functiei ® sa fie notate ® ; si ® o, iar cele ale functiei ¥
prin F 1, F5 si F'3, atunci ultimele derivate se determina folosind regulile de derivare ale unei functii compuse,

0
iar o= si 9% se calculeazi dupa formulele
dxr ~ Oy

0z & 0z &

dr  Fs 0y  Fs
|

Q1 +28Py 0z P +2yPs

"B, 12:D, YOy By +2:D,
din enunt. |

. .0z . . . .
Raspuns. Derivatele partiale e verifica ecuatia cu derivate partiale
x

du+dv=dr+dy
Indicatie. Se diferentiaza sistemul. Se obtine din care se pot calcula diferenti-
rdu + ydvv = —udx — vdy

alele. Pe de alta parte, sistemul se poate rezolva in privinta lui u §i v, astfel ca verificarea rezultatului se poate

face diferentiind direct expresiile lui v = u(z,y) si v = v(z,y). [ |
Raspuns. du:y+udm+y+vdy, dvzx—i_udw—i-w—i_vdy. [ ]
y—z y—z =Yy r—=y

Indicatie. Se scrie functia lui Lagrange L£(x,y, z; A1, A2) = f(2,y,2) + M Fi(z,y, 2) + Ao Fa(x,y, z) careia i se
determina punctele stationare. Rezultd doua asemenea puncte. Se calculeaza diferentiala a doua a functiei
lui Lagrange in aceste puncte tinandu—se cont de legiaturi. Se constatd ci nu este nevoie sa mai diferentiem

legaturile pentru ca d?L(w,y, z; M, A2) = 21 (da? + dy? + dz?). [ |
o 1 1 . 4 7 4 1 11 9
Raspuns. M;(0,1,0) pentru A\; = T Ay = —5 8 M2(§’_§’§) pentru A; = 7 Ay = T Rezulta M,

punct de maxim si My punct de minim. In legatura cu interpretarea geometrica, se observa ca functia scop este,
pana la factorul v/3, distanta de la punctul M (z,y, 2) al curbei de intersectie dintre sfera X2 +Y?2 422 -1=0
si planul 2X +Y +2Z — 1 = 0 (un cerc trasat pe sferd) la planul X +Y + Z = 0 care trece prin origine. ]

Indicatie. Sunt trei probleme de rezolvat:
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1) extremele libere locale ale functiei f pe domeniul mérginit de parabolele care definesc compactul K;
2) extremele conditionate ale functiei f cu legiatura z2 —y — 2 = 0;
3) extremele conditionate ale functiei f cu legatura z2 +y — 2 = 0.

Pentru prima problema se gasegte ca originea este punct sa.
Problemele 2) si 3) se rezolva cu metoda multiplicatorilor a lui Lagrange. ]

2 14
Raspuns. M;(—1,—1) punct de maxim, iar My (5, 75) punct de minim, ambele aflate pe prima parabola
care face parte din frontiera multimii compacte K. Pe cea de a doua parabola, punctul M5(1,1) este de maxim,

9
iar M4( _

3 3) este punct de minim al functiei f. .

Exercitiul 6.2.6. Sa se determine punctele de extrem ale functiei reale
fl@yz)=a+y+32° —In(z +y +2)
definita pe semispatiul x +y + z > 0.

Indicatie. Se determind punctele critice ale functiei f. In fiecare punct critic se calculeazi diferentiala a
doua a functiei f si se studiaza natura sa pentru a vedea dacé punctul stationar respectiv este sau nu punct de

extrem. -
< 111 - : 1

Raspuns. M; (6, > §>7 punct de minim. Punctul stationar M, (6’ 3 —g) nu este punct de extrem: este

punct sa. |

6.3 Intrebiri de autoevaluare

1°. Care este conditia necesard de extrem intr—un punct xo € D C IR" a unei functii reale de mai multe
variabile reale [ diferentiabild pe domeniul D? ]

2°. Cum se numeste punctul x( in care se anuleazi prima diferentiala a functiei f, dar care nu este punct
de extrem? Daca df (xo) = 0 i f este functie diferentiabild de doua ori in punctul x¢, care este conditia
suficientd pentru ca f sa aiba punct de maxim in xy3? Dar punct de minim? ]

3°. Cum se formuleaza teorema functiilor implicite in cazul unei functii reale f de n variabile reale
definita implicit de ecuatia F'(z1, 22, ..., Zn;y) = 07 Dati o demonstratie pentru expresia derivatelor partiale
de ordinul intai ale functiei f. ]

4°. Cum se determini extremele locale ale functiei y = f (1,2, ..., ¥,,) definita implicit de ecuatia

F(l'l, T2y eeny ln7y) = 07
atunci cand acest lucru este posibil? [ |
5°. Ce este un punct stationar? Dar un punct stationar conditionat? Cum se determini punctele

stationare conditionate ale functiei scop z = f(x,y) ale carei variabile sunt supuse la legaturile F(x,y) = 0,
unde F = (F1, Fy, ..., F), x = (21,29, ooy Tn) 1Y = (Y1, Y25 ooy Y ) ? [ |



Capitolul 7

MC. (07 — Integrale improprii

7.1 Exercitii rezolvate

Exercitiul 7.1.1. Studiafi natura integralei improprii de speta intai

o0 dx
i — IN*
" / @+ "

$t tn caz de convergenta stabiliti valoarea sa.

Solutie. Pentru a se urmari studiul naturii integralei improprii reamintim un set de definitii.
Precizam ca a si b sunt elemente din IR = IR U {—00, +00} cu proprietatile —co < a < b < 400, iar

f:[a,b) — R, (7.1)

este o functie integrabild Riemann pe orice interval compact [a,t] C [a,b) si nemarginitd intr—o vecindtate a lui
b daca b € IR.

Definitia 7.1.1. Limita in punctul t = b a functiei

F:lab) >R, F(t /f (7.2)

se numeste integrala improprie cu limita superioara de integrare punct singular si se noteaza cu

simbolul "
/ f(z)dz. (7.3)

Din aceasta definitie rezulta

b
/ f(z)dz =1lim F(t) = hm/ f(z (7.4)

t—b

Definitia 7.1.2. Functia f se numeste integrabila in sens generalizat dacd erista si este finita limita
functiei F' pentru t — b.

67
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Definitia 7.1.3. Dacd functia (7.1) este integrabild in sens generalizat, spunem ca integrala improprie (7.3)
este convergenta; dacd limita pentru t — b a functiei (7.2) este infinitd sau nu existd, integrala improprie
(7.3) se numeste divergenta.

Definitia 7.1.4. Prin natura unei integrale improprii se intelege proprietatea sa de a fi convergenta sau
divergenta.

In baza acestor definitii rezulta ca trebuie sa studiem limita la infinit a functiei

t dz
F, 0, LR = | N*. 7.5
[0,00) — IR (t) /0 @10 ne (7.5)

In prealabil, vom stabili o relatie de recurenta intre termenii sirului de functii (F;,)nen+. Mai Intai avem

t .2 1— 2 t d 1 t 2
Eﬁ%3/§4;4£%x:/474147_,/x_7ggim,
o (z2+1)" o @+t 2/, (24 1)"

care se poate scrie gi in forma

Fo(t) = F_y(t) — ;/Ot x((w2 + 1)_"(2x))dx. (7.6)

Folosind metoda integrarii prin parti alegand u(z) = z, v'(z) = (22 + 1)7"(2x)

B 3 B
/ w(z) - v'(x)dr = (u(x) v(x ) - / o' (z) - v(z)de
@ @ «
2 1 —n+1 1
gi utilizand v/ (x) = 1 gi v(x) = (= j—n J)r T =" CESNCCE s din (7.6) obtinem
Fo(t) = F_1(t) + - t Lm0
K 2n—1)(@2+ 1)1l 2n—1) "
Deducem astfel relatia de recurenta anuntata
1 t 2n — 3
F.(t) = . < Fn_1(t), N, > 2. .
O=5e-1 @rnT  2moy ) e " (77)
t
Deoarece lim . =0, din (7.7) putem afirma ca dacd integrala improprie

500 2(n— 1) (2 + 1)n—1

o dx
Iny = 2 n—1

h:/wgﬂgi
0 (132 + 1)”

o0
Se impune asadar si studiem natura integralei improprii I; = /
0

t
d
calculatd limita la infinit a functiei Fy(t) = / 7332
0 ]- +x

este convergentd, atunci

este convergenta.

3 , ceea ce Inseamna ca trebuie
441
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t
Cum Fi(t) = arctgz| = arctgt si tlim Fi(t) = g, rezultd ca integrala improprie I; este convergenta si
0 —00

I = g (7.8)

Din afirmatia precedenta rezulta ca I, este convergenta, care antreneaza I3 convergenta si, continuand astfel,
ajungem la concluzia ca I,, este integrala improprie convergenta. Deci,

lim F,(t) =1, VYneIN™ (7.9)

t—o0

Efectuand limita la infinit in relatia de recurentd (7.7) si folosind (7.9), obtinem

2n — 3

Iy = ——1In-1, N*, n>2. .
1) ne n (7.10)
Asadar,
2n—3 2n—32n—5 2n—3)-(2n—5)-2n—-7)-...-3-1
)y S L el iy S L. 11
m—2"""" 2m—22m—a"""? (2n—2)-2n—4)-2n—6)-...-4.2 (7.11)
Din (7.8) si (7.11) deducem
~1-3-5-..-(2n—=5)-(2n—-3) 7
I"_2-4-6-...-(2n—4)-(2n—2)'5' (7.12)
Relatia (7.12) poate fi scrisa gi in forma
_(@2n =3 7
= oo (7.13)
Observatia 7.1.1. Simbolul !! se citeste semifactorial.
De exemplu:
@n—1)1=1-3-5-7 ...-(2n—3) - (2n — 1)
2n)=2-4-6-8-...-(2n —2) - (2n).
|

dx

¢
Solutie. Conform exercitiului precedent, trebuie calculatd integrala F'(t) = / —— . Avem
2

2 4+ —2

t ¢ B -
r0= [ iy =5 [ G e sl =g
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S& calculam limita la infinit a functiei F(¢). Gasim

1 4t —1 1 2
lim F(t) = lim - -lnM =_-In4d=_-In2.
t—o0 t—oo 3 t+2 3 3
. .. 2
Asadar, integrala I este convergenta si valoarea sa este I = 3 In 2. |

Solutie. Functia de integrat f(z) = este definitid pe intervalul [0,1). In vecindtatea punctului

1
2-z)V1-=z
x = 1 functia f este nemarginita ceea ce arata ca x = 1, limita superioara a intervalului de integrare, este punct
singular.

Convergenta integralei improprii se stabilegte folosind criteriul in «

1 1 1
- - —lmVl-g—  — =
Gz lim :v(2 Wa Hm 2

liml(l —)V? . flx) = liml(l —x)/?

1
Deoarece a = 5 < 1 rezulta ca I este convergenta.
Pentru determinarea valorii lui I utilizim metoda schimbdrii de variabili. Prin schimbarea z = 1 —¢2 =

—2
©(t), noile limite de integrare sunt 1 gi 0, iar functia de integrat este f(p(t)) - ¢'(t) = T Astfel, integrala

14
improprie I se transforma in integrala proprie

0 1
—2 dt 1 T T
I= | — dt=2 — 2arctgt| =28 =T
/1 1+¢2 /0 T "M T2y T

. . g . . v . 7T
Prin urmare I este integrala improprie convergenta si are valoarea I = 5" ]

. . arctg x .. . .. .
Solutie. Functia de integrat f(z) = ————————— este marginita pe intervalul nemérginit [0, 0o), deci avem
(1+22)V1 + 22

de a face cu o integrald improprie de primul tip.
Pentru studiul naturii integralei improprii I aplicam primul crieriu de comparatie. Majorand functia

arctgx cu g §i tindnd cont ci pe intervalul [0, 00) are loc inegalitatea (1 + 22)v/1+ 22 > 23, rezulta ca

oo T

Constatam apoi ca integrala improprie de primul tip / %daz, a > ( este convergenta.
x
a
Conform criteriului mentionat, integrala improprie I este convergenta.
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Daca luam:
tgx; dv du
u = arctg x; =
B 1+ 2)V/1+ 22

se gasegte

d dx x
uzi’ :77
1+$2 ‘/1+$2
1

unde v este o primitiva a functiei . Aceasta primitiva s—a determinat utilizand schimbarea de

(14 22)v1+ 22
tgt

variabila z = tgt, ajungandu—se la o primitiva functiei cost, care este sint. Cum sint = \/ﬁ sitgt =z,
+tgx

T

suntem condusi la v = ———.
: V1422

Astfel ca
> arctg x x o0 o x
dx = arctgx’ — ——————dx
0o (14 22)V1+a? V1422 0 o (1+22)V1+a?
Calculul ultimei integrale se face folosind schimbarea de variabila x = tgt. Intervalul de integrare trece in

7T
compactul [0, 5]’ iar functia de integrat devine sint

T
(o ] t 0o -
/ arcte dx = x arctgx‘ — /2 sin tdt
o (1+22)V1+a? V1 + 22 0 0
sau
T

oo > ™
arctgm‘ —l—cost’2 =——1.
0 0 2

/°° arctg x de — x
o (I+22)vV1+4a? V1422

™
Prin urmare, valoarea integralei I este I = 5~ 1.

Exercitiul 7.1.5. Sa se studieze natura integralei improprii de tipul al doilea

I / 2 dx
o (1+22)v4—x?
$t in caz de convergenta sa i se determine valoarea.

1
Solutie. Singularitatea functiei de integrat f(r) = ———————— se afla in limita superioara de integrare.
$ g § grat f(z) 1o g

1
Avand in vedere ci lim2 V2 —uaf(x) = 0 conform criteriului de comparatie in o, deducem ca integrala impro-
o

prie I este convergenta deoarece o = 3 < 1.
Pentru calculul integralei se folosegte schimbarea de variabila @ = 2sint = (¢). Prin aceasta schimbare de

Y
variabild, intervalul de integrare trece in compactul [0, 5], iar functia de integrat devine

B 1
N 1+4sin?t

/’5 dt
o 14+4sin“t
b

Ultima integrald fiind de forma [ R(sint,cost)dt, unde R(sint, cost) este o functie para in sint si cost, se

fle®)¢'(t)

Se obtine astfel ca I este integrala proprie

a
face substitutia tgt = u si astfel integrala I devine o integrala improprie de primul tip, convergenta, a carei
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valoare este

< du 1 o0 1 7 =V
1= % actgus| = —=. TV
/0 1+ 5u? \/garc gux/_o 2

Asgadar, I = ﬂl—\ég ]

7.2 Exercitii propuse cu indicatii si raspunsuri

Indicatie. Functia de integrat f(z) =

integrald improprie de primul tip.
Pentru studiul convergentei lui I aplicam criteriul in o . Cum o =4 > 1, I este convergenta.
Pentru calculul valorii lui I scriem

T este marginitd pe intervalul neméarginit [0,00), deci avem o
x

1
€T) =
I e v @ ravar D)
si descompunem 1n fractii simple. ]
2
Raspuns. [ = % [ |

1

Indicatie. Functia de integrat f(z) = este marginita pe intervalul neméarginit [0, 0o), deci

(x+1)Vda2+x+1

avem o integrald improprie de primul tip.
. S .- ST < 3 . <
Pentru studiul convergentei lui I aplicam criteriul in a. Se gaseste « = — > 1, deci I este convergenta.

Pentru calculul valorii lui I efectudm schimbarea de variabild (substitutia lui Euler)

-1
Vdz2 +z+1=t—-2s—2x = T = p(t).
: : . o . ) 2
Noul interval de integrare este [0, o), iar functia de integrat devine f(¢(t))¢’(t) = P [

1
Raspuns. 5 In 5. [ ]
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Indicatie. Deoarece pentru x = 1, numitorul fractiei de sub integrald se anuleazi, trebuie studiatd natura
urmatoarelor integrale improprii (generalizate):

1 2 [e%s}
zlnzx zlnx zlnx
I = —d ] I - d 5 I = d :
! /o (1—a22)2"" 7 /1 (1222 /g (1—222"

rlnx
Se aratd ca integrala I este divergenta aratand ca integrala J(u,v) = / de, unde 0 < u < v < 1, nu
—x
u
are limité finitd cdnd u — 0 gi v — 1. Pentru aceasta se face integrarea prin parti in integrala J(u, v), observand
v

1 1 !
ca ﬁ = 5(1_—3:2) . Se ajunge la integrala /u mdm care se calculeaza descompunénd fractia

m in fractii Simple. ]

Raspuns. Divergenta. [ ]

Indicatie. Punctul singular al functiei de integrat f(z) = T

xv/x2

se afld 1n origine. Se aplica criteriul In . W

Raspuns. Integrala I este divergenta. ]

s ‘- NP A 1
Indicatie. Integrala este convergenta in baza criteriului de comparatie in «, unde o = 3 < 1.

Cu substitutia © = a cos®t + b sin® ¢ integrala I devine integrala proprie

™

3
I=2(0b-a) / sin? t(a cos? t + bsin® t)dt.
0

Raspuns. [ = %(b —a)(a+ 3b). [
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7.3 Intrebiri de autoevaluare

1°. In ipoteza ci f : [a,b) — IR, unde —c0 < a < b < o0, este o functie nemarginita in vecinitatea lui b si
integrabild Riemann pe orice compact [a,t] C [a,b), se poate introduce simbolul

b
/ f(z)dz, (7.14)
a
denumit integrala improprie de tipul al doilea cu punctul singular in limita superioara de integrare.
Puteti enunta criteriul lui Cauchy de convergentd a integralei improprii (7.14)?7 Dar demonstratia, o

puteti prezenta?
Se cere justificare pentru fiecare raspuns da. [ ]

2°. Enuntati si demonstrati criteriul lui Abel de convergenta a integralei improprii
b
/ f(@)h(x)dz, (7.15)
a
cu integrantul de semn variabil gi singularitatea in limita superioara de integrare. ]

3°. Enuntati si demonstrati criteriul lui Dirichlet de convergenta a integralei improprii (7.15) cu integrantul
de semn variabil gi singularitatea in limita superioara de integrare. ]

4°. Prin ce se deosebesc criteriile de convergenta ale Iui Abel si Dirichlet pentru integrale improprii (7.15)? =

b
5°. Cum se numeste integrala improprie / f(x)dr, —oco<a<c<b<oo, unde f : [a,c)U(c,b] — IR
a

este functie nemarginita intr—o vecinatate a punctului x = c¢ i integrabila Riemann pe orice compact de forma
[a,u] U [v,b], cua <u<c<wv<b, care este divergentd, dar pentru care exista gi este finitd limita

c—e b
lim (/a f(z)dx + . f(a:)dx) ? (7.16)

e—0

Ce nume poartd limita din (7.16)? [ |
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MC. 08 — Integrale depinzand de un
parametru

8.1 Exercitii rezolvate

Solutie. Functia J(y) este definitd printr-o integrald proprie deoarece functia de sub semnul integrala are
limita 1n origine si deci poate fi prelungita prin continuitate in x = 0.
Fiindca sunt indeplinite ipotezele teoremei de derivare a integralelor depinzand de un parametru, putem

scrie .
El dx
J(y) =2 / S
) o 1—y2sin’z
2
Cu substitutia tgz = t obtinem J'(y) = ﬁ, de unde deducem J(y) = 2arcsiny 4+ C. Constanta reald C
-y
se determina din J(0) = 0 si se giseste C' = 0.
Prin urmare J(y) = 2arcsin y. [
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Solutie. Dacd in integrala din (8.1) facem schimbarea de variabild z = ty/z, unde = > 0 se considera fixat, dar
arbitrar, se obtine (8.2).

Pentru determinarea valorii primei integrale din (8.3) folosim (8.2) si integrabilitatea integralelor improprii
depinzand de un parametru. Astfel, avem

/O°° ci’/sgdx:/o cos \/_/ o2 ﬁdz \/_/ / cosxdx)d (8.5)

Folosind de doua ori integrarea prin parti, obtinem

oo N 22
e dr = . 8.6
/0 e coszdr = 72— (8.6)

Din (8.5) si (8.6) rezulta
cosa:

o vz f/ 1+z4z ®.7)

1
1+ 24

Consideram integralele improprii A = / A ———dz din (8.7) ¢i B = / dz. Combinatiile A + B si
0

A — B conduc la

¢ 1 !’
A+B = /OO <Z_;) dz larctg ~ i
= — 2 —= -
0 (Z—l) +2 \/_ \/_ \/5
z
1 /
B B 0o (Z—i-;) - 1 22_2\/§+100 -
A—B = — dz = In = 0,
0 (Z+l) _9 22 224224110
\ 4
din care deducem
2
A:B:_WZ/_‘ (8.8)

*° cosz T
Din (8.7) si (8.8) rezulta ca ——dr =/ =
0 \/_ 2’
Pentru cealaltd integrald cerutd in (8.3), calculele sunt similare.
o0

Daca in integrala improprie / cos 2%dx efectudm schimbarea de variabila 22 = ¢ i folosim (8.3), se obtine
0

> 1 [ t 1
/ coszidr = = ﬂdt = = I.
0

2 )y Vi 2\ 2

Analog se determing valoarea celeilalte integrale din (8.4).
Integralele din (8.4) sunt cunoscute ca integralele lui Fresnel, utilizate in optica. ]
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Solutie. Utilizand integrabilitatea integralelor improprii uniform convergente, putem scrie

™

] oo 2 2 2 % el
/ e J(x)dx = / e " <— / cos (z sin G)dH) de = — / ( / e~ cos (z sin 0)dac> de. (8.9)
0 0 n m™Jo 0

0

o0
Integrarea prin parti de doua ori in / e~ cos (x sin f)dx conduce la concluzia
0

a

T inf)der = ———. 8.10
/0 e~ cos (zsinb)dx Py (8.10)
Astfel, se obtine
/oo e J(2)dz = /5 ;T (8.11)
0 1o a?+sin?0 ’
Dacé in (8.11) efectuam schimbarea de variabild tg 6 = ¢ se obtine rezultatul dorit. [ |

Solutie. Integrala se calculeaza efectuand schimbarea de variabila tga = t. Noile limite de integrare sunt 0 si

oo, iar functia de integrat devine —————. Astfel,
yte+1+y
o dt 1 [ dt 1 oo 1
O Y S N S
o yr+l4+y oy t2+< 1+y) y\V1+y +y/lo y(y+1)
Y
1
Observand c& F(y) = —J'(y) si folosind pentru J(y) expresia J(y) = g(y2 +y) 2, deducem

m(2y +1)

dy(y+D)/yly+1)

F(y) =
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Solutie. Considerand ci punctul (x,y) € (0,1] x IR se afli pe parabola y? = x si efectuand limita in origine a

restrictiei functiei f la parabold, gasim ca aceasta nu exista. Prin urmare

lim  f(x,y) # f(0,0) =0,

(2,y)—(0,0) (z:9) # 7(0.0)

ceea ce aratd ca functia f nu este continud.
In schimb, functia f(z,-) : IR — IR, cu valorile date in enunt, este continud oricare ar i z € [0,1].
Cu schimbarea de variabila de integrare

- =1,
x
obtinem ca functia
2
LB v
J(y) = e zd
= [ G v
este bine definita i
2
J(y) =ye ™,

de unde deducem

d d [! 0
230 =5 [ e = -2 < 1),

Functia f este derivabild partial in raport cu y si

8f y2 _y_ 2y2
ay o=y 20 (3-7) w20
0, y=0

i atunci pentru y # 0

2
1 of 1 y2 v 2y2

Utilizdnd schimbarea de variabila (8.13), din (8.18) obtinem

2

‘of _ [ bt — (1 — 22)e Y
/an(x,y)dx—/ B+ 2t)e'dt = (1 —2y")e .

—00

1
Pentru y = 0 vom avea / 0-dxz = 0, prin urmare
0

(/0 %(x,y)dm)‘yzo =0.

J'(0) = 1.

Pe de alta parte, din (8.15) deducem

Analizand rationamentul constatdm c& are loc (8.12).

(8.13)

(8.14)

(8.15)

(8.16)

(8.17)

(8.18)

(8.19)

(8.20)

(8.21)
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. 1
Solutie. In integrala I; facem schimbarea de variabila 1522 = t. Obtinem

2 2

. T —
In integrala I se face schimbarea de variabila t = si se obtine

a—>b

I, = (a—b)"""'B(p,q).

Daca se tine cont ca B(p,q) = B(q,p), se poate da si altd expresie lui I5. Aici I’ i B sunt functiile lui
Euler. [ |

8.2 [Exercitii propuse cu indicatii si raspunsuri

Indicatie. In fiecare dintre integralele obtinute prin derivare

E dx E dx
Ji(y) =2 / —; Jiy) = / R
1) J o y?—sinz 2(y) o l+y2sin’z
se face schimbarea de variabila tgz = t. ]
Vi =1
Raspuns. Jl(y)zﬂ'lnly—'_—2y|, Jo(y) =Iny + /1 + 42 [ |

Indicatie. Se deriveaza partial in egalitatea (8.22) folosind formula lui Leibniz de derivare a unei integrale
depinzand de mai multi parametri. [ ]

< T o1 1
Raspuns. J(a,b) = 1 (; + b_2) |
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Indicatie. Se deriveaza de doud ori in (8.23) folosind formula lui Leibniz de derivare a unei integrale depinzand
de un parametru, obtinand astfel J), () si J}/(x). Se arata ca

22 J!(z) + 2 J)(z) + (2% — n?)J,(z) = 0. (8.25)

Raspuns. Relatia (8.25) arata & functia Bessel de indice intreg (8.23) este o solutie a ecuatiei diferentiale
Bessel de ordin intreg (8.24). [

Indicatie. In I se face substitutia 22 = ¢, iar in I5 se schimb# variabila de integrare prin z™ = ¢. ]

1 1 /1 1
Rispuns. [, — r(n + —), I = —B(—, 1- —), unde B gi T sunt functiile lui Euler. -
2 m m n

Indicatie. Se deriveaza de m ori in egalitatea (8.26). [ |
o —1)™m!
Raspuns. J(y) = (yn)z—-i-l
|
8.3 Intrebari de autoevaluare
a b(y) 00
1°. In ce conditii putem calcula J'(y) dacd J(y) = / f(z,y)dx? Dar daca J(y) = / f(z,y)dx? [ |
a(y) a

2°. Definiti uniforma convergentd a integralelor improprii de prima spetd si a doua spetd care depind de
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parametrul y. m
3°. Enuntati criteriul de convergentd uniforms al lui Weierstrass. ]
4°. Care sunt integralele I' si B ale lui Euler? Expuneti citeva dintre proprietitile lor. |

5°. Care sunt integralele Cauchy-Frullani? In ce conditii se poate determina valoarea unei astfel de integrale
i cat este aceasta valoare? |
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MC. 09 — Integrale curbilinii

9.1 Exercitii rezolvate

Solutie. Conform expresiei elementului de arc ds al unei curbe netede, au loc reltiile

ds = /(2/()? + (y'(t)2dt

2t \° 2 ? 1
= = S | = (1 +)dt = dt.
\/(1+t2) +(1+t2 )dt T (L) =dt

Aplicand formula de calcul a unei integrale curbilinii de primul tip, obtinem:

1
I = /(2arctgt—t)e_1“(1+t2)dt;
0
1
arctgt t
I = p ekl L I
/0(1+t2 1+t2) ’
I = 2/ arctgt-d(arctgt)—51n(1+t2) K
0
L1 72
_ 2 _Z -
I = (arctgt) ‘0 21n2 16 Inv/2.
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Solutie. Conform expresiei elementului de arc ds al unei curbe netede, au loc reltiile

ds = V(@'(0)* + (y'(1)? + (2'(1))%dt;

ds = ,/ — +2dt = (1+1t)d
s +2t3+ +

Aplicand formula de calcul a unei integrale curbilinii de primul tip, obtinem:

! 2 3\ 5 12
I = to= - (26%)7 - 262 (1 4 t)dt;
o 3 2

V2 | 3t tat+l
L= o To |
2 0 2 0

Solutie. Tinand cont de reprezentarea parametrica a curbei C, avem:

dx = etdt, dy = —e~'dt, dz = \/2dt.

Rezulta atunci

1 1
I = / [et et el et (—eT) el et V2t \/ﬂ dt = / (e* —e™t y2t)dt =
0 0

1 S | 1 1 1
= (§€2t+€_t+t2) :5824-6_1-1—1—5—1:5624-6_1—5-

0

Solutie. Masa firului material este M = / pds. Coordonatele centrului de greutate sunt date de:
c

1 1
TG = H/xpds, Yo = M/ypdS;
C C
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ds = \/(«'(t))? + (v (1))2dt;
2’ = 3acos® t(—sint)
y' = 3asin®t cost.

Conform expresiei elementului de arc, avem

ds = V/9a2 cos? tsin® t + 9a2 sin® ¢ cos? tdt = 3a|sint|| cos t|dt.

Celelalte elemente se determina folosind formula de calcul a unei integrale curbilinii de primul tip. Se obtin:

M = /3a|sint||cost|dt=3a/ sint| cost|dt =
0 0
z T
= 3a/ sintcostdt—?)a/ sin t cos tdt;
0 3
S 2415 2
Vo o— 3asmt _ sin?¢|” 3a(1_0)_3_a(0_1):3a;
o 2 |, 2 2
2
1
rqg = = xds-— acos®t - (3a) - sint|cost|dt =
C
5 ™
= a/ cos ts1ntdt—a/ cos* tsintdt =
0 )
cosPt|? cos® t|" a a
= —a- : =-20-1)+2(-1-0)=0;
1/ d L d L /7T sin®t - (3a) - sint| cos t|dt
e —_ = — = — 111 . - Sin ==
Yo M) TR Y T s ), ¢
c c

T 5 ™
= a/ sin t| cos t|dt = a/ sin® ¢ cos tdt — a/ sin® t cos tdt =
0 0

™

2
5, T
sin” ¢ 1 1 2a
0—(1 5 %—G(E—O)—a<0—g)—?

sin® ]2
5

Solutie. Lucrul mecanic efectuat de forta F pe dreapta C' are expresia

lZ:/F-dr:/de—l-Ydy—i-Zdz.
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Avem:
k k k
F = - ”” i Y j+— - k;
z /m2+y2+z2 z /.'172+y2+22 2 /mz+y2+z2
dr = dri+dyj+dzk;
o

/F-dr=—k/ a: dz + Y dy + : dz.
J LAVttt 2 22?2 +y? + 22 2@ +y? + 22

Din ecuatiile parametrice ale lui C' obtinem:

dxr =adt, dy =bdt, dz = cdt,;

t— B N g
ctva2t2 + b2t2 4 2¢2 1 eva2+b2+e2t
2
ey lnt‘l — e Tr T ene.
c ¢

2 . . . 2 2 2 2
ro— —k/ at-a+bt-b+ct-c S a® +b°+c¢ dt_
1

9.2 Exercitii propuse cu indicatii si raspunsuri

Indicatie. Parametrul pe curba este y, deci

ds = /14 (f'(y))?dy = 1+ ySdy.

Raspuns. [ =

(65\/@ - 1) . -

O =

Indicatie. Se aplica formula de calcul a unei integrale curbilinii de al doilea tip. ]

Raspuns. [ =0. [ |
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' "9y ox’ 0z Oy’ 9z  Ox’
yzdx + zxdy + xydz poate fi U(x,y, z) = xyz. [ |

O primitiva a expresiei diferentiale w =

Raspuns. I = 6. [ ]

Indicatie. Se folosesc expresiile de calcul pentru masa si coordonatele centrului de greutate G. ]
2 11
Rispuns. M =+/3; G (37_3’5)' [ ]

Indicatie. Lucrul mecanic £ este dat de £ = / F - dr. ]
c

k(a® —b?)

Raspuns. £ = 5

9.3 Intrebari de autoevaluare
1°. Care sunt proprietitile relatiei de echivalentd In multimea drumurilor din plan? ]

2°. Daca reprezentarea parametrici a drumului (d) neted in spatiu este:
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Ce reprezinta

dr

b b
= [ Vieo? +wor+wora= [ |%

o a2

3°. Dacs (AB) este un arc de curbi din planul Oxy, neted sau neted pe portiuni, iar p este o functie continui,
pozitiva in punctele lui (AB), ce semnificatie are numarul / plx,y)ds ? [ |

(AB)

4°. Pentru firul material spatial de configuratie (AB) si densitate p(x,y, ), ce reprezintd numerele:

lo = [ @4+ Pploy.2)ds
(AB)

IOz = /(y2+22)p($,y,2)d8;
(AB)

Isz = / y2p(x,y7z)ds ?
(AB)

5°. Dacd P, Q si R sunt componentele unei forte F care actioneazd in punctele curbei netede sau netede pe
portiuni (AB), ce reprezintd expresia [ = / P(x,y,z)dx + Q(x,y, 2)dy + R(x,y,z)dz? [ |
(AB)
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MC. 10 — Integrala dubla

10.1 Exercitii rezolvate

Solutie. Functia de sub semnul integrala este continua. Domeniul D este un interval, deci este simplu in raport
cu ambele axe. Vom aplica, pentru calcul, formula de reducere a unei integrale duble la o integrala iterata, in
ordinea x,y spre exemplu. Avem

- LU ) | L

_ /4 la,rctg\/ﬂ _ arctg (—\/g)] dy =2 4 arctg \/gjdy.
1

=1
dy =

r=—1

v VY VY

Efectusm substitutia: /y = ¢, y = t*, dy = 2t dt.

Astfel,
2 2 2
tet t
I = 2/ arcte -2tdt:4/ arctg t dt = 4 tarctgtﬁ—/ Lt at) =

2

1
= 4 l2arctg2 - % ~3 In(1+t%)| | =8arctg2 — 7 —2(In5 —In2) =

1

4
= tg 2 — In —.
Sarctg T+ n25

Solutie. Domeniul D, reprezentat mai jos, este simplu in raport cu ambele axe.
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Vom integra in ordinea y, x, deoarece este mai comod sa integram in aceasta ordine decat in ordinea inversa.
Proiectia domeniului D pe axa Ox este intervalul [—1,3]. Curba care il mérginegte inferior are reprezentarea
y=12% (=1 < x < 3), iar curba care il mirgineste superior are reprezentarea y = 2z +3 (—1 < x < 3). Aplicand
formula de reducere a integralei duble la o integrala definita, obtinem

3 2z+3 3 .2
I:/ dx/ xydyz/ -
-1 2 -1 2

2x+3

. 1
d;v:/ [z +3)* — 2" dz =53+ -.
- .2 3

Solutie. Sa observam ca este dificil sa calculam direct integrala datd. Este firesc sa Incercdm o noua metoda
de calcul, folosindu-ne de formula lui Riemann—Green. Imaginea curbei C' este semicercul superior

K ={(z,y) € R*| 2> +y* =2z, y > 0}

reprezentat mai jos:
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/80N

O —— A(2,0)

X

Curba C' este simpla si rectificabila, dar nu este inchisa. Pentru a putea folosi formula lui Green, trebuie
sa completam semicercul K prin imaginea unei noi curbe simple si rectificabile C7, pana la un contur inchis.
Curba C; trebuie astfel aleasa, incat integrala curbilinie de-a lungul ei sa poata fi calculata cat mai ugor. Vom
completa semicercul K prin segmentul OA, unde A = (2,0). Obtinem astfel domeniul D {z%+y? < 2z, y > 0}.

Pentru curba C; vom alege reprezentarea parametrica

x=t, y=0,te]0,2].

Curbele C' si C7 sunt juxtapozabile, iar reuniunea lor I' = C' U C] este o curba inchisa, simpla, rectificabila
si determina orientarea pozitiva a lui D. Sa definim functiile P si Q pe domeniul D prin relatiile

%{y x2+y2—x21n(y+\/m>} , (@,y) #(0,0)

P(l‘,y) =

’ . (z,9) = (0,0)
Q(l',y) _ y2 [:L‘y-f—ln(l‘-‘r x2+y2)} 7 (133/)75(070)

’ ; (z,9) = (0,0)

si sd cercetam daca formula lui Green este aplicabila.
Functiile P si @) sunt, evident, continue pentru (z,y) # (0,0), (z,y) € D. Din relatiile

‘x21n (y+ \/a:2+y2)‘ 22

2

1 T
'11’1 S §x7
URSVEE SN R Ve
2 2 1 y?
‘y ln<x+ :L'2+y2)’ = y°-In < <y,
R VA i S TR A VA S T
adevarate pentru z > 0, y > 0, y + Va2 +y?2 <1giz+ /22 +y? <1, deducem ca

lim Px,y)= lim z,y) =0,
(z,y)—(0,0) (.9) (w;y)H(O’O)Q( v)

de unde rezulta continuitatea functiilor P si @ in origine. Pentru (z,y) # (0,0) avem

or y? 0Q 4 y?

T T . YtV
8y /a2 + y2 ox /a2 + y2
In origine, calculand derivatele partiale dupa definitie, obtinem

op o Q B
8—y(070) =0, 52(0,0)=0.
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2

¥y

Din inegalitatea <y (y > 0) deducem ca

lim or _ lim 9Q _
@9)—(00) Y (29)—(0,0) dx

oP .0
de unde rezulta continuitatea derivatelor partiale — gi 8_Q in origine, si deci, pe tot domeniul D.
x

Ay
In concluzie, sunt verificate conditiile din teorema pentru domenii avand ca frontiera o curba simpla, inchisa
si rectificabild gi formula lui Riemann-Green este aplicabila. Avem:

/ Pdzx + Qdy / / (aQ a]; ) dzdy;

r
/Pdm +Qdy = // yidady.
r D

Notand integrala curbilinie de-a lungul curbei C; cu [; si integrala dubla cu J, egalitatea precedenta devine
I+ =J

Integrala I; o calculam aplicand formula de reducere a unei integrale curbilinii la o integrald Riemann, iar
integrala J o calculam aplicand formula de reducere a unei integrale duble la o integrala iterata in ordinea y, z

Avem: , ,
L = /0 ;[ £ lntldt = —3 ltg ;nt 0 %/0 t2dt] - %(1—31112);
Normrs 4
J / dx/ ydy =~ / (2 ac—a:2)2dx=1—5.
Obtinem [ =J — I, = 1 [an— —] ]
3 15

Solutie. Domeniul D are urmatoarea reprezentare:

Y

A(1,0) X
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x = pcosl
y = psinf.

Din inegalitatile care caracterizeaza domeniul D vom obtine

Folosim coordonatele polare

0<p<r
pe(0,r]
cosf >0 —
9e0,5]
sin@ > 0.
D(z,y)
Avem: J = =
D(p.6) "

Domeniul D este transformat in domeniul A : {0 <p<r,0<0<
Calculand integrala, obtinem:

}

0ol

I = //pcosﬁpsinﬁpdpd@;
A
1 = /2d9/ pcos0-psin0-pdp=/2cos@sinﬂd@/ pidp;
0 0 0 0
I
2 ], 4, 8

Solutie. Domeniul D este simplu in raport cu ambele axe Oz si Oy. Domeniul D are reprezentarea

X

\ B(0,1)
j2;>>\ﬁam

o y

Vom integra in ordinea y, x:

I, = y2pla,y)dudy = i v (1 + zy)dy | da;
5 0 0

1 3 4\ |-z 1 3
_ vy _ (0= e
I, = /0 <3+:L‘ 4) dz—/o[ 3 +4(1 x)*| da.

0
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Efectuam schimbarea de variabila 1 — 2 = t. Rezulta:

r=0=t=1;
r=1=1t=0;
—dx = dt.

Calculand integralele, obtinem:

0 /43 1 /43 4 5 4 5 6

t 1—1t t t t t t t

I, = I —1) = L -
/1<3+ 1 t)dt( ) /0(3+4 4)dt (12+20 24>

11
2
I, = /x(l—i—acy)dmdy—uo.
D

Yo

o 120

10.2 Exercitii propuse cu indicatii si raspunsuri

Indicatie. Functia de sub semnul integrald este continuid. Domeniul de integrare este simplu in raport cu
ambele axe. Daca folosim ordinea de integrare x, y, obtinem

= )

Raspuns. I =2 —

Sl
©l3

Indicatie. Domeniul D este simplu in raport cu Oy si are reprezentarea
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b2 pY
1l
g
=1
O \__,xr
1 2 X
1<z <2
D 1
—Sysw
x
2 T 2
Integrala I devine I = / /1 de dx. ]
o ™
o 9
Raspuns. [ = 1 |

Indicatie. Scrierea lui D in forma

sugereaza schimbarea de variabile

domeniul devenind astfel un dreptunghi cu laturile paralele cu noile axe. |

2
Raspuns. [ = (1n_3) . ]

2
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Indicatie. Se constata ca

22 2
Vz?//cy/l—a—Q—b—dedy.,
D

Autoevaluare

2 2
unde D : x—z + i—Q — 1 <0 este proiectia elipsoidului pe planul zOy. [ |
a
4dmab
Raspuns. [ = w;z ¢ |
Exercitiul 10.2.5. Sd se calculeze aria domeniului D C R? mdrginit de curba: x5 + y% =a
Indicatie. Curba care margineste domeniul este astroida cu brate egale
v
N
N ﬁ(‘a,O) X
Notéand aria domeniului cu (D), avem (D) = /dxdy = 4/ dzdy.
D D1
Se efectueaza schimbarea de variabile
x =rcos’t
y = rsin’t.
|
a2
Raspuns. Aria domeniului marginit de astroida din enunt, este 3 ]
10.3 Intrebari de autoevaluare
b d
1°. Ce interpretare are egalitatea // f(z,y)dxzdy :/ / f(z,y)dy | do, unde Iy = [a,b] x [c,d]? [ |
12 a c
2°. Enuntati definitia unui domeniu simplu in raport cu axa Oy. [
3°. Enuntati definitia unui domeniu simplu in raport cu axa Ox. [ |
4°. Demonstrati formula integrals Riemann — Green
e oP
/P(z,y)dz + Q(z,y)dy = // (8? — 6y> dxdy
r D
|
o : X g _ p , D((fo7 ¢) p ?
5°. Ce reprezintd formula f(z,y)daxdy = £ (p(u,v),9¥(u,v)) D, v) (u,v)| dudv?
U, v
. D Q
In caz ca o recunoasteti, demonstrati—o. [ |
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MC. 11 — Integrale de suprafata

11.1 Exercitii rezolvate

Solutie. Notam: A = ariaS; D = [0, 27] x [0, g} . Atunci

A://daz//\/mdudv.

{xu:—RSinusinv, Yy = Rcosusinv, 2z, =0

z, = Rcosucosv, vy, = Rsinucosv, z,= —Rsinv;
E = (2,)° + (yu)? + (22)* = R*sin’v

F=xy,x, + YuYv + 2u2y = 0
G = (-’E'u)2 + (%)2 =+ (Z‘U)2 = R2;

EG — F? = R*sin? v;

T
27 —
A= //R2sinvdudv = Rz/ du/2 sinvdv = 27 R?.
0 0
D
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Solutie. Fie D proiectia panzei conice pe planul zOy. Atunci D = {(x,y) € IR*| 2° + y> < 1} este un disc
inchis de raza 1. Notam cu A = aria S. Atunci

A=//@=/]¢KEEIEM@,
S D

unde
. 0z x - 0z Y )
Or a2t y? T Oy a2 y?
do = \/1+ p? + ?dady = V2dxdy.
Astfel,

A://\/dedyzm/i,

deoarece aria discului D este 7.

Solutie. Avem:

_ 0z x
P=%: = R2 — 22 — 42
0z y

O VRNl
do = /TP + Peady — —— 2
/R2 _ 1'2 _ yZ

dzd
M://psda://ps\/l+p2+q2dxdy:psR//—xy ,
s D D

dxdy;

R2 — 22 — 2

unde D = {(z,y) € IR*| 2% 4+ y*> < R?}. este proiectia lui S pe planul 2Oy, iar M este masa panzei.
Trecand la coordonate polare obtinem

27 R
pdp
M = psR / de —_—
0 0o VR?—p?
In virtutea omogenitatii panzei subtiri S si a simetriei fata de Oz, rezulta ca ¢ si yo sunt nuli. Prin urmare,
nu avem de calculat decat pe zg. Avem

M-ZGZpS//zda:psR//dxdy:psﬂ'R3.
S D

Rezulta: z¢ =0, yg =0, z¢g = g

= 2mpsR2.
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Solutie. Sunt de calculat trei integrale de suprafata. Fie mai intai,

I = //zdxdy
s

Notand cu S; emisfera situatd deasupra planului Oy, de ecuatie z = y/a2? — 22 — y2 si cu S3 emisfera inferioara,

de ecuatie z = —v/a2 — 22 — y2, rezultd ca

I ://zdxdy—i—//zd:vdy://zcos'yd0+//20087d0a
st sy 55

s

unde v este unghiul format de normala exterioara la sfera cu axa Oz. Deoarece pe 5’1+ avem cosy > 0, iar pe
S avem cosy < 0, rezulta ca

Ilz//\/az—xz—yzdmdy+//\/az—xz—yzdmdy=2//\/az—xz—dexdy,
D D D

unde D este interiorul cercului 22 4+ y? = a? din planul 20y. Trecand la coordonate polare, rezulta

1 0<60<2m
L= 2//(@2 —p?)2pdpdh, unde A :
0<p<a
A
sau
m “ 47 “ dma®
I1=2/ d¢9/ p\/aQ—p2dp:—?\/(a2—p2)3 =3
0 0 0

Rationand la fel pentru calculul celorlalte doua integrale, rezulta ca integrala

I, = //yda:dz
s

se transforms intr-o integrald dubla referitoare la domeniul 2 + 22 < a2, y = 0, iar integrala

I3 = //xdydz

S+

se reduce la calculul unei integrale duble pe domeniul 32 + 22 < a2, x = 0. Valorile lor sunt egale cu cea
obtinuta pentru /7. Avem,
I=1+1r+ I5 = 41a®.

Solutie. In figura de mai jos este desenata elicea cilindrica de pas constant.
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z
\
B(a._.ﬁ)__>
:"--..,\
~ . _ A Y
A(a,0,0)

Se observa ca punctele A gi B sunt situate pe aceeasi paraleld la Oz. Deoarece curba nu este inchisa, sub

aceastd forma nu poate fi aplicatd formula lui Stokes. Completind insi arcul AmB cu segmentul BA se obtine
o curba inchisa. Celelalte conditii de aplicabilitate ale formulei lui Stokes fiind satisfacute, avem

cosa cosf3 cosvy

o 9 9
/+/:// oz Oy 9. |do=0,
s P

AmB  BA Q R

S fiind o portiune de suprafata marginita de curba inchisa AmBA.
Ultima integrala este nula deoarece integrandul este nul. Urmeaza atunci ca avem

h 3
h
/ =- / = /(3:2 —yz)dx + (y* — x2)dy + (2% — zy)dz = / 22dz = / 22dz = 3
0
BA AB

AmB AB
deoarece pe AB avem y =0 si = a. ]
11.2 Exercitii propuse cu indicatii si raspunsuri
Exercitiul 11.2.1. Sa se calculeze aria sferei cu centrul in originea reperului i de razd R.

Indicatie. Ecuatiile parametrice ale sferei sunt

x = Rcospsinf

S:¢ y=Rsinpsing , ¢ €[0,2x], 6 € [0, ].

z = Rcosd
Se stie cd A = aria S = // VEG — F?dfdyp, unde D = {(0,¢) : 0 € [0, 7], ¢ € [0, 27]}. [
D

Rispuns. Aria lui S este 47 R°. ]
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Indicatie. Calculdm mai intai do = /1 + p? + ¢2dxdy, cu p = x si ¢ = y. Astfel do = /1 + 22 + y2dxdy. =

596
Ra I = [ |
aspuns. ST

Indicatie. Normala dirijata spre interiorul sferei are versorul 77 = (—E, _27 —i).
a a  a
Atunci [ = // (ycosa+ zcos B+ 3z cos) d =——// xy + zy + 3zz)do. [ |
Raspuns. [ = —2a>. |

Indicatie. Suprafata S are reprezentarea
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Se separa integrala data in doua integrale, dupa portiunile de suprafata Sy - fata laterala a conului si S -

capacul z = h, astfel ca
// N // " // '
st st st

Raspuns. I =0. ]

Exercitiul 11.2.5. Sa se determine centrul de greutate G al unei calote sferice omogene de raza R si inalfime
2—1

/2 R.
V2

1
Indicatie. Din motive de simetrie z¢ = yg = 0, iar zg = i // zdo, unde M = // do. [ |
s s

2
Raspuns. G (0,0, R;[> [ |

11.3 Intrebiri de autoevaluare

1°. S& se scrie ecuatia planului tangent la pinza parametrici neteda

z = z(u,v)
y=1y(u,v) , (u,v) € ACR?
z = z(u,v)
intr—un punct curent al ei. |

2°. S4 se scrie elementul de arie do al unei suprafete netede cu reprezentarea parametrica datd anterior. [ |
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3°. Ce reprezinti egalitatea // f(x,y, 2)do = // fx,y, 2(z, y)V/1 + p2(z,y) + ¢2(z, y)dzdy?
s D

In caz ca o recunoasteti, incercati sa o demonstrati. |

4°. Daca S este o panza materiala cu elementul de masa dm, atunci ce semnificd numerele: I, = / / (y2 +

22)dm; 1. = //azzdm; Ip = //(x2 + 9% 4 2%)dm ? [ |
s s

5°. Care este problema concreti care sugereaza introducerea notiunii de integrala de suprafati de al doilea
tip? [ |

6°. Demonstrati formula lui Stokes

([ 0 or om 0Q_or
/P(x, y,2)dx+Q(x,y, z)dy + R(x,y, z)dz = // <8y 82) dydz + (82 8x> dzdx + <8x 3y) dzdy
r s

unde I' = 0S. [ |
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Capitolul 12

MC. 12 — Integrala tripla

12.1 Exercitii rezolvate

Exercitiul 12.1.1. Sa se calculeze I = ///zdxdydz, unde V este domeniul definit de inegalitatile:

w2+y2+z2§a2; :c2+y2§z2; z > 0.

Solutie. Suprafata dati de ecuatia 22 + y? + 22 = a? este o sfera de razi a, iar suprafata 22 = 22 + y? este un
con cu varful in origine gi cu axa de simetrie Oz.

Deoarece z > 0, din con retinem doar panza superioard z = /22 + y2.

Intersectia celor doud suprafete este curba definita de ecuatiile

2

2, ,2_ 9

w+y—2
av/2

2

av'2 av'?2
adica un cerc de raza Tf situat la Inaltimea z = — Proiectia lui V' pe planul xOy este deci discul D cu
centrul in origine si raza av/2. Ecuatiile explicite ale suprafetelor care marginesc pe V sunt z = /22 + 12, z €

[O a\f] siz=+/a?2—a2%2—y2 z¢€ [a\z/i,a

. Deci explicitarea lui V' este data de

V= {azy, ) Va?+y? <z <Va? }

iar integrala tripla se reduce astfel

1= ff o= [ ([ o= [

Pentru calculul acestei integrale duble folosim coordonatele polare. Domeniul D este transformat in

oy
dxdy =3 // (a® — 222 — 2y*)dxdy.
D

2+y

a
A=1(po)|o<p<-L.o<o<or!l,
{(p )‘ == W}

105
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iar jacobianul transformarii este J = p. Astfel, integrala devine

-5/
2 Jo

1 /%" = T
= —/ d9/ (a* = 2p*)pdp = — Z(a® — 2p%)?

%E 2
( (a® — 2p? cos® 0 — 2p?sin?0)p d0) dp =
0

o
@

Solutie. V este un corp cilindric sectionat de planele z =0, z =1 gi y = 0, cu urmatoarea reprezentare

1= /V//(x2 + 9% dxdydz = é/ </01(x2 + y2)dz> dzdy,

unde D este interiorul semicercului z =0, y > 0, 2?2 + y2 — 22 < 0. Rezulta

= / / (2 + y?)dudy.

D

Prin urmare

Integrala dubla se calculeaza in coordonate polare si se obtine I = / / p3dpdh, unde
A

A={(p,9)‘0§p§2cos0, OSBS%}.

5 2cos 6 5 5
Se gaseste [ = / dO/ pidp = 4/ cos* 0.df = / (1 + cos 26)%df = ?ZTW [ |
0 0 0 0
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Solutie. Domeniul V este mirginit lateral de cilindrul z? + y? = a2, inferior de planul de ecuatie z = 0 si
superior de planul z 4+ y + z = 2a, cu urméatoarea reprezentare

A(0.0.0)

Avem
22
I= //\/ac2+y2 (/ dz) dxdy,
=
D

unde D : z =0, 22 +y? < a?, iar 2; = 0, 23 = 2a — x — y. Urmeazi atunci

I://\/m(z )dmdyz//(?a—x—y)\/mdmdy.

2a—x—y

0

Trecand in coordonate polare, ultima integrala devine:

2m a
I = //(2a — pcost — psin @) p?dpdd = / dG/ (2ap* — p® cos — p*sin0)dp;
0 0

27 3 4 4 a 27 3 4 4
P 14 P a a a .
I = 20— — — 0 — —sinf 0 = 24 — — — 0 — —sinf ) df =
/0 (a3 4cos 4sm)od /0 (a 3 4cos 4sm)d
2

dra*

drat a* . 2m a*
= 3 —Zsme +ZCOSO

0

0

Solutie. Domeniul V este simplu in raport cu Oz, deoarece este interiorul unui paraboloid de rotatie in jurul
axei Oz, limitat de planul z = 2. Avem urmétoarea reprezentare pentru V:
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Avem

unde D : 22 +y?> <4, z=0, iar z; =

_1 3|2 1 (=% +¢%)°
5//2 z2J2r20l:z:dy—§//(8—T dxdy.
D D
Trecand la coordonate polare, se obtine

1 P’
= — £ ) dpdo
3//(8” 8) e
A

unde A = {(p,0) |0 < p <2, 0<6 <27} Maideparte,

1 27 2 p7 27_[_ p8
I=>{ do — = )dp=" (40" - =
A I A U

2

= 8.
0

Solutie. Reamintim formula integrala Gauss-Ostrogradski

//dedz—i—Qd:rdz—i—Rd:vdy = /// (6P 8Q ZR) dxdydz,

unde S mirgineste corpul V. In acest caz: P(z,y,2) = 2222%y; Q(z,y,2) = 22; R(x,y,2) =y si

I—/// (8}3 (9Q 2R)d dydz-// 6zyz drdydz



MC. 12— Integrala tripla 109

unde V este interiorul elipsoidului pentru z > 0. Mai departe,

of1-2 -1 42 ef1- -1 ) 22 2
I=6 Ty zdz | dedy =6 Ty — dxdy = 3c zy | 1—— — 55 | dzdy,
0 2 | a b2
D D D

22
— + 5 <1
unde D : a? = b2~
T = apcost
Trecem la coordonate polare generalizate bocing jacobianul transformarii fiind J = abp. Astfel,
y = bpsin

integrala devine

I =3¢ // abp? sin @ cos (1 — p?)abp dpdh
A

unde A = {(p,0)[0< p <1, 0<0<2r}. In continuare avem:

2 1 2
2
I= 302/ sinc9cost9d€/ a*v?p*(1 — p?)pdp; I= 3% (—COZ 9)
0 0

27

1
/ a*v?p3(1 — p?)dp = 0.
0

0

12.2 Exercitii propuse cu indicatii si raspunsuri

a
Indicatie. Domeniul este interiorul unei sfere cu centrul in A (0, 0, %) sl raza R = ok Se utilizeaza coordo-

natelele sferice. [ |

7ra4

Ra = —. ]
aspuns 10

Indicatie. Domeniul V' este simplu in raport cu axa Oz. [ |

Raspuns.
a’b*c?

I =
8
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Indicatie. Volumul V' este simplu in raport cu axa Oz. [ |
R2p?
Raspuns. [ = T T ]

Indicatie. Masa solidului este M = / / / k|z|dzdydz. [
4
2
Raspuns. M = km;bc . [ |

Indicatie. In formula lui Gauss-Ostrogradski P(x,y,2) = 3, Q(z,y,2) = y*, R(x,y,2) = 2°. [ |
127wa®
Raspuns. I = ga . |

12.3 Intrebiri de autoevaluare

1°. S# se scrie formula de calcul a unei integrale triple cAnd domeniul de integrare este simplu in raport cu una

din axele de coordonate. Enuntati definitia integralei triple. ]
2°. Enuntati proprietétile integralei triple. |
3°. Demonstrati formula integrald Gauss-Ostrogradski. ]

4°. Ce seminificatie au numerele:
I, :po///(y2+z2)dV; I,y = ///pdeV; Io :po///(x2+y2+z2)dV ?
1% 1% 1%
| |

5°. Care este formula schimbarii de variabile intr-o integrals tripla cand se trece la coordonate polare generali-
zate? Dar cand se trece la coordonatele cilindrice? ]



Capitolul 13

MC. 13 — Elemente de teoria
campurilor

13.1 Exercitii rezolvate

Solutie. Gasim

gradr = grad /a2 + y2 + 22 = a i+ Y i+ - k=
Va2 +y2+220 a2+ + 22

Va2 +y? 4 22
ri+yj+zk r
NeETEE
grad (a-r) = grad (a1 + a2y + azz) = a1i+ a2j + ask = a;

0 .0 .0 (O, Or, Or N T
gradp(r) = goplr) i 5oe(r)i+ () k= (n) (G4 5oi+ 5ok) =@ ()

111
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dr Oy 0z
divr = 4123
ivr 3 + 2y + 9z + 1+
i j k
o 0
t = —_— - 0
rore r Oy Oz '
r Yy oz
0 0 0
(vV)r = (m% + vga—y + vga)r = vl + voj + vzk = v;
axr=(az—azy)i+ (asx — a12)j + (a1y — asx)k =
=>Va><r—i(az—a )+2(ax—az)+ (a1y —asx) =0
= oz 3Y ay 3 1 02 1Y 2x) = U.
Intrucat rezultatele (13.1) sunt intalnite frecvent in aplicatii, se recomands memorarea lor. [ |

Solutie. Gradientul campului scalar p(M) este vectorul

e 1 2b-r
(gra‘d QD)(M) = n(a : I‘) 1a+ T_Q(b + r) — r—4r,

din care, pentrun =1, a=1—jsi b =j — k se obtine

o1 1, 1
(erad)(4) =2i — 5j = ok, (grad)(B) = —5j + ;k.

2 2
Vectorii gasiti sunt ortogonali deoarece produsul lor scalar este nul.

Solutie. Divergenta cAmpului vectorial v(z,y, z) este

divv = V- v = 2¢/(x) + 2¢(x) + 2%

Impunand conditia ca v sa fie cAmp vectorial solenoidal, ceea ce Inseamna V - v = 0, ajungem la ecuatia
diferentiala liniara si neomogena de ordinul intai

#(2) + 2 pla) =~
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cu solutia generala
C x?

o(x) 2 4

Dupa inlocuirea functiei ¢ In expresia campului vectorial v se obtine

3 2
v(z,y,7) = (% - ”’Z)l +y(x% - %)1 + 222k (13.2)
Rotorul campului vectorial (13.2) se determina folosind
i j k
0 0 0
v — | 9 g i 13.3
rotv=V xv oz oy G ) ( )
P(z,y,2) Qz,y,2) R(z,y,z)
unde functiile P, @ si R sunt coordonatele campului vectorial
c 2 C x? 9
Din (13.3) si (13.4) rezulta
C «x
va:—QxZJ—y(—g—§)
|
Exercitiul 13.1.4. Se dd campul scalar o(z,y,z) = 2*y*2%. Se cer lindile de camp ale campului vectorial

v = Vi = grady si suprafata de camp care trece prin curba
ap =1l
I:
yr+ 2t =1.

Solutie. Se gaseste
0
v=-Ti+ Tj+ Tk =2xy%2% i+ 20%y2% j + 227y 2 k.
x
Sistemul simetric care da liniile de camp este

de dy  dz
20y222  222yz2  222y2z

Din primele doua rapoarte se obtine combinatia integrabila xdx = ydy din care deducem prima integrala prima
22 —y? =Ch.

A doua integrala prima se obtine similar considerand primul si ultimul raport. Gasim z? — 22 = Cs.

Din punct de vedere geometric prima integrald prima reprezinta o familie de cilindri hiperbolici cu gene-
ratoarele paralele cu axa Oz, in timp ce a doua este o familie de cilindri hiperbolici cu generatoarele paralele
cu axa Oy.

Ansamblul celor doua integrale prime reprezinta ecuatiile liniilor de camp

22—y =0

22— 22 =0y
O linie de camp este o curba rezultata din intersectia unui cilindru hiperbolic cu generatoarele paralele cu axa
Oz cu un cilindru hiperbolic avand generatoarele paralele cu axa Oy.
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Liniilor de camp le impunem sa treaca prin curba I' pentru a genera suprafata de camp cautata. Ajungem
la sistemul de patru ecuatii cu trei necunoscute

12—y2201
22— 22 =Cy
r=1

yt 2t =1,

Pentru ca acest sistem sa aiba solutii, constantele C si C5 trebuie sa fie legate prin relatia de conditie sau

conditia de compatibilitate
(1—0C1)* 4+ (1 —Cr)* =1.

2 — 22 obtinem ecuatia carteziani implicitd a suprefetei de camp

Inlocuind €y = 22 — Y siCy=2a
Q-2+ +(1-2+22)%2-1=0

in care recunoagtem o suprafata algebrica de ordinul patru. |

Exercitiul 13.1.5. Se da campul vectorial v(z,y, z) = @(r)grado(r), unde ¢ este o functie reald diferentiabila,
iar r = /22 + y2 + 22 este norma vectorului de pozitie v a unui punct arbitrar M € IE>. Se cere:

a) sd se calculeze divv;

b) sd se arate ca v este un cGmp vectorial irotational;

1
¢) in ipoteza cd p(r) = ——, sa se gaseascd punctele M pentru care divv = 1.
T

Solutie. Pentru primele doua puncte folosim formulele:

div(pu) = ¢@divu+ u-grady; (13.5)

rot (pu) = ¢rotu—u x grad g, (13.6)

unde ¢ este un camp scalar, iar u este un camp vectorial, ambele diferentiabile pe domeniile lor de definiie.
In cazul acestui exercitiu, campul vectorial u = grad .
Aplicand (13.5), avem

div (¢(r) (grad ¢)(r)) = @(r)div grad (r) + grad ¢(r) - grad o(r).

Insi divgrad o(r) = V2p(r), unde V? este operatorul lui Laplace

Se obtine
div ((r) (grad @) (r)) = @(r)V2¢(r) + [lgrad o (r)||*. (13.7)
Pentru al doilea punct aplicdm (13.6) gi gasim

rot (¢o(r)grad ¢(r)) = ¢(r) rot grad p(r) — grad ¢(r) x grad ¢(r).

Ins#, rot grad o(r) = 0, iar grad ¢(r) x grad ¢(r) = 0, prima fiind evidentii dacii se foloseste (13.3), a doua
rezultand din faptul c& produsul vectorial a doi vectori coliniari este vectorul nul. Asadar,

rot (¢(r)grad ¢(r)) = 0,
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ceea ce trebuia demonstrat.

1
Pentru cel de al treilea punct folosim (13.7) in care ¢(r) = - Avem

v2( - %) = divgrad (- %) = —div - grjf’") = div (%) (13.8)

Calculand ultimul termen din (13.8) folosind formula (13.5), obtinem

—3r
. r 1 .. r 3 r 3 3

dlv(r—3>:T—3d1vr+r-grad(r—3>zr—3+r-< ’I"6 )Z’I"_3_’r’_3:0 (139)

. . ¢ 1 1y112 r|z 1

Din (13.7) si (13.9) rezulta divv = ngad < — —) H = H — —3H = -

r r r
Din conditia divv = 1 rezultd 2% + y? + 22 = 1, ceea ce inseamna ci punctele M (x,y, ) se afli pe sfera de
raza 1 cu centrul in origine. [ ]

13.2 Exercitii propuse cu indicatii si raspunsuri

Indicatie. In toate cazurile se impune conditia divv = 0. In fiecare caz aceasta conditie conduce la cate
A co1s . L e 3 . .
o ecuatie diferentiald. De exemplu, prima ecuatie diferentiald este ¢’ + —p = —4, iar a treia are forma
r

3p + r¢’ = 0 care este o ecuatie diferentiald cu variabile separabile. ]

Raspuns. Pentru fiecare din cele trei caAmpuri vectoriale functia ¢ este:

C C c
o(r) = 3 r o(r) = W; o(r) = 73
In toate cazurile C' este o constanti reald de integrare, arbitrara. ]

Indicatie. Se arata ca rotv = 0. ]

nRaspuns. o(r)y=r?=a2+y*>+ 2% f(M) = f(x,y,2) = r + C, unde C este constanti arbitrara. [ |
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Raspuns.

a) Suprafata de nivel, de ecuatie zy + yz + zx + 1 = 0, este o cuadrica adicd o suprafatd algebrica de
ordinul doi ;

— AB 2, 2. 1
b) AB=2i+2j—k s=——— =itk j_‘g(A):;
| AB |
de dy dp
d) derivata este maxima dupd directia normalei n in punctul A la suprafata de nivel. Avem

N 1
N =(gradp)(4)=i+3] = n= i

3 .
= 1 +
NI~ Vio | vio)

L) =V,

c) (gradp)(A)=1i+3j, (grady)(B)=2i+4j+4k = (grady)(4) x (grad)(B) = 12i — 4j — 2k.

Indicatie. Se scrie sistemul simetric al liniilor de camp

dx dy dz

2 —yz yl-—zzx 22—y
si se determina doua integrale prime independente functional. Acestea pot fi:

T — —Zz
y:C’l; Y ZCQ
y—z zZ—X

Raspuns. Liniile de camp sunt dreptele in spatiu

r—(1+C)y+Ciz=0
Cox+y— (1+Cq)z=0.
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Exercitiul 13.2.5. Sa se determine functia p(z) astfel incdat campul vectorial
v(M) = 2zp(z)i — yo(z)j + 6222k

sa fie solenoidal.

Indicatie. Din conditia ca (divv)(M) = 0 rezulta ecuatia diferentiala liniaria neomogena

1
/
il - _3
() + 5op(2) x
G oa A . - , o .. dep ldx
Se afla intai solutia ecuatiei omogene ¢’ () + 2—90(36) = 0, care daci se scrie in forma — + 5, = 0. Se
x © x
o c G . . - .
determina ¢, = T, unde C' este o constanta arbitrard. Se cauta apoi solutia ecuatiei neomogene in forma
T
u(x) . 6 , . . .
p(x) = Jz Se gaiseste u(z) = C — 5% V/z si apoi functia (). [ |
z

C 6
Raspuns. ¢(z) = — — -z
Ve b

13.3 Intrebiri de autoevaluare

1°. Definiti notiunile: cAmp vectorial potential ; potentialul scalar al unui cAmp vectorial; cAmp
conservativ de forte; functie de forta; camp gravitational si demonstrati cad un camp gravitational este
un camp conservativ de forte. Determinati functia de forta a campului gravitational.

Indicatie. Forta F cu care este atras de catre Paméant un punct material M de vector de pozitie r este

F(M) = —%r,

unde C' este o constanta pozitiva, iar r este norma vectorului r. Functia de fortad U se determina din definitia

acesteia, adicd din F(M) = (grad U)(M). [ |
9 y C

Raspuns. Se gaseste U(M) = —. [ |
r

2°. Presupunem cii v : D — IR® este un camp vectorial continuu diferentiabil pe domeniul D ¢ IR® care are
coordonatele v (x,y, 2), va(x,y, 2) si v3(z,y, 2).
Demonstrati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

e v este camp vectorial potential;

e integrala curbilinie /

v-dr = / vi(x,y, 2)dx+va(x,y, 2)dy+vs(x,y, 2)dz este independentd de drum
c c

pe D;
e expresia diferentiala
w=v-dr=uv(z,y,2)dz + va(x,y, 2)dy + vs(z,y, 2)dz
este diferentiala totala pe D.

3°. Demonstrati ci un cAmp vectorial potential v : D C IR® — IR® al carui potential ¢ € C?(D) este camp
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vectorial lamelar. n

4°. Scrieti sub diverse forme formula integrald Gauss—Ostrogradski si demonstrati ci

// n;x; do = (51']' VOl\/v7

S

unde V este un domeniu cubabil, vol V este volumul domeniului V| S este este frontiera lui V care este
o suprafata inchisa neteda pe portiuni, ni,ns,n3 sunt cosinusii directori ai normalei exterioare n
intr—un punct regulat de coordonate x1, x2, x3 al frontierei S. [ |

5°. Scrieti:
e formula integrala a gradientului;
e formula integrala a rotorului;
e prima identitate a lui Green;

e a doua identitate a lui Green.



Index de notiuni

gir de functii reale de o variabila reala uniform conver-
gent, 21
sir de puncte
convergent, 24
dintr—un spatiu metric, 24
fundamental, 24
gir numeric fundamental, 16, 24
multime marginita in IR, 9

a doua identitate a lui Green, 118
bila deschisa intr—un spatiu metric, 19

camp
conservativ de forte, 117
gravitational, 117
camp vectorial
irotational, 114
lamelar, 115
potential, 117
solenoidal, 112
cazuri de nedeterminare, 9
cilindru
hiperbolic, 113
clase de echivalenta pe o multime, 9
conditie de compatibilitate, 114
conditie necesara de extrem, 66
conjugatul unui numar complex, 24
constanta reala de integrare, 115
constanta lui Euler, 12
continuitate, 36
contractie pe un spatiu metric, 20
convergenta unei serii numerice, 16
coordonatele unui camp vectorial, 117
cosinugi directori, 118
criteriul
in o pentru studiul naturii unei integrale impro-
prii, 72
lui Abel, 74
lui Cauchy de convergenta a unei integralei impro-
prii, 74
lui Dirichlet, 74
criteriul general de convergenta (Cauchy) al unui sir
numeric, 16
criteriul lui D’Alembert, 14
criteriul raportului, 14
cuadrica, 116

definitia cu giruri a limitei unei functii intr—un punct,
21

derivate partiale de ordinul intai, 66

diferentiala totala, 117

diferentiala de ordinul intai a unei functii, 66

discriminantul unui trinom de gradul doi, 23

distanta Euclidiana, 21

divergenta unei serii numerice, 16

domeniu, 66

domeniu cubabil, 118

ecuatia carteziand implicitd a unei suprefete, 114
ecuatia diferentiala Bessel de ordin intreg, 80
ecuatie cu derivate partiale, 58, 64
ecuatie diferentiala, 115
cu variabile separabile, 115
liniara neomogena, 117
elicea cilindrica de pas constant, 42, 99
expresie diferentiala, 117
extreme locale, 66

formula integrala
a gradientului, 118
a rotorului, 118
formula integrala Gauss-Ostrogradski, 108
frecventa, 40
frontiera unui domeniu, 118
functia
Bessel de indice intreg, 80
identitate, 8
functie
armonica, 44
continud pe o multime conexa, 36
de forta, 117
diferentiabila, 66
diferentiabila de doua ori, 66
Hoélder, 36
holderiana, 36
injectiva, 6
integrabild in sens generalizat, 67
Lipschitz, 36
reald de n variabile reale definita implicit, 66
reald de mai multe variabile reale, 66
scop, 66
surjectiva, 6
functiile lui Euler, 79

generatoare, 113

119
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independenta de drum a unei integrale curbilinii, 117
inegalitatea
Cauchy — Buniakowski — Schwarz, 9
lui Bernoulli, 8, 11
integrala Euler, 78
integrald improprie
cu limita superioara de integrare punct singular,
67
convergenta, 68
divergenta, 68
integrala improprie de tipul al doilea, 74
integrala lui Poisson, 75
integrale prime independente functional, 116
integralele lui Fresnel, 76

legaturi, 66

limita fundamantala, 21

limita punctuald a unui sir de functii, 22
lungimea, 111

lungimea unui vector, 112

marginea
inferioara a unei multimi de numere reale, 9
superioara a unei multimi de numere reale, 9
marginea superioara a unei functii, 22
metoda schimbarii de variabila pentru calculul unei in-
tegrale improprii, 70
metrica
Euclidiana, 19, 21, 25, 33
lui Cebagev, 22
metrici echivalente, 19
metrici echivalente pe o acceasi multime nevida, 19
modulul unui numar complex, 24
multime marginita si inchisa, 36
multime total ordonata, 9

natura unei integrale improprii, 68

norma pe un spatiu vectorial real, 22

norma, 111

norma Euclidiana, 20

norma unui vector, 112

normala exterioara intr-un punct regulat al unei supra-
fete, 118

operatorul lui
Hamilton, 111
Laplace, 114

partitie, 6

potentialul scalar al unui camp vectorial, 117
prima identitate a lui Green, 118

primul crieriu de comparatie, 70

principiul contractiei, 20

produs scalar pe un spatiu vectorial real, 25
punct sa, 66

punct de maxim, 66

punct de minim, 66

Index de notiuni

punct fix, 24

punct fix al unei aplicatii, 20

punct stationar, 66

puncte critice ale unei functii diferentiabile, 66

relatie
de conditie, 114
relatie de ordine pe o multime, 9
relatie de recurenta, 20
relpe atie de echivalenta intr—o multime, 9

semifactorial, 69
seria
geometrica, 16
lui Riemann, 16
seria lui Riemann, 14
serie alternanta, 17
serie numerica alternanta, 17
serii numerice absolut convergente, 17
sistemul simetric al liniilor de camp, 116
solutia generala a unei ecuatii diferentiale, 113
solutie a ecuatiei diferentiale, 80
spatiu Euclidian real, 25
spatiu
afin Fucliidian tridimensional, 111
Banach, 20
spatiu metric
complet, 24
conex, 36
conex prin arce, 36
spatiul metric Euclidian al numerelor reale, 20
suprafata
inchisa neteda pe portiuni, 118
de nivel, 116
suprafata algebrica
de ordinul doi, 116
de ordinul patru, 114

tensor metric pe un spatiu vectorial real, 25
teorema

de punct fix a lui Banach, 20

functiilor implicite, 66
traiectoria unui drum parametrizat, 42

unghiul dintre doi vectori, 112
uniform convergent, 21
uniforma continuitate, 36

variabile intermediare, 59, 65
vectori
coliniari, 26
liniar dependenti, 26
vectori ortogonali, 112
vectorul de pozitie al unui punct, 111, 112
volumul unui domeniu cubabil, 118
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