Sesiunea ianuarie—februarie 2011
Matematici Speciale
Examen

1. Sa se reduca sistemul de ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intai,

dr
E_y
dy
E—z
dz
at =

la o singura ecuatie de ordin superior si sa se gaseasca apoi solutia sa generala.

2. Sa se determine suprafata de camp a campului vectorial

v(z,y,z) = ay?i+2?yj+ (22 +y?)zk,

rx = 2
(F):{ ’

care trece prin curba

z = 1.

3. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala reala

2

7 +o0 T d
B /_oo (22 +1)(22 + 9)2 v

z
(z+1)(z—1)3
laritatile —1 (pol simplu) si 1 (pol triplu). Se cere dezvoltarea functiei in serie
Laurent in jurul punctului zy = 1.

4. In planul complex la distanta finita, functia f(z) = are singu-

5. Seria Fourier a unei functii periodice.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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Sa se determine suprafata de camp a campului vectorial
v(z,y,z) = zi+tyj+(z—2>—y*+1)k,

care trece prin curba

r—2z = d?
(I) - 2 4,2 2
r+y* = a*—1

. Sa se determine functia olomorfa f(z) = u(x,y) + iv(z,y) stiind ca

u(z,y) = 2°—3zy*+2zy—x si f(0) =1

Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala reala

+oo 2 4+ 1
I—/x—'—dx.

—00 ZL‘4+1

Sa se dezvolte in serie Taylor functia f(z) = intr—o vecinatatea lui zy = 0.

22+

Divergenta unui camp vectorial.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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1. Sa se determine solutia generala a sistemului de ecuatii diferentiale ordinare de
ordinul intai, liniar i omogen

v = —9y1 — 12y, — bys,
Yy = 5y1+ 6y2 + 3ys,
ys = y1+4y2 +ys.

Indicatie. Se va utiliza metoda eliminarii. Se ajunge la ecuatia diferentiala
liniara gi omogena de ordinul trei cu coeficienti constanti ¢} 42y} — 4y} —8y; = 0,
careia i se va determina solutia generala.

2. Sa se determine suprafata de camp a campului vectorial

v(z,y,2z) = xzityzj+ (22 +9*+ 22k,

r = 1
o {7
z =Y

3. Sa se arate ca daca f(z) = u(z,y) +iv(z,y) este olomorfa intr-un domeniu D,
atunci functia (z) = U(z,y) + iV (x,y), unde

care trece prin curba

Ulx,y) = e?(@Y) cog u(z,y), Vixr,y) = —e(@Y) gin u(z,y),
este olomorfa pe D.

4. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala reala

;I — /+°° x?—x+2

————dx
oo x* 41022 + 9
5. Rotorul unui camp vectorial.
Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.

Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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1. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare de ordinul doi cu
coeficienti constanti, neomogena
y// . 9y/ + 20y — x2 . 64x

gl apoi sa se rezolve problema lui Cauchy cu conditiile initiale y(0) = —1,
y'(0) = =3.

2. Sa se determine suprafata de camp a campului vectorial

v(z,y,2) = zi+yj+ (z—2?siny)k,

2
xr =y
() : {
z = 0.
3. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala reala

B [oo (22 — 4z + 5)? .

care trece prin curba

4. Sa se dezvolte in serie Fourier functia periodica f(t), de perioada 7, definita pe
intervalul (0,7) prin f(t) = e~*, unde a este o constanta reald pozitiva.

5. Domeniul de convergenta a unei serii Laurent.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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1. Folosind metoda eliminarii, sa se rezolve sistemul diferential liniar gi neomogen

Vi =
Yy = —Yi1+ Yo+ cosm.
Raspuns:

V3

3
Y1 = e*/? (C’l coS + Oy sin 'I;/_) —sinx

1 x\/§ x\/§
—  ZpT/2 _ in Yo _
Yo = 26 ((C’l + Cg\/g) cos 5 + (CQ C’l\/g) sin 5 ) CoS T.
2. Pentru functia f(z) = u(z,y) + w(z,y) se cunoaste partea sa reala
z 2 2 Y
u(z,y) = 5111 (" 4+ y°) — yarctg;, f(z0) = 0.

Sa se determine f(z) stiind ca este functie olomorfa.
Raspuns: f(z) = zIlnz

3. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala reala

+oo dx
I = /_oo @ rayp @70

4. Sa se determine suprafata de camp a campului vectorial
v(z,y,z) = coshaxi+ysinhxj+ %sinhxk,
care trece prin curba
() : { g; i g‘coshx

5. Sisteme diferentiale sub forma simetrica.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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1. Sa se determine acea solutie a ecuatiei diferentiale
y" — 2y + 2y =" (2cosx — 4rsinx)

care satisface conditiile initiale y(0) = 0 si v'(0) = 1.

Indicatie: Se arata ca solutia generala a ecuatiei diferentiale date este y =
(Cycosw + Cysinx)e® + x? cosz, dupa care se determind constantele arbitrare
din conditiile initiale.

2. Sa se demonstreze ca daca functia f(z) = u(x,y) +iv(x, y) este olomorfa pe un
domeniu D din planul complex, atunci functia reala de doua variabile reale

plz,y) = (e”(l”y) + e‘”(w’y)) sinu(z,y)
0? 0?
este armonicd pe D, deci si se arate ca VZp(z,y) = ge 9% .
ox?  Oy?

3. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala reala

7 o— /00 dx
Jo (22 +a?) (22 4 b2)

4. Sa se reprezinte printr-o integrala Fourier functia
sint, |t| < nm,
0, t| > nm,
n fiind un numar natural, n > 1.

5. Forma complexa a seriei Fourier.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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1. Se da campul de forta definit pe IR?
F(x,y,2) =yz2x +y + 2)i+ zz(z + 2y + 2)j + zy(z + y + 22)k.

Sa se arate ca F este camp vectorial irotational si sa se determine functia de
forta.

2. Sa se determine functia olomorfa f(z) = u(z,y) + iv(x,y) stiind ca
v(xz,y) = e*(zsiny+ycosy)+xz+y si f(0)=0.
Raspuns: f(z) = (1+41i)z + ze€”.

3. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala reala

+oo x cos2x
o ey,
o X2 =224+ 10

4. Sa se determine functia f(t) care satisface ecuatia integrala Fourier

o0 1
/ f(t)costerdt = ———, x>0,
0

22 +a?’ T T
unde a este o constanta pozitiva.

5. Sisteme de ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intai neliniare sub forma nor-
mala. Legatura cu ecuatiile diferentiale de ordinul n. Integrale prime. Solutie
generala.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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1. Sa se gaseasca solutia generala a sistemului simetric

dx dy dz

z@t+y)  —yle+y) (y—2)Q2r+2y+2)

2. Sa se demonstreze ca au loc identitatile
Volpu) = @(V-u)+u-(Vy)
Vx(pu) = ¢(Vxu)—ux(Vy),

unde V este operatorul lui Hamilton, V., Vx sunt divergenta si rotorul cam-
purilor vectoriale tiparite dupa semnul ”-” respectiv ” x” care sunt definite pe

domeniul D C IR?) cu valori in IR?, iar V¢ este gradientul campului scalar
v:DcCR— R

3. Folosind metodele de calcul ale unor integrale reale cu ajutorul teoriei rezidu-
urilor, sa se arate ca

/00 x? —a? sinwzr
0

ORI R dxzﬂ(e_a”—1>, w>0, a>0.

2

4. Sa se reprezinte printr—o serie Fourier functia f(t), periodica de perioada 2w,
definita prin
1, pentru te€ (0,m)

ft) =

—1, pentru t € (m,2m)

5. Functia exponentiala in complex

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.



Sesiunea ianuarie—februarie 2011
Matematici Speciale
Examen

1. Sa se determine solutia generala a sitemului de ecuatii diferentiale sub forma

normala
y
de — (z—y)?
L
de — (z—y)*

2. Sa se demonstreze identitatea
Viuxv)=v:-(Vxu)—u-(Vxv),
0

0
unde V = —i+ —j + —k este operatorul lui Hamilton, V x u = rot u este

or 0Oy 0z

rotorul campului vectorial u, V - (u x v) este divergenta produsului vectorial
al vectorilor u si v, iar punctul dintre doi vectori reprezinta produsul scalar al
acelor vectori.

3. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala reala

+o0 in 2
I — / T SIn 2T do.
—o00 2 — 21 + 10
4. S se afle transformata Fourier prin cosi functiei f(z) = — i di
. Da se alle transiormata rourier prin cosinus a lunctlel xTr) = S1 din
P il (1+2%)2°

rezultatul obtinut sa se deduca relatia

u

o rsinux Tue
T ogdt = ——
o (1+2?) 4
5. Derivata dupa o directie a unui camp scalar sau vectorial. Gradientul unui
camp scalar.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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1. Sa se determine regiunile planului complex unde functia complexa de variabila
complexa
f(z) = |2* = y?| + 2i|zy]

este olomorfa. In fiecare regiune gasita, sa se determine derivata functiei f(z).

2. Sa se calculeze integrala complexa

/ ze® dz,
c

unde curba C' este segmentul de dreapta avand extremitatile in origine si in

m .
punctul z = 5 1.

3. Fie functia complexa

322 — 122+ 11
(z—=1)(z—2)(z—3)

Sa se dezvolte f(z) in serie de puteri ale lui z pe domeniul 1 < |z| < 2.

f(z) =

4. Sa se rezolve problema lui Cauchy pentru ecuatia diferentiala
y" =2y + 10y =0,
cu conditiile initiale y(/6) = 0, /(7/6) = e™/°.

5. Campuri vectoriale. Linii si suprafete de camp.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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1. Sa se determine functia olomorfa f(z) = u(z,y) + 1w(x,y) stiind ca
u(x,y) = 2% -3z +2zy—x si f(0) =i

2. Sa se studieze comportarea seriei de puteri

> 1
Zn2,3n

n=1

(z —20)".

3. Sa se reprezinte printr-o serie Fourier functia periodica de perioada T = =

f(t) =|sint|.
4. Se considera ecuatia diferentiala cu derivate partiale de ordin 1

ou ou ou
20— —y—+2°- — =0.
ox dy 0z
Se cere sa se determine solutia generala si sa se rezolve problema Cauchy cu
conditia initiala u(z,y,1) = = + y.

5. Sisteme de ecuatii diferentiale liniare gi omogene. Matrice fundamentala a unui
sistem omogen. Determinantul lui Wronski. Solutia generala a unui sistem
omogen de ecuatii diferentiale.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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1. Sa se determine functia olomorfa f(z) = u(z,y) + iv(z,y) stiind ca partea sa

reala este
2

2 + 92’

iar valoarea functiei in punctul zp = 1 este f(z9) = 2 — ie.

u(z,y) = €e"siny+

2. Sa se dezvolte in serie trigonometrica Fourier functia

1

fle) = 5+ 3sinx

Indicatie: se va alege ca interval de lungime perioada T = 27 intervalul [—m, 7].

3. Se considera ecuatia diferentiala cu derivate partiale de ordin 1

0z 4 Oz

a) Sa se determine solutia generala;
b) Sa se rezolve problema Cauchy cu datele

x = a
2ayz = a®+ 2.

4. Sa se arate ca au loc identitatile:

V x (V) =rot (grade) =0, V-(V xv)=div(rotv)=0.

5. Seriile trigonometrice Fourier a unei functii pare si a unei functii impare.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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1. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala complexa

62
1= [
rz(i—z)3 =

unde I este cercul de raza a cu centrul in origine si a # 1. Discutie dupa a.

2. Sa se dezvolte in serie trigonometrica Fourier functia

0, pentru z € [—(,0]
f:[-00 =R, f(x)= {

x, pentru z € [0,/].

3. Se da campul de forte
F(z,y,z) =yzQ2x +y+ 2)i+ zz(x + 2y + 2)j + zy(x + y + 22)k.

Sa se arate ca acest camp vectorial este irotational si sa se determine functia
de forta.

4. Folosind metoda eliminarii, sa se determine solutia generala a sistemului liniar
de ecuatii diferentiale de ordinul intai

¥ = —xty+z+e
Yy = x—y+2z+ed
= r+y+z+4

si apoi sa se rezolve problema lui Cauchy cu conditiile initiale

z(0) = y(0) = 2(0) = 0.

5. Serii de puteri in complex. Teorema lui Abel. Raza de convergenta a unei serii
de puteri.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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1. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala complexa

unde curba I este, pe rand, unul din discurile

1) |z—21] = 2
r: {92 [z+2] = 2
3) |z] = 4.

2. Sa se dezvolte in serie trigonometrica Fourier functia

l1—oacosx

f(x) la| <1, a #0.

T 1—2acost +a?’
Indicatie: se va alege ca interval [a, a + T'] intervalul [—7, 7].
3. Sa se integreze ecuatia diferentiala cu derivate partiale de ordin 1, cuasiliniara

0z 0z 0z T1Xg "« Ty
Tim— +t o —+ Xy — =2+ ——.

0xy 01y ox, z
4. Sa se arate ca au loc egalitatile:
Vi(u+v) = V-u+V-.v;
Vx(u+v) = Vxu+Vxv,

unde u, v sunt campuri vectoriale diferentiabile pe domeniul D C IR?, V este o-
peratorul lui Hamilton, V- este divergenta si V x este rotorul campului vectorial
scris alaturat.

5. Dezvoltarea unei functii analitice intr—o serie Laurent.
Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.

Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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3z + 2

. Sa se dezvolte in serie de puteri functia f(z2) = —
z(z—1)2

a) in jurul punctului zo = 1;

b) in jurul punctului zy = 0.

. Utilizand teorema reziduurilor, sa se arate ca

eiz
rzcs—m

unde I" este cercul de raza arbitrara R > 0 cu centrul in origine.

. Folosind transformarea Fourier, sa se rezolve ecuatia integrala

1

- du = ———.
/0 o(u) coszxudu o

. Sa se reprezinte printr—o integrala Fourier functia factorul discontinuu al lui

Dirichlet
1, pentru |t| < a,

ft)y = pentru t = +a,

1
2 )
0, pentru |[t| > a,
unde a > 0 este un numar constant.

2
. Integrale reale de forma I = / R(sind,cos #)df, unde R(sinf,cosf) este o
0

functie rationala in sin @ si cos 6, rezolvate cu ajutorul teoremei reziduurilor.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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. Sa se calculeze derivata campului scalar
p(z,y,2) = 2* +y* + 2°
dupa directia de parametri (2, —1,2) in punctul My(1,2,3).

. Sa se afle raza de convergenta a seriei de puteri in complex

S
7;) (3n)!z ’

. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala improprie

/oo P +x+3
1= x.
—oo T4 + 1322 + 36

. Sa se determine liniile de camp ale campului vectorial

v(z,y,2) = zityj+(z+Va7+ 2+ )k

. Campuri scalare. Suprafete de nivel. Curbe de nivel.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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1. Sa se gaseasca punctele din planul complex in care functia
f(z) = 22 +iz°+42 +62 +8
este monogena. In punctele gasite, sa se calculeze derivat functiei.

2. Sa se determine liniile de camp ale campului vectorial
V(J:a Y, Z) = (xy - 222)i + (43;2 — yz),] + (yZ — 2$2>k

3. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala reala

+o0 dx
[ = /m a0

4. Sa se determine functia ¢(x) astfel incat campul vectorial
v(P) = 2z¢(x)i— yp(r)j+ 6272k

sa fie solenoidal.
Raspuns: Din conditia ca div v(P) = 0 rezulta ecuatia diferentiala liniara

1

¢ (r) + 55 P@) = =3z,

[ P(z)d P(x)d
care se integreaza cu formula p(z) = e / (=) ZB(C’ + /Q(x)e/ () :de>’

1 C 6 2
unde P(x) = o si Q(z) = —3z. Se obtine p(z) = ﬁ _ %
5. Serii de functii de o variabila complexa, uniform convergente. Criteriul lui

Weierstrass, criteriul lui Cauchy gi proprietatile de continuitate, integrabilitate
oo

si derivabilitate a sumei f(z) a unei serii de functii »_ w,(z) uniform conver-
n=1

genta pe un domeniu D C (.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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oA a-'r
1. Se dd campul scalar p(z,y,2) = —5—, unde
T

a=2i+j—k, r=zityj+zk, r=|r|=vaz+y®+2%

Sa se calculeze unghiul dintre gradientul acestui camp in punctul A(2,1,1) si
gradientul aceluiagi camp in punctul B(0,1, —1).

2. Sa se determine liniile de camp ale campului vectorial

v(z,y,2) = (zz—y)i+ (yz—2)j+ (1 -2k

3. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala reala

2

o0 T
[ = / dz.
o (@2 +a2)(a2+ 622"

4. Sa se determine functia olomorfa f(z) = u(x,y)+iv(x,y) cand se cunosc partea

imaginara
Y

:E2+y2

si valoarea sa in punctul zy = 1 care este f(z) = 0.

U(C(],y) =Y—-

5. Proprietati ale transformatei Fourier.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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1. Fie ecuatia cu derivate partiale de ordinul intai cuasiliniara

Sa se determine solutia generala si sa se rezolve problema lui Cauchy cu conditia

initiala
r = 2,
2(2,y) =149y* —
2 = 1+92
2. Fie functia complexa
322 — 122+ 11

fz) = (- 1(z-2)(z—3)

Sa se dezvolte f(z) in serie de puteri ale lui z pe domeniul 1 < |z| < 2.

3. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala reala

7 +oo T p
B /_oo (22 — 6z + 102"

4. Sa se calculeze rotorul campului vectorial
v(P) = rot u(P) + grad (%),

unde u(P) = zi+ 2yzj + (2% + 2?)k, si sd se arate ci el este irotational, deci
ca rot v(P) =0.

5. Campuri vectoriale. Linii i suprafete de camp.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.

19



Sesiunea ianuarie—februarie 2011
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Examen

1. Sa se rezolve problema lui Cauchy pentru ecuatia cu derivate partiale liniara si
omogena

ou 5 Ou ou

cu conditia initiala u(x,0, z) = 2z(z — x).
2. Sa se determine functia f(z) = u(z,y) + iv(z,y), olomorfa in intreg planul
complex la distanta finita, stiind ca :

u(z,y) = 2® —y* +4zy;  f(0) =0.

z
(z+1)(z—-1)°
laritatile —1 (pol simplu) si 1 (pol triplu). Se cere dezvoltarea in serie Laurent
a acestei functii in exteriorul discului inchis

3. In planul complex la distants finitd, functia f (z) = are singu-

B(1,2)={zeC: |z—1] <2}.
4. Se considera campul vectorial
v(P)=2zi+yzj+u(z,y) k.
Sa se dtermine functia necunoscuta u = u(z,y) astfel incat v - rot v = 0.

5. Sisteme de n ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intai neliniare sub forma
normala si legatura lor cu ecuatiile diferentiale de ordinul n.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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Examen

. Folosind metoda eliminarii, sa se determine solutia generala {y(z), z(z)} a sis-

temului de ecuatii diferentiale liniare de ordinul intai

y o=z
2 = —y

si apoi sa se rezolve problema lui Cauchy cu conditiile initiale

y(r/3) =1, =z(n/3)=-1.

. Se cere: integrala generala a ecuatiei diferentiale de ordinul intai cuasiliniare

0z 0z
oty By = (2* +9%)z;

suprafata integrala care contine curba

y = L
z = axsin(2? —1).

Scrieti rotorul campului vectorial F = (P, Q, R), aratati ca
F(z,y,2) =yzQ2x +y+2)i+zz(z+ 2y + 2)j + zy(r + y + 22)k

este un camp irotational pe IR? si determinati-i functia de forta.

2T
Calculul integralelor reale de forma I = / R(sin 6, cos #)df cu ajutorul teore-

mei reziduurilor si rezolvarea efectiva a integralei
27 de
]:/ —————, a€ R, |a>1.
0o a-+sind
2
Raspuns: [ = ——.
a’?—1

Functia exponentiala in complex.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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Examen
1. Sa se determine suprafata de camp a campului vectorial
v(z,y,2) = 2y’ + 2%yj + (2% + y°)2k,

care trece prin curba I' de ecuatii
r = 2y,
I:
z = 1
2. Sa se determine punctele z = x + iy in care functia complexa de variabila

complexa
f(z) = a* —day +y +i(3z — y°)

este monogena si sa se calculeze derivata functiei in punctele gasite.
3. e Sa se scrie formula de evaluare a reziduului unei functii complexe de vari-

abila complexa f(z) intr—un pol simplu zq al ei gi Intr—un punct multiplu
2o de multiplicitate p.

e Folosind formulele cerute mai sus, sa se determine reziduurile functiei

z

&)= e

+o00
4. e Integrale de forma / f(z)dz calculate cu ajutorul teoremei reziduurilor;

—0o0

+00 :[;2

dz.

e Sa se calculeze integrala improprie I = / S —
—o 1 + x4

5. Seria Fourier a unei functii periodice.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.

22



D.

Sesiunea ianuarie—februarie 2011
Matematici Speciale

Examen

. Folosind metoda eliminarii, sa se determine solutia generala a sistemului

v = 251+
vy = 1+ 2y,

. Sa se determine liniile de camp ale campului vectorial

v(z,y,2) = zi+yj+ (z+v22+y2+ 22k

. Fie variabila complexa z = x + iy si Z = x — 1y conjugata complexa a acesteia.

Sa se determine punctele z in care functia complexa de variabila complexa
f(z) = 22+ 227 —22% + 32+ 2z,
este monogena si sa se calculeze f’(z) in punctele determinate.

Sa se calculeze integrala

1
I = sinzdz,
rl+ 22 z

unde I este o elipsa de ecuatie

.CC2 y2
@t t=0

in urmatoarele cazuri: 0 < b <1, b > 1.
e Dezvoltarea unei functii analitice intr—o serie Laurent.
e Sa se dezvolte in serie Laurent functia

1
(z—1)(z—2)

£) = -

In coroana circulara 0 < |z| < 1.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Fiecare subiect se noteaza cu o nota intre 1 i 10. Media aritmetica a celor cinci note
este calificativul acordat tezei. Timpul de lucru este 2 ore.
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Examen
1. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale

y 20" +y =0

eﬂ'Z

2. Sa se calculeze integrala complexa I = / dz, unde conturul C' este

c z(z — 2i)
cercul |z — 3i| = r, cu raza r > 0 diferita de 1 si de 3, parcurs in sens direct
trigonometric. Discutie dupa r.

3. Folosind formulele integrale ale lui Cauchy, sa se calculeze integrala

ey ek
2
IR
unde conturul C' este cercul de ecuatie 22 + y?> — 42 — 4y = 0, parcurs in sens

direct trigonometric.

z
4. Se considera campul scalar p(z,y, z) = yz definit pe un domeniu tridimensional
x

inclus in semispatiul x > 0. Se cere:

(a) ecuatia suprafetei de nivel care trece prin punctul M (1,1, 1);

(b) versorul normalei la suprafata de nivel determinata la punctul precedent;

(c) derivatele campului scalar ¢, in punctul M (1,1, 1), dupa directiile date de
versorii vectorilor u; = —i + j + v2k si u, = —2i + 2j + k.

5. Sa se dezvolte in serie de puteri ale lui z (serie Laurent) functia complexa

322 - 122+ 11
23 —6224+112—6’

f(z) =

in coroana circulara cu centrul in origine 1 < z < 2.
Indicatie. Se descompune functia f(z) in fractii simple i se gaseste

1 n 1 i 1
z2—1 2z—2 2-3

f(z) =
Fiecare fractie simpla se dezvolta in serie Laurent.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Timpul de lucru este 2 ore.
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Examen
1. Folosind metoda eliminarii, sa se rezolve sistemul de ecuatii diferentiale
¥4+y—2z = 0
Yy -z =0
Z4+x—2z = cost.

Indicatie. Aplicand teoria, se ajunge la ecuatia diferentiala liniara de ordinul
trei, cu coeficienti constanti si neomogena 2" — 2" + 2/ — 2z = — cost careia i se
afla solutia generala.

r dy dz

d
2. Sa se rezolve sistemul simetric —
z Tz Y

Indicatie. Prima integrala prima se determina din primele doua rapoarte. A
doua se determina din ultimele doua rapoarte. Pe parcurs se inlocuieste y ca
functie de x si constanta arbitrara Cf. In final, C; se inlocuieste cu expresia
obtinuta din prima integrala prima.

3. Se considera campul vectorial v(P) = zzi + yzj + u(z,y)k, unde z,y, z sunt
coordonatele punctului P € IR*, iar u(z,y) este o functie necunoscut definita
pe IR?. Sa se determine functia u = u(z,y) astfel incat v - rotv = 0.

4. Se da functia complexa de variabila complexa
f(z) =2 +iz° + 42 + 62 + 8,

unde z = x+1y, iar Z = x —1iy. Sa se afle punctele in care functia este monogena
(derivabila) si sa se calculeze derivata ei in aceste puncte.

5. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala definita

7 /ﬂ cos
- x
0o (174 8cosx)?

Indicatie: Functia de integrat fiind para, integrala se poate extinde la un
cos T

17 + 8cos x)?
se calculeaza cu ajutorul teoriei reziduurilor folosind in prealabil schimbarea de
variabild z = €. Integrala J devine una complexa pe cercul |z| = 1 avand func-

1 1
interval simetric fata de origine I = 3 / ( dr = QJ' Integrala J

2 241
tia de integrat f(z) = e _IZ_ 1j;z 12 cupoliidubli z; = -1/4€ D :|z| <1
$i 2o = —4 care nu apartine lui D.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Timpul de lucru este 2 ore.
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Examen

1. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale liniara si neomogena

y'+3y +2y =

e+ 1

Indicatie. Se determina intai solutia generala y, a ecuatiei omogene asociate
si apoi, folosind metoda variatiei constantelor a lui Lagrange, se determina o
solutie particulara y, a ecuatiei date.

Raspuns: y =y, +y, = Cre "+ Coe " + (1 — e *)In(e* + 1) + "

2. Sa se rezolve sistemul de ecuatii diferentiale liniare

Yy = —Yatus
yé = Us
vy = —y1+ys.

3. Sa se arate ca v(P) = (y + 2)i+ (2 + x)j + (x + y)k este un camp irotational
si sa se determine potentialul lui scalar.

Indicatie. Se arata ca rotv = 0 si apoi se dtermina potentialul scalar ¢(P)
integrand expresia diferentiala w = v - dr pe un drum paralel cu axele de coor-
donate cu extremitatile punctul fix Py(xg, 3o, 20) §i punctul variabil P(z,y, 2).
Raspuns. ¢(P) = zy + yz + zz + C, unde C este o constanta arbitrara.

4. Sa se determine functia olomorfa f(z) = u(z,y) + iv(x,y) stiind ca v(z,y) =

) .
y—m§1f(1):0-

1
Raspuns: f(z) = z+ —, cunoscuta sub numele de transformarea lui Jukowsks.
z

5. Functia exponentiala in complex.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Timpul de lucru este 2 ore.
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1. Sa se determine functia olomorfa f(z) = u(z,y) + 1w(x,y) stiind ca
v(z,y) = 32%y + 62y* — 22° — o/
si ca valoarea functiei in zp = 0 este f(0) = 0.
Raspuns: f(z) = (1 — 2i)23.
1

2. Sa se calculeze reziduurile functiei f(z) = o1+ 1) in toate punctele
z— z

singulare.

3. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integrala

~ 100 eiﬂ'z

Jo 2241

Z’
unde conturul C' este elipsa de semiaxe a = 1 si b = 2 de ecuatie 422 +y?—4 = 0.

Raspuns: I = —2m cosh .

4. Sa se dezvolte in serie Fourier functia periodica f(t), de perioada 7, definita pe
intervalul (0,7) prin f(t) = e~*, unde a > 0 este o constanta.

1—e 9™ (1 > acos 2kt + 2k sin 2kt>

—+2
a+ Z a? + 4k?

Raspuns: f(t) =

T k=1

5. Definitia integralei Fourier si forma complexa a integralei Fourier.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Timpul de lucru este doua ore.
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Examen

. Sa se determine solutia ecuatiei diferentiale liniara, neomogena si cu coeficienti
constanti

y' +y=tgw
care satisface conditiile initiale y(0) = 0, ¥'(0) = 0.

Indicatie: Se determina intai solutia generala 1y, a ecuatiei omogene asociate
si apoi, folosind metoda variatiei constantelor a lui Lagrange, se determina o
solutie particulara y, a ecuatiei date. Se gaseste

r w
Y=1Yo+ Yy, =Cicosz+ Coysinz —cosz - Intg (5 + Z)
Constantele C si (5 se determina din conditiile initiale.

Raspuns: y =sinx —cosx - Intg (g + %)

. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale cu derivate partiale de
ordinul intai liniara si omogena
ou ou 9 ou

ou _ou BN
T2 y26y+(x y)az 0.

. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala reala

i /00 dx
A (xQ + a2)2(x2 + b2)2’
unde a si b sunt doua numere reale pozitive diferite.
dz
22 + a?)?(22? + b?)?’

Indicatie. [ = ;J, unde J = /O:O ( iar aceasta integrala se
calculeaza cu teoria reziduurilor.

. Sa se determine liniile de camp ale campului vectorial

v(P) = (2*divr)i+ 3rot [(z + y)i + xj] + grad (2°).

. Relatiile Cauchy—Riemann de olomorfie ale unei functii complexa de variabila
complexa.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Timpul de lucru este doua ore.
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Examen
1. S& se integreze ecuatia diferentiald 3’ — 3y’ + 2y = (2 + x)e3®.

2. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale cu derivate partiale de
ordinul intai liniara si omogena

ou ou Ju
(w—a)%vL(y—b)a—y—l—(z—c)&—O.
2u. x®+

2
Yk este camp vectorial irotational

2z
3. Sé se arate ca v(r,y,2) = —i+—j— ——;
2 2 z

si sa se determine potentialul scalar.
2 + y?
z

Raspuns. v(P) = grad ¢(P), unde p(P) = +C.

4. Sa se determine solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia

cu conditia initiala 2(2,y) = y* + 1.
1
Raspuns: Integrala prima este 23y? = C si solutia cautata este z = §x3y2 +1.

5. Sa se deduca seria Taylor a functiei f(z) = e* in vecinatatea originii.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Timpul de lucru este doua ore.
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Examen

1. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale liniara, neomogena, cu
coeficienti constanti i/ — 61y’ +9y = €3* si apoi s se rezolve problema lui Cauchy
cu datele initiale y(0) = 0 i ¥'(0) = 1.

Indicatie: Solutia particulara se cautd de forma y, = Az?e3*, unde A este
constanta ce se determina din conditia ca y, sa fie solutie a ecuatiei date.

2. Sa se determine solutia generala a ecuatiei cu derivate partiale
du Ju du
— — — =0.
\/E(% + \/@ay + \/Eaz
3. Sa se determine functia derivabila ¢(x) astfel incat campul vectorial
v(P) = 2zp(z)i — yp(x)j + 62°2k

sa fie solenoidal.

Indicatie. Se impune conditia div v(P) = vy + Ov + Ovs =
ox dy 0z
¢ 62

N

4. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala complexa

Raspuns: p(z) =

23 e
I= dz.
lz2l=3/2 (2 — 1)2(22 4+ iz + 2) -

5. Sa se dezvolte in serie de puteri intr—o vecinatate a punctului zy = 3 functia
2(22+1) —4(z% 1)
S e ey P BN P
sl sa se precizeze apoi natura punctului zy pentru functia f(z).

Indicatie. Se descompune functia f(z) in fractii simple. Se obtine

1 2 1
=1 —
f(z) +z—1+z—2 z—3

dupa care se foloseste seria geometrica cu ratia ¢, unde |¢q| < 1.

y 1 T < n 1 n
Raspuns: f(z) = —E—l—i +> (1) (2+ 2n+1)(2—3) .
n=1

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Timpul de lucru este doua ore.
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Examen

. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale liniara, neomogena si cu
coeficienti constanti

y" + 6y’ + 8y = 2sinx + 3cos .
Indicatie: Solutia particulara se cauta de forma y, = Acosx + Bsinz.

. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale cu derivate partiale de
ordinul intai liniara si omogena
ou  ,0u  ,0u

0.
. Sa se dezvolte in serie de puteri intr-o vecinatate a punctului zy = 0 functia
£2) 2(22+1) —4(22 - 1)
Z) =
23 —622+112—6
gl sa se precizeze apoi natura punctului zy pentru functia f(z).

Indicatie. Se descompune functia f(z) in fractii simple. Se obtine
1 2 1
-1 _
/() Jrz—l+z—2 z—3’
se pune in evidenta binomul z — 3, dupa care se foloseste seria geometrica cu
ratia ¢, unde |q| < 1.

2 & 1 1
Raspuns: f(z) = ~3~ > (1 + on 3n+1)z".
n=1

. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala
2r cos?x
——dz
0 9+4cosz

2w

Indicatie. Este o integrala de forma / R(sinz, cos x)dx, unde R este o func-
0 )

tie rationala. Se face schimbarea de variabila z = .

Raspuns: [ = 7/4.

. Sa se determine seria Laurent a ramurii principale a functiei complexe de vari-

1
V1422

abila complexa f(z) = in coroana circulara 1 < |z] < oo.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Timpul de lucru este doua ore.
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Examen

. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale liniara, neomogena, cu
coeficienti constanti

y// . 5y/ + 6y = 37
si apoi sa se rezolve problema lui Cauchy cu datele initiale y(0) = 1,¢/(0) = —1.

Indicatie: Solutia particulard se cautd de forma y, = Aze3®, unde A este
constanta ce se determina din conditia ca ¥, sa fie solutie a ecuatiei date.

. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale cu derivate partiale de
ordinul intai liniara si omogena
ou ou ou

(r —y+2)5-

. Sa se dezvolte 1n serie de puteri intr—o vecinatate a punctului zy = 2 functia
1(2) 2(22+1) —4(22-1)
e
23— 6224+ 112 —6

sl sa se precizeze apoi natura punctului zy pentru functia f(z).

Indicatie. Se descompune functia f(z) in fractii simple, punandu—se in evi-
denta in acelasi tipm binomul z — 2. Se obtine
1 2 1
=1
S e ey o | LI Rl gy pops )

dupa care se foloseste seria geometrica cu ratia ¢, unde |¢q| < 1.

2 oo
Raspuns: f(z) = P +34+2) (z—2)

Z —

n=1

. Sa se determine liniile de camp ale campului vectorial

v(P) = z9%i + 2%yj + 2(2* + vk

. . . = 2
si suprafata de camp care trece prin curba (I') : { i B ay unde a € IR.
y y : y 1 .
. Sa se demonstreze ca functia complexa f(z) = — are in punctul zp = 0 un
sin —
z

punct singular esential neizolat.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Timpul de lucru este doua ore.
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Examen

. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale liniara, neomogena, cu

coeficienti constanti
y' — Ty + 12y = xe*”

si apoi sa se rezolve problema lui Cauchy cu datele initiale y(0) = 1,%/(0) = —1.

Indicatie: Solutia particulard se cauta de forma y, = z(Az + B)e®* = (Az? +
Bz)e3® unde A si B sunt constante reale.

Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale cu derivate partiale de
ordinul intai cvasi-liniara neomogena

0z 0z

(xy® — 2964)% + (2y* — :c?’y)@ = 9z(2® — ¢°).

Sa se dezvolte in serie de puteri intr-o vecinatate a punctului zy = 1 functia
/() 2(22+1) —4(22 - 1)
e
23— 6224+ 112 —6

sl sa se precizeze apoi natura punctului zy pentru functia f(z).

Indicatie. Se descompune functia f(z) in fractii simple, punandu—se in evi-
denta in acelagi tipm binomul z — 1. Se obtine

1 2 1 1

-1 — —
JE) =1+ 1—(z—l)+21_2—1
2
dupa care se foloseste seria geometrica cu ratia ¢, unde |q| < 1.
. 1 1 &1 n

Raspuns: f(z) = -1 3 +nz::1 <ﬁ — 2)(2 — 1™
Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala

2m 3

I = Mdz.
0 2+cosw
2m

Indicatie. Este o integrala de forma / R(sinz, cos x)dx, unde R este o func-

tie rationala. Se face schimbarea de variabild z = €.

Serii de functii de o variabila complexa uniform convergente. Proprietati.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Timpul de lucru este doua ore.
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Examen

. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale liniara, neomogena, cu

coeficienti constanti
y" 4+ 11y + 30y = >

si apoi sa se rezolve problema lui Cauchy cu datele initiale y(0) = 1,¢'(0) = —1.

Indicatie: Solutia particulara se cautd de forma y, = Ae”, unde A este con-
stanta ce se determina din conditia ca y, sa fie solutie a ecuatiei date.

Sa se gaseasca suprafata integrala a ecuatiei cu derivate partiale de ordinul intai
liniara gi neomogena

0z 4 Oz
Y ——Y - — =2
Y ox Y dy
care trece prin curba (C,) de ecuatii
) x = a
o 2ayz = a®+ 2,
unde a este o constanta reala arbitrara si pozitiva.

Sa se arate ca dezvoltarea in serie Taylor a functiei cos z este

R Ve
COS 2 = Z (2n)| Z7.

n=0
Sase arate cav(P) = v(z,y, 2) = yz(2x+y+z)i+ze(z+2y+2)j+ry(z+y+22)k
este un camp vectorial irotational si sa se determine potentialul lui scalar.

Indicatie. Se arata ca rotv(P) = 0 si se determina functia scalara ¢(P) cu
proprietatea v(P) = grad p(P).
Raspuns: Functia potential are expresia

o(P)= [ vedr= "oty z0)dt+ [
PyP o Y

Se gaseste ¢(x,y,z) = zyz(x + y + z) + C, unde C este o constanta reala.

Yy 4
vo(z, t, zo)dt+/ vs(x,y, t)dt.
20

0

Functiile circulare si functiile hiperbolice in complex.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Timpul de lucru este doua ore.
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1. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale liniara, neomogena, cu
coeficienti constanti
y"' — 2y +2y =e"cosx

sl apoi sa se rezolve problema lui Cauchy cu datele initiale y(0) = 1,¢/(0) = —1.

Indicatie: Ecuatia caracteristica a ecuatiei diferentiale omogene 3" —2y' 42y =
0 are radacinile complex conjugate Ao = 1 £ ¢. Solutia generala a ecuatiei
omogene asociate este yg = (C cosx + Cysinx)e”. Solutia generala a ecuatiei
date este y = yo + yp, unde y, este o solutie particulara a ecuatiei date. Solutia
particulara se cauta de forma y, = x(Acosx + Bsinz)e®, unde A si B sunt
constante care se determina din conditia ca y, sa fie solutie a ecuatiei date. Se
determina apoi solutia problemei lui Cauchy.

2. Sa se rezolve problema lui Cauchy pentru ecuatia cu derivate partiale de ordinul

0 0
intai cuasiliniari z— + ya—z = 2 — zy cu conditia initiald z(2,y) = 1 + .

Ox
3. Sa se determine multimea de convergenta a seriei de puteri
o0 ?"L

Z Gn—2) (z—141)

si sa se reprezinte grafic discul de convergenta.

V2

Raspuns: Raza de convergenta este R = —.

3
4. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze integralele
00 ZL‘
T e
! 0 1 + 1'4 2 00 1 + 1'4
2
Raspuns: I} = I, = 7T\2/—

5. Expresia derivatelor unei functii olomorfe.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Timpul de lucru este doua ore.
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. Sa se gaseasca solutia problemei lui Cauchy a ecuatiei y” — 2y’ + 10y = 0 cu
conditiile initiale y(7/6) = 0, y/(7/6) = /6.
. Sa se determine constantele reale a si b astfel incat functia

f(2) = (coshy + asinh y) cos x 4 i(cosh y + bsinh y) sin x

sa fie olomorfa in intreg planul complex la distanta finita si apoi sa se calculeze
f'(2).

Raspuns: a = b = —1. Functia are forma f(z) = cosz + isinz = ¢*, de unde
gasim f'(z) = ie'.

. Sa se gaseasca solutia generala a sistemului simetric

dx dy dz

rr+y) —yle+ty) (y—2)2r+2y+2)

Indicatie: Se determina doua integrale prime independente functional.

. Sa se determine forma trigonometrica a numarului complex z = V3 +i.
Indicatie. Se determina modulul si argumentului numarului z. Se gaseste

2| =251 Argz = %

Raspuns: z = 2(cos % + isin %)

. Serii Taylor.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Timpul de lucru este doua ore.
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1. Sa se determine functia olomorfa f(z) = u(x,y) + iv(x,y), unde z = = + iy,
stiind ca partea imaginara este

v(z,y) = (xsiny + ycosy)e® +z +y

si ca valoarea functiei in zg = 0 este f(z) = 0.

Indicatie: Se folosesc conditiile Cauchy—Riemann si independenta de drum a
unei integrale curbilinii si se gaseste

u(z,y) = (zcosy —ysiny)e® +x —y.

Pentru a pune in evidenta variabila z se face y = 0 si se trece z in z.
Raspuns: f(z) = z(e* + 1 +1).

2. Folosind definitia, sa se arate ca functia complexa
fi0=0, fz)=2

este monogena in orice punct z € €' si f/'(z) = 2z.

flz+Az) — f(2)
Az )

3. Sa se determine punctele singulare la distanta finita ale functiei

Indicatie. Se studiaza existenta limitei lim
Az—0

A 4+1

f(Z):m

si sa se precizeze comportarea ei in punctul de la infinit.

dz
4. Sa se calculeze integrala curbilinie in complex [ = / ———, unde curba C,
Cr Z— 20
este cercul de raza r cu centrul in punctul zy parcurs in sens trigonometric.

5. Campuri vectoriale. Linii si suprafete de camp.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Timpul de lucru este doua ore.
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1. Sa se determine solutia generala a ecuatiei diferentiale
y" =3y + 2y = (3x — 2)e”.

Indicatie. Solutia generala este de forma y = yy + y, unde yy este solutia
generala a ecuatiei omogena asociata si y, este o solutie particulara a ecuatiei
date. Solutia particulara se cauta in forma y, = x(Az + B)e”.

Raspuns. y = Cie” + Che® — §(3x +2)e”.

2. Sa se determine functia olomorfa f(z) = wu(z,y) + iv(x,y), unde z = x + 1y,
stiind ca partea imaginara este

u(z,y) = 2> — 3xy® + 22y —

gi ca valoarea functiei in zg = 0 este f(zo) = i.

Indicatie: Se folosesc conditiile Cauchy—Riemann si independenta de drum a
unei integrale curbilinii si se gaseste

v(x,y) = P+ 3%y — 2+  —y+1,

Pentru a pune in evidenta variabila z se face y = 0 si se trece x in z.
Raspuns: f(z) =23 —iz? — 2 + 1.

3. Sa se dezvolte in serie Taylor functia f(z) = in vecinatatea punctului

14 22
20 = 1.
4. Sa se determine reziduurile functiei f(z) = ﬁ, unde n > 1 este un numar
z n
natural.
Raspuns: Exista doi poli multipli de ordinul n : z; = 7; 29 = —i. Reziduurile
(2n — 2)!

in aceste puncte sunt Rez [f(2), z1] =

_i22”*1[(n SV = —Rez|[f(2), zo].

5. Proprietati ale transformatei Fourier.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Timpul de lucru este doua ore.
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Examen

1. Sa se determine functia olomorfa f(z) = u(x,y) + w(z,y), unde z = = + iy,
stiind ca partea imaginara este

v(x,y) = (xsiny + ycosy)e”
si ca valoarea functiei in 2o = 0 este f(z) = 0. Raspuns: f(z) = ze?.

2. Sa se determine reziduurile functiei complexe inclusiv in z = oo

1
Indicatie. Constatam ca z; = 0 este pol triplu, iar zo = 1 si 23 = —1 sunt poli
simpli.
1 1
Raspuns: rez[f(z),z1] = 1; rez|[f(z), 2] = —5 rez[f(2), z3] = —5 Pentru

calculul reziduului in punctul de la infinit aplicam rezultatul: suma tuturor
reziduurilor este zero.

3. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integralele

2 cos nb 2 sin nf
I = / a9, I, = / 6.
! o 14 a?—2acosf 2 o 14+ a2—2acosf

Indicatie. Aceste integrale se determina simultan considerand combinatia

11+z'12:/
0

de.

2 cosnb +isinnd /27r (cosf + isin )"
14+ a2 —2acosf  Jo 1+a2—2acosh

Se efectueaza schimbarea de variabila z = € si ultima integrals devine

1 2"
L+ily = - / dz
! 2T i gmraz?— 1+ a¥)z+a

care se calculeaza folosind teorema reziduurilor.
2ma’™
—— L, =0.
1—a2 2
4. Sa se dezvolte in serie Fourier functia f(t), periodica de perioada 27,

1, entru t e (0,7
£ — { p € (0,m)

Raspuns: [} =

—1, pentru t € (m,2m).

5. Domeniul de convergenta al unei serii Laurent.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Timpul de lucru este doua ore.
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. € (§} (& T, Y,z y T, Y,z C r,

unde c = i+ j+ k si r = zi + yj + zk. Sa se determine liniile de camp ale
campului vectorial w(x,y, z) = grad ¢ x grad ¢ si suprafata de camp care trece
princurba T :z =y, 2> + y?* + 22 — 3z —y — 22 = 0.
P +yt+22 = O
r+y+z = Cy
este sfera (z —1)2 + (y — 1)*+ (z — 1)> =3 =0.

Raspuns: Liniile de camp sunt iar suprafata de camp

2. Sa se determine functia complexa f(z) = u(z,y) + iv(z,y), unde z = z + iy,
2

1— 22—
stiind ca partea reala este u(x,y) = i+ x)2 +’y 581 f(1)=0
Z )
. . , ou  Ou o

Indicatie. Folosind formula f'(z) = 3 g 5 determina f’(z). Pentru
T Y

a gasi expresia sa in functie de z, se face y = 0 si se trece x in z. Rezulta

1—=2

()= ——o R Cf(2) = .

3. Sa se dezvolte in serie Fourier functia f de perioada 27, definita pe intervalul
(_W> 7T)7 prin

r, pentru 0<zx<T
flx) =
0, pentru —w <x <O.
_1 n __ 1 _1 n+1
Raspuns: ay = E, a, = L, b, = L
4 n2m n

4. Folosind teorema reziduurilor, sa se calculeze integrala curbilinie

1
= /|z-3 SE-DE-0"

)
Ra = ——.
aspuns 150

5. Serii de puteri in complex. Teorema lui Abel.

Nota. Toate subiectele sunt obligatorii iar ordinea de abordare a lor este aleatorie.
Timpul de lucru este doua ore.
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