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4.1. Introducere

Notiunile specifice Mecanicii ruperii prezentate anterior se bazeaza pe extinderea
unei fisuri in conditii elastice. Asemenea conditii se intalnesc la starea plana de
deformatie pentru materialele cu rezistenta la rupere ridicata precum si la ruperea unor
materiale fragile. Conceptele Mecanicii ruperii in domeniul linear-elastic (MRLE) pot fi
aplicate, cu anumite restrictii, si in cazul cand enclava plastica formata in jurul varfului
fisurii are dimensiuni reduse, [26, 27]. Exista totusi o categorie larga de materiale ductile
pentru care comportarea la rupere nu mai poate fi analizata pe baza conceptelor MRLE.
Pentru aceste cazuri s-au dezvoltat o serie de metode cuprinse in cadrul Mecanicii
ruperii din domeniul elasto-plastic (MREP), figura 4.1.

Atunci cand deformatiile plastice se extind in intreaga structura antrenand si o
ecruisare a tuturor fibrelor se obtine un colaps plastic sau o plasticitate generalizata.
Colapsul plastic se analizeaza pe baza starilor limita, [140].

In cele ce urmeaza se vor prezenta numai unele notiuni generale privind MREP.

O prima caracteristica a MREP este aceea ca exprima o situatie intre doua stari
particulare si anume MRLE si colapsul plastic, ce corespunde unei curgeri plastice
generalizate.

O alta caracteristica a MREP consta in faptul ca ia in considerare cresterea in
conditii de stabilitate a fisurii inainte de ruperea finala. Propagarea stabila a fisurii a fost
prezentata initial de Kraft utilizdnd curbele R, [161]. Acest concept presupune ca
rezistenta la rupere evolueaza in cursul cregterii stabile a fisurii, In special pe baza
aparitiei deformatiilor plastice.

Feddersen a propus o metoda care permite evaluarea tensiunilor critice O
(tensiunile globale la rupere) care intervin in conditiile instabilitatii elasto-plastice.

103



MECANICA RUPERII

Pentru un material dat, cu tenacitatea echivalenta K, , relatia dintre tensiunea

critica si lungimea fisurii initiale 2ap, in cazul unei placi cu fisura centrala, este data de
relatia:

N

o, =k (4.1)
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1.Materiale cu rezistentala 2.Materiale cu rezistenta la 3. Materiale ductile in
rupere ridicata in conditile  rupere ridicata in conditile  conditiile starii plane de
starii plane de deformatie starii plane de tensiune tensiune sau deformatie
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4 . Materiale ductile caracterizate 5. Materiale ductile ideal plastice
printr-o instabilitate plastica (plasticitate generalizata)

1+2 =MRLE; 2+3+4=MREP; 5=colaps plastic
Fig. 4.1. Domeniile ruperii elastice si elasto-plastice

In figura 4.2 este prezentatd dependenta dintre tensiunea critica o, si lungimea
fisurii initiale 2ap pentru un K, dat.
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Atunci cand lungimea fisurii 2a0=0, tensiunea o care tinde spre infinit se
limiteaza la valoarea corespunzatoare limitei de curgere o.. Pe de alta parte, lungimea
maxima a fisurii nu poate depasi latimea probei: 2ap<sW. Unind cele doud puncte
extreme se obtine asa-zisa linie pentru care curgerea cuprinde intreaga sectiune.

e

Feddersen [140] propune trasarea a doua tangente la curba o, = \/KL una dusa din
m()

punctul de coordonate (0, o) si alta din punctul de coordonate (W,0).

A Tensiunea O

\

Oc

T,

(TCI’Z

2a=W
2301 2302 Lungimea fisurii initiale, 2a, @

Fig. 4.2. Dependenta dintre tensiunea criticd o, si lungimea fisurii initiale

Panta tangentei la curba considerata se obtine din conditia:
do _ d Ki |__ o (4.2)
d(2a,) d2ay)\ \Jm, 4a,

Pe aceasta baza se poate calcula panta tangentei in punctul de coordonate (0, o;) si se
obtine:

_ O-crl - _ O-c B O-crl (43)
4a,, 2a,,
2 . 45K
deunde o, = % respectiv 2a,, = —%.
3 7o,

Procedand in mod analog si pentru punctul de coordonate (W,0) rezulta:
O-cr'Z

T2 (4.4)
4a,, W —-2a,

deunde o, = Kfm/i , respectiv 2q,, :Z
W 3
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Dupa Feddersen [140] instabilitatea plastica se produce in domeniul | cand intr-

20,

.Toto

un numar mare de fibre tensiunea critica depaseste valoarea data de relatia

instabilitate plastica apare si in domeniul Ill, intr-un numar mai mic de fibre a caror
latime totald nu depaseste valoarea W/3. Intre cele doua domenii se plaseaza o zona in
care instabilitatea fisurii se produce in conditii elastice, cand tensiunea critica este
corelata cu tenacitatea echivalenta.

Pentru calculul in domeniul elasto-plastic au fost propuse o serie de criterii, dintre
care amintim: integrala J, curbele R, deplasarea la varful fisurii, etc.

4.2. Integrala J
4.2.1. Expresia integralei J

Conceptul integralei J a rezultat din examinarea bilantului energetic si a fost
prezentat pentru prima data de catre Rice in anul 1968 [245]. Se considera o placa
fisurata, confectionatd dintr-un material elastic, incarcatd cu un sistem de sarcini
aplicate la distanta relativ mare de fisura. Bilantul energetic care se stabileste in acest
caz este urmatorul [61]:

W=W,+AW,+AW, - L (4.5)
in care:

e W - energia totala pe unitatea de grosime a placii;

e W, - cantitatea cu care se modifica energia de deformatie elastica atunci cand

are loc propagarea fisurii;

e AW, - cantitatea cu care se modificd energia superficiala libera ca urmare a

formarii noilor suprafete ale fisurii;

e L - lucrul mecanic efectuat de fortele exterioare.

Relatia (4.5) a fost stabilitd in cazul comportarii linear-elastice. Totugi, cu anumite
restrictii ea poate fi utilizata si la definirea comportarii elastice neliniare ce constitue un
model de analiza pentru studiul in domeniul elasto-plastic. Principala restrictie este
aceea de a nu se accepta producerea nici unei descarcari, in nici o parte a corpului,
care poate aparea la comportarea plastica, deoarece deformatiile sunt partial
ireversibile. Asadar, integrala J, agsa cum a fost definita initial de catre Rice, permite
analiza extinderii fisurii Tn cursul unei incarcari lente, deci la inceputul cresterii acesteia,
si nu poate fi aplicata in conditiile unor solicitéri ciclice care contin si faza descarcarii.

Daca se noteaza cu W, energia potentiala a sistemului, vom avea:

W,=W,+AW,-L (4.6)
iar ecuatia bilantului energetic devine:
W=Ww,+AW, (4.7)

Instabilitatea in propagarea unei fisuri, care strabate o grosime egala cu unitatea,
se produce, asa cum s-a vazut, daca este satisfacuta conditia:
d\AW,
i(L —AW,)> (—7)
da da
In cazul comportarii elastice neliniare, echivalentul lui G din domeniul liniar

elastic devine J, astfel:

(4.8)

J:i(L—AWE) (4.9)
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Conform definitiei de mai sus, integrala J reprezintd energia disponibila pe

unitatea de suprafata a fisurii in extensie [23]. In conditiile unei comportari elastice

avem egalitatea: G=J. Daca rezerva de energie elastica W), din sistem este nula, din
relatia (4.6) va rezulta:

W,=AW,-L (4.10)
si ca urmare:
aw,
J=- " (4.11)

Consideram o placa cu grosimea unitara, solicitata elastic in modurile [ si /I
(u4#0, u4#0 si uz=0), care contine o fisura centrala, figura 4.3.

Fig. 4.3. Conturul pentru integrala J

Fie un contur I' din vecinatatea fisurii cu normala exterioara n si care delimiteaza
suprafata de arie A. Energia potentiala inmagazinata in zona delimitata de acest contur
este data de relatia:

W, = [[wddx, - [ Tuds (4.12)
A T

In aceasta relatie w reprezintd energia specifica de deformatie definita sub
forma:

w={"0,ds, (4.13)

in care ¢; reprezinta tensorul deformatiilor specifice definit in fiecare punct din plan, iar
oj; este tensorul tensiunilor.

T reprezinta vectorul tractiune intr-un punct de pe contur si care se defineste
astfel:

T, =oyn;

Marimea u din expresia lui W, reprezinta vectorul deplasare intr-un punct de pe

conturul I'. Daca fisura se extinde cu da, atunci energia potentiala de deformatie se
diminueaza cu cantitatea:
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aw,

-1l a: dx,dx, — jT—ds (4.14)

In conditiile conturului I din f/gura 4.3 sunt evidente urmatoarele relatii:

da = —dx, , respectiv d__d
da dx
Pe baza celor de mai sus, variatia energiei potentiale devine:
dw, ow — ou
P — || =—dx,dx, +|T—ds 4 .15
da ”"@cl ot or, (#19)

Se face apel, in continuare, la teorema Gauss-Green care exprima integrala de-a
lungul unui contur in functie de integrala dubla in raport cu aria inclusa de acel contur:

[ (Rax, +0dx,) =[] (8Q oR ]dxla’xz (4.16)
ox,
in care:
0
”A —chclabc2 = J.F O(x,, x, J, (4.17)
” —dx \dx, = —L R(x,,x, Mx, (4.18)
Avand in vedere aceste ultime expresii, integrala dubla din relatia (4.15) devine:
ow
[ La—)Cldxldxz = [ wa, (4.19)

In aceste conditii, variatia energiei potentiale capété forma:
aw,

= —j wdx, +J.T—ds (4.20)

Daca avem in vedere deflnlt,la integralei J data de relatia (4.11), se obtine
expresia finala a acesteia:

J= J‘wa'x2 IT—ds (4.21)
sau scrisa tensorial:
ou,
J= .[r wdx., —J.rTi d_x,ds (4.22)

4.2.2. Independenta integralei J in functie de conturul I

Mai intdi se va demonstra ca integrala J pe un contur inchis este nula.

Consideram conturul inchis I din figura 4.4 cu vectorii de tractiune T si deplasare u.
Se porneste de la expresia integralei J data de relatia (4.22). In baza teoremei
Gauss-Green (relatia 4.17), primul termen al expresiei (4.22) devine:

ow
jr wdx, = ”A 8_xldxldx2 (4.23)
Energia specifica de deformatie w poate fi scrisa sub forma:
W=0,6 + 0,6, + 0,6y + 08y =08, +20,8, +0y&y (4.24)
In aceste conditii se obtine:
W o Py %n, O (4.25)
Oox, Oox, ox, Ox,
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Fig. 4.4. Conturul I inchis

Daca se iau in consideratie si relatiile diferentiale dintre deplasari si deformatiile
specifice:

& =%; & =%+%; £y =% (4.26)
Ox, Ox, Ox, ox,
se va obtine:
G2y _ 0[O 08, _ O[O Ou) Oy 0 [0u, (4.27)
ox,  ox,\ox, [ ox, ox \ox, ox, ) ox, x| ox,

Daca avem in vedere relatiile (4.27), expresia lui awax data de relatia (4.25)
1

capata forma generala:

w_ i{al ({m ﬂafxlafx2 (4.28)
ox, ox;| "\ox
§| Cca urmare vom avea:
I wdx, = J.J.a—wdxlabc2 = ” ﬁ{a (au de dx, (4.29)
r ox, 40x; ox,

In mod analog se va analiza si cel de-al doilea termen al relatiei (4.22).
Componentele vectorului tractiune T; sunt:
I, =oyn +opn, (4.30)

T, =0,n, +0y,n,

In aceste conditii se obtine:

ou,
T—ds— O\1y + O, J—-
J j|: 1171 12772 axl

Ou Ou Ou Ou
= Ir[all é_xll +0, a—xf}vlds + J.F(O'12 6_x11 +0, a—x]z}nzds

ou
+ (O'le’ll + 0'22112) P 2 }ds =
g (4.31)
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Din figura 4.4 se observa ca:
n,ds =dscosa, = dx,
n,ds = —dscosa, = —dx,
Ca urmare, relatia (4.31) capata forma:

Ou Ou ou Ou
J. T,—- ds = _[ [0'11 8_x11 +0, d—xfjdxz — .[r[o-u a—xll +0, d—xzjdxl (4.32)

1

Tinand cont de rela;‘ule (4.17) si (4.18), expresia data de (4.32) se va transforma astfel:

J T, %ds = ” i(an %+ 0, a&deldxz +” i(o]z ou, +0,, Ouy Ja’x dx, (4.33)
T dx, 40x, 0ox, dx, 40x, Oox, ? dx,

sau sub forma generala:

jT._ s_jj [ T~ ]dxdxz (4.34)

Introducénd relatiile (4.34) si (4.29) in expresia generala a integralei J data de
relatia (4.22), va rezulta:

ou,
J= IF wdx, _J.rTi d_xlds =0 (4.35)

de unde rezulta faptul ca integrala J pe un contur inchis este nula.

Pentru a demonstra invarianta integralei J in functie de conturul ales consideram
conturul inchis AA1A;BB1B>, care include contururile I'1 si 2 si doua portiuni apartinand
flancurilor fisurii, respectiv A;B si AB,, figura 4.5a.

a) b)
Fig. 4.5. Invarianta integralei J in raport cu curba I

Conform celor aratate mai sus se poate scrie:

J=Jy, +J I gy (4.36)
iar daca avem in vedere faptul ca in lungul flancurilor fisurii dx, =0 si vectorul tractiune
T, =0, relatia (4.36) conduce la:

Jr +Jr, =0
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sau Jrl =—J

Daca vom schimba sensul de parcurgere de-a lungul conturului I, figura 4.5b,
va apare o schimbare de semn si ca urmare:
Jr ==Jr, (4.37)

Ca urmare, integrala J este independenta de conturul parcurs de la un flanc al
fisurii la celalalt.

4.2.3. Expresiile integralei J pentru unele cazuri particulare

Rice [246] a prezentat un alt mod de definire a integralei J pe baza variatiei
energiei potentiale intre doua stari ale aceluiasi corp care difera intre ele prin lungimea
fisurii. Au fost analizate cazurile cand deplasarea ramane constanta si respectiv forta
ramane constanta.

Consideram cazul unui corp cu o fisura de lungime a care este solicitat de o forta
F pana cand deplasarea atinge valoarea v, figura 4.6a.

F F

F(a+/a)

Fig. 4.6. \?;ria;‘ia fortei in raport cu deplasarea punctelor sale 329 aplicatie
Energia potentiala corespunzatoare acestei stari va fi:
W;@):Kmeh—L (4.38)
Daca fisura se extinde cu cantitatea Aa, energia potentiala devine:
Wga+mo=EFm+Amm~L (4.39)

Lucrul mecanic L nu se modifica deoarece deplasarea v ramane constanta,
figura 4.6a. Variatia energiei potentiale atunci cand fisura se extinde cu cantitatea Aa va
avea forma:

AW, =W (a+Aa)-W, (a)= J.OVF(a + Aa)dv—LvF(a)dv = LVAde (4.40)
Sau:
ﬂn=ﬂﬂw; (4.41)
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Daca avem in vedere modul de definire a integrale J, relatia 4.11, va rezulta:

dw v
J== (a—Fj dv (4.42)
da *\ 0a),
Procedand in mod analog se poate analiza si cazul cand forta raméne constanta,
figura 4.6b. Energia potentiala pentru starea initiala este data de expresia:

W, (a)= J.OVF(a)dv —L= jo” F(a)dv—Fv (4.43)

Folosind expresia integralei prin parti se obtine:

[ Flaydv=Fv~ [ v(a)dF (4.44)
Rezulta:

W, (@) =~ via)dF (4.45)

Daca fisura se extinde cu cantitatea Aa, energia potentiala devine:

W,(a+0a) =" Fadv-F(v+dv)=~[ va+da)dF (4.46)

Variatia energiei potentiale in acest caz, cand fisura se extinde cu cantitatea Aa,
capata forma:

AW, =W, (a+Aa)—W(a) = - jOF W+ Aa)dF + jOF Wa)dF = — jOF AvdF (4.47)
sau:
F
dw, = jo dvdF (4.48)
Daca avem in vedere relatia (4.11) se obtine:
aw
g :jF(@j dF (4.49)
da 0\ oa ),
Ca urmare, expresia generala a integralei J, pentru cele doua cazuri, va fi:
v( OF F( Ov
J=- jo (ajvdv = jo (% a’F) (4.50)

Relatiile de mai sus permit determinarea integralei J printr-o singura incercare, in cazul
unei epruvete la care fisura are semilungimea a.

4.2.4. Particularitati ale conceptului integralei J

Integrala J reprezinta variatia energiei eliberate de un sistem elastic neliniar. In
anumite conditii ea poate reprezenta gi variatia energiei elasto-plastice eliberate de
sistem [66]. Pentru a se pastra independenta functie de contur a expresiei integrale J
este necesar ca pe conturul respectiv sa existe numai incarcari si deplasari elastice. Ca
urmare, conturul de integrare trebuie sa se aleaga cét mai departe de zonele plastice
de la varful fisurii. Numai asa variatia energiei elasto-plastice eliberate poate fi obtinuta
printr-un calcul elastic.

Este evident faptul ca si integrala de contur J are o valoare critica J; de la care
se produce propagarea instabila a fisurii. Prin analogie, aceasta corespunde valorii G
din mecanica ruperilor elastice [114, 115]. Pentru o aplicare corecta a conceptului
integralei J este necesar sa se tina seama de urmatoarele observatii:
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1. In rationamentele facute pentru deducerea expresiei integralei J s-a presupus ca
deformatiile elastice sunt neliniare deci ireversibile. Cum deformatiile plastice
sunt ireversebile, energia disipatd nu poate fi transformata in alta forma de
energie recuperabild. Considerarea acestor deformatii la calculul integralei J face
ca acest concept sa nu poata fi acceptat deoarece rezulta J#0.

2. Presupunerea ca elasticitatea neliniara este compatibilia cu comportarea reala in
absenta oricaror descarcari este de asemenea discutabila, deoarece, prin
avansarea fisurii se produce descarcarea materialului la varful acesteia. Ca
urmare, integrala J este aplicabila pana in momentul in care incepe extensia
fisurii.

3. La obtinerea integralei J, tensiunile gi deplasarile din material sunt parametri
controlati. Limitarea analizei la cazul bidimensional presupune ca nu se tine
seama de efectul dat de deformatiile care se produc pe directia grosimii
materialului. Pentru ca integrala J sa fie valida, trebuie ca aceste deformatii sa fie
nule, conditie ce corespunde numai starii plane de deformatie. Pentru scopuri
practice, aceasta restrictie nu este importanta deoarece, de regula, integrala J se
foloseste pentru evaluarea extensiei fisurii la piesele groase.

4. Daca prin definitie se pune conditia J=G, atunci conceptul J este compatibil cu
teoria liniar-elastica a mecanicii ruperilor. Prin analogie cu G, valoarea lui J se
exprima in J/m? sau N/m.

5. Pentru integrala J nu se cunosc solutii analitice decéat pentru cazuri simple. In
general, determinarea ei se face numeric, prin metoda elementelor finite sau a
elementelor de frontiera.

Din punct de vedere fizic, cel mai important rol al integralei J este acela de
masura a intensitatii deformatiilor din vecinatatea varfului fisurii.

Alegand conturul I de forma unui arc de cerc cu centrul in varful fisurii, pe baza
proprietatilor de independenta de drum, cercul ar putea fi micsorat pana cand se
confunda cu varful. In baza primei observatii facute mai Thainte, pe acest ultim cerc
integrala J este cu siguranta diferita de zero. Daca J nu este zero, atunci ea trebuie
sa aiba o singularitate de forma r", intrucéat, la limita, cand raza cercului r tinde spre
zero, functia de sub integrala de contur (4.34) se poate scrie:

lim{r(wn - Tg—uﬂ = f(60) (4.51)

r—0 X
si in acest fel:
J = j £(6)do (4.52)

Pe de alta parte, aceasta exprimare sugereaza existenta unei relatii stranse intre
J si deformatia de la varful fisurii, care se poate determina daca se cunoagte corelatia
dintre tensiuni si deformatiile specifice.

Hutchinson, Rice si Rosengren [115] au aratat ca integrala J poate caracteriza
starea de tensiune de la varful fisurii intr-un material elastic neliniar. Pentru studiu a fost
aleasa o curba caracteristica a materialului avand ecuatia:

£_2. a[ij (4.53)
80 O-O O-O
unde 0y Si & sunt coordonatele unui punct de referinta, care poate fi chiar punctul in

care se produce curgerea efectiva (0o=E'gy), a este o constanta adimensionala iar n
este exponentul de intarire. Valorile uzuale ale lui n sunt cuprinse intre 3 si 5 pentru
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materialele cu intarire puternica si pana la 20 pentru cele cu intarire redusa. Relatia
(4.53) poate fi generalizata la starea de tensiune triaxiala folosind invariantii tensiunii si
deformatiei precum si componentele deviatorului deformatiei. Se observa ca, in
apropierea varfului fisurii, termenul o/oo din relatia (4.53) devine neglijabil in raport cu
cel liniar. Astfel, rezultd ca pentru w se obtine o singularitate de forma r’, pentru
tensiune una de forma r"™7" iar pentru deformatiile specifice o singularitate de forma
,n/(n+1).

Integrala J poate fi consideraté ca o masura a intensitatii campului singular de la
varful fisurii. Totusi, trebuie avuta in vedere regula ca, inainte de a presupune ca
integrala J poate fi folosita la evaluarea sarcinilor si a dimensiunilor defectelor la care se
produce initierea cresterii fisurii intr-un solid elasto-plastic real, este necesar sa se
verifice daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

e teoria deformatiei plastice (din teoria plasticitati) sa poata modela corect
comportarea materialului real elasto-plastic in prezenta deformatiilor mici
produse de o incarcare monotonica;

e zonele in care efectele deformatiilor finite sunt importante si cele in care se
produc procese microscopice sa fie cuprinse in aria de valabilitate a solutiei
campului singular din jurul varfului fisurii, care este bazata pe teoria micilor
defomatii plastice.

Conditia a doua se numeste dominanta J si aminteste de conditiile impuse zonelor
plastice cuprinse in zona dominata de singularitatea de la varful fisurii, descrisa cu
ajutorul factorului K.

Desi, in general, integrala J este independentd de contur, atunci cand se
utilizeaza pentru calcul metoda elementelor finite, pornind de la o solutie stabilita pe
baza teoriei incrementale a plasticitatii, aceasta independenta este aproximativa. Cu
toate acestea, folosirea unei solutii bazate pe teoria deformatiei plastice este in general
acceptata pentru calculul integralei J in cazul fisurilor existente in structuri solicitate
monotonic.

4.2.5. Relatii simplificate pentru determinarea integralei J

Constatdnd ca integrala J este o masura a fortei de extensie a fisurii G si
generalizénd definitia data acesteia pentru materialele linear-elastice, se poate afirma
ca J depinde numai de starea de deformatie curentd a corpului fisurat. Rezultd ca
integrala J este dependenta de complianta mecanica C,, la incarcarea sistemului. In
consecinta, integrala J se poate obtine din conditia C,—, daca in timpul avansarii
incrementale a fisurii sarcinile sunt constante, sau din conditia C,=0, daca deplasarile
sunt constante. Utilizarea acestor conditii permite determinarea valorii integralei J direct
din inregistrarea forta-deplasare, ceea ce conduce la o simplificare deosebita, in special
pentru solicitarile la incovoiere pura. Daca se noteaza cu M momentul pe unitatea de
grosime si cu Q diferenta dintre rotirea relativa a sectiunilor de capat ale epruvetei si
rotirea produsa in absenta fisurii, atunci:

2 ra
J = ZL MdQ (4.54)

unde b este lungimea portiunii ramase nefisuratd. Formula da rezultate corecte numai
daca fisura s-a propagat cel putin pe 50% din latimea epruvetei.
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Cu toate ca obtinerea relatiei de calcul a integralei J este o problema dificil de
rezolvat, se cunosc expresiile acestei marimi pentru cateva cazuri particulare. Aceste
solutii se bazeaza pe utilizarea teoriei deformatiilor plastice mici in zona varfului fisurii.
Daca se noteaza cu P parametrul de incarcare si se considera valabila relatia (4.53),
atunci tensiunile si deformatiile sunt proportionale cu P si, respectiv, P" iar J este
proportionala cu P™. Mai mult, componentele tensiunii dintr-un punct cresc
proportional cu P, ca urmare a criteriului de curgere ales. La limita, aceste componente
tind spre valorile obtinute pentru corpul perfect plastic (n—x), sarcina Py
corespunzatoare acestei situatii putédnd fi consideratd ca o valoare de referinta. O
solutie tipica pentru dependenta (4.53), fara primul termen, este:

n+l
S|P,
aoc,g,a \ B,
in care h depinde de geometrie si de n.

4.3. Curbe de rezistenta la cresterea fisurii in domeniul elasto-plastic

S-a vazut in capitolul anterior ca, la materialele cu comportare liniar-elastica
propagarea unei fisuri este stabila daca sunt indeplinite conditiile:

Pentru materialele cu comportament neliniar, rolul fortei de extensie a fisurii G
este luat de parametrul J si in mod similar, rezistenta materialului la extensia fisurii va fi
Jr care corespunde parametrului R de la materialele cu comportament liniar. In
consecinta, la materialele cu comportament neliniar criteriul de rupere este J=Jg.

Intrucat plasticitatea nu afecteaza valabilitatea conservarii energiei, in cazul in
care un material este solicitat partial elastic si partial plastic, criteriul de rupere raméane
acelasi (J=Jg) cu deosebirea ca marimea J reprezinta suma a doua componente, una
corespunzand solicitarii elastice gi alta celei plastice. In consecinta, indiferent de forma
curbei o-¢ sau de prezenta ori absenta comportarii plastice, criteriul de rupere este dat
de egalitatea J=Jgr. Daca J<Jr ruperea nu se produce, iar daca J>Jr ea nu se opreste
pana cand nu parcurge intreaga sectiune a piesei [61].

La materialele neliniare sau care contin zone plastice pe arii extinse, singura
problema care se pune este aceea a validitatii parametrului J, adica a posibilitatii de a fi
utilizat ca unic parametru pentru evaluarea campului de tensiuni si deformatii de la
varful fisurii. Acest camp de tensiuni este unul singular, la care singularitatea de la
varful fisurii este inconjurata de mai multe zone concentrice in care materialul se
comporta in mod diferit datorita diverselor procese care se produc acolo. De aceea,

si pentru determinarile experimentale care se fac cu scopul caracterizarii materialului.
4.4. Marimea zonei plastice de la varful fisurii in acord cu modelul Irwin
Consideram o fisura de lungime 2a intr-o placa plana supusa la tractiune (modul

l) si aflata intr-o stare plana de tensiuni. Se ia ca origine varful fisurii reale, figura 4.7.
Tensiunea elastica oy dupa axa (oy) este data de relatia:

_ oJm _ K,
o, ——ﬂ Nor (4.55)

115



MECANICA RUPERII

Relatia (4.55) arata ca tensiunea oy, devine infinita atunci cand x—0 (véarful
fisurii). Intr-un material real acest lucru nu se poate intdmpla. Prin substituirea
rezistentei la curgere o. in locul lui oy din ecuatia (4.55) se poate obtine o estimare
pentru distanta ry in care materialul este deformat plastic thaintea varfului fisurii:

. (ﬁ] (4.56)

y T 5
2r\ o,

Presupunéand, intr-o prima aproximare, ca marimea zonei plastice ry in lungul
axei x corespunde cu diametrul zonei plastice circulare, distributia tensiunii o, in fata
varfului fisurii va fi ca cea prezentata in figura 4.7, [140]. Din aceasta figura rezulta ca
presupunerea facuta nu are cea mai buna acuratete datorita faptului ca o anumita parte
a distributiei tensiunilor (partea hasurata) este pur si simplu taiata in partea de desupra
valorii o..

0] ‘/
y
/\ Distributia tensiunilor

. in domeniul elastic

Distributia tensiunilor
%/( dupa curgerea locala
0]

34><*r4>

y

Fig. 4.7. O prima aproximare a zonei plastice de la varful fisurii

Modelele cele mai cunoscute din literatura de specialitate in legatura cu forma si
dimensiunea zonei deformate plastic de la varful fisurii au urmat unul sau doua
concepte. Fiecare dintre acestea au avut ca rezultat o buna aproximare a dimensiunii
zonei plastice cum sunt cele prezentate de Irwin si Dugdale ce vor fi prezentate in
continuare in cadrul acestui capitol. S-a constatat experimental ca zona deformata
plastic este influentatd de faptul ca materialul este supus, fie starii plane de tensiuni fie
starii plane de deformatie. Este cunoscut faptul ca, in conditile starii plane de
deformatie curgerea nu va aparea pana cand tensiunea aplicata nu depaseste valoarea
limitei la curgere o, zona plastica avand in acest caz o dimensiune relativ mica.

Analiza lui Irwin asupra marimii zonei plastice, [130], incearca sa justifice faptul
ca distributia tensiunilor elastice oy data de relatia (4.1) nu poate fi pur si simplu taiata
mai sus de valoarea limitei de curgere o.. Pentru ca analiza sa fie pertinenta se impun
cateva restrictii:
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1) Forma zonei plastice se considera a fi circulara;

2) Este analizata marimea zonei plastice numai in lungul axei x (6=0 in relatiile
3.68);

3) Comportamentul materialului este considerat a fi, din punct de vedere
macroscopic, perfect-elastic, presupunand aici ca, in afara de zona de la
varful fisurii, nu mai apar si alte zone deformate plastic;

4) Se considera ca avem o stare plana de tensiuni.

Comportarea materialului conform restrictiei 3, implica faptul ca tensiunile nu vor

depasi limita de curgere o..

Irwin introduce notiunea de fisura fictiva presupunand ca aparitia plasticitatii la
varful fisurii face ca aceasta sa devina mai mare decat marimea sa fizica — deplasarile
sunt mai mari si rigiditatile mai mici decat in cazul elastic:

a,=a+Aa,
unde aer este lungimea efectiva a fisurii fictive, iar Aa, valoarea adaugata fisurii reale.
Aceasta valoare adaugata se justifica prin redistribuirea tensiunilor care se gasesc
deasupra valorii limitei de curgere in cazul elastic. In aceste conditii Aa, devine o parte
a fisurii, iar tensiunea oy este egala cu limita de curgere o..

in domeniul elastic
in cazul fisurii imaginare

% Distributia tensiunilor
%/ dupa curgerea locala
gc - />\
O\

0] y ‘ % Distributia tensiunilor

Varful fisurii
imaginare

Varful fisurii |

ST
T

S e

SR e
R R R R B ER

&
SRRRLARRLLIRLK

2

r-————— 9 *Aar«r—»

Fig. 4.8. Schematizarea analizei Irwin

In figura 4.8 este prezentata distributia tensiunii o, care deriva din solutia elastica
pentru lungimea fisurii (a + Aa,) ca si actuala distributie oy, dupa curgerea plastica
locala. Ca urmare, noul profil al tensiunii va fi:

Oy = O¢ pentru 0<x<Aa,+ry;

- o,= K, pentru x> Aap+ry,
27
Energiile dezvoltate de aceste doua distributii trebuie sa fie egale. Acest lucru se
va intdmpla daca aria din zona I va fi egala cu aria din zona II.
Astfel vom avea:
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(4.57)

y

A
o, Aa, = [ DAL o
c n o \/% c

sau:
r + A 204/(a+ A
O-C(Aan +ry):I‘Mﬂ:M\/r_v (458)
0 V27 Jr V2 ’
Pentru lungimea fisurii (fictive) a+Aa, vom avea:
2
1 (K, o’
= | 2| = +A 4.59
g Zﬁ[O'CJ 202 (a+Aa,) ( )

Substituind de aici o(a+Aa,) in ecuatia (4.58) va rezulta:

oz

Gc (Aan + ry) =

si ca urmare vom avea:
Aa, + ry=2r,
A rezultat faptul ca, valoarea care se adauga la fisura reala, Aa,, este egala, intr-o
prima aproximare, cu marimea zonei plastice ry
Din analiza lui Irwin rezulta ca diametrul zonei plastice (Aan+ry) este egal cu 2r,.
Acest rezultat arata ca varful fisurii fictive (a+Aa,)=(a+ry) se plaseaza in centrul zonei
plastice circulare, figura 4.9. Distributia tensiunilor la distanta x>r, este data de variatia

1

e

tensiunilor elastice o,=

Distributia tensiunilor

Uy ‘ \/ in domeniul elastic

\ in cazul fisurii imaginare
\ Distributia tensiunilor
/ dupa curgerea locala
O =~
Varful fisurii N N
imaginare ~
Varful fisurii S o
S~
— - — —
— — — —
—
X

- g 2ry4>

Fig. 4.9. Marimea zonei plastice data de Irwin

Se constata faptul ca, valoarea lui K, determina atat marimea zonei plastice,
ecuatia (4.56), cat si tensiunile si deformatiile in afara acesteia. Ca urmare, conceptul
de intensitate a tensiunilor se aplica atat pentru determinarea modului in care are loc
propagarea fisurii cat si pentru stabilirea comportarii la fisurare a materialului.

Expresia utilizata, intr-o prima aproximare, pentru factorul de intensitate a
tensiunii in cazul fisurii fictive este:
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K, =0 r(a+r,)

iar cea pentru marimea zonei deformate plastic:
2
1 (K,
r,=—| —
2r\ o,

care implica faptul ca ry si K, sunt interdependente.
Pentru acest caz simplu, pentru care se considera f(a/w)=1, problema poate fi
rezolvata analitic prin substitutie simpla. Va rezulta:

K, = oJma (4.60)

expresie care se apropie de cea uzuala (K, = oV ) pentru 0<<aoc.
In sectiunea 3.2 a fost definita deplasarea v a flancurilor fisurii. Expresia obtinuta

pentru starea plana de tensiune a fost V=2—]§\/a2—x2. Deplasarea totala o; la

deschiderea fisurii este egala cu 2v, figura 4.10.

Fig. 4.10. Deplasarea la deschiderea varfului fisurii (CTOD)

Avand in vedere lungimea semifisurii fictive, (a+ry) si considerand deplasarea la
deschiderea fisurii ca fiind cea de la varful fisurii actuale, vom avea urmaéatoarea
expresie pentru deplasarea la deschiderea fisurii:

o, 24?0-\/612 +2ar, +ry2 -a’ z%1/2ary
Substituind pe ry din relatia (4.56) vom avea:
4 K,

0, =—
w Eo,

(4.61)
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care da o valoare aproximativa pentru deplasarea la deschiderea varfului fisurii. Ecuatia
(4.61) nu poate fi utilizatd pentru situatia in care K, variaza, de exemplu in cazul
solicitarii de oboseala.
Presupunand ca vrem sa determinam ; pentru o valoare Ki<Knax, vVOm avea:
5 :iKIKmax
' 7 Eo,

4.5. Marimea zonei plastice in acord cu modelul Dugdale. Modelul benzilor
de alunecare

Analiza Dugdale, [60] presupune ca toate deformatiile plastice sunt concentrate
in zona din frontul fisurii, asa-numitul model al benzilor de alunecare. Acest tip de
comportare apare la numeroase materiale. Pe baza analizei lui Irwin, Dugdale arata ca
lungimea fisurii efective este mai mare decéat lungimea fisurii fizice. Cresterea Aa, a
fisurii fictive se considera ca se datoreaza faptului ca se atinge la varful fisurii tensiunea
de curgere a materialului, figura 4.11.

o0k imaginare

Fig. 4.11. Schematizarea analizei Dugdale

In demonstratiile ce vor urma Aa, reprezinta marimea intregii zone plastice.
Determinarea de catre Dugdale a acestei marimi s-a facut in doua moduri:
- in mod direct utilizdnd metoda suprapunerii efectelor;
- in mod indirect utilizand functiile de tensiune.

4.5.1. Determinarea madarimei zonei plastice utilizdnd metoda suprapunerii
efectelor

Acest procedeu este prezentat in figura 4.12.

Intr-o placa cu o fisura de lungime fizica 2a si marimea zonei plastice 24a,
(figura 4.12a) se stabilesc aceleasi tensiuni si deformatii ca si intr-o placa in care
lungimea fizica a fisurii este 2(a+Aa,) si in care zonele de marime Aa, sunt supuse unor
tensiuni avand valoarea o (figura 4.12b).
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Aproximarea Principiul
o Dugdale  ,  suprapunerii efectelor

RERNREERRIINREENR

Fig. 4.12 Obtinerea relatiei Dugdale pe baza principiului suprapunerii efectelor

Cele doua solicitari (in modul I) ce actioneaza asupra placii din figura 4.12b pot fi
separate Tn solicitarile din placile figurate in 4.72 b si c. In aceste conditii se constata ca,
la varful fisurii fictive se stabileste o valoare finitd a tensiunii oy, respectiv oc,. Cu alte

sum

1
N2

imaginare oy trebuie sa devina singulara, cu exceptia punctului in care K;"" =0. Avand

cuvinte, o, =

este finit, unde K" =K/ =K +K;. Pentru r=0, la varful fisurii

in vedere cele enuntate, valoarea Iui Aa, poate fi determinatd conform modelului
prezentat in continuare. XS poate fi determinat cu ajutorul expresiei (4.56), avand in
vedere modul de incarcare a frontului fisurii:
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a+Aa
arda,  2(a+ A 2P(a+A '
c_ .[ A (a+Aa,)dx _ (a+Aa,) arcsin
Jr(a+ha,)"  [(a+Aa,)? -x> m(a+Aa,) a+Aa

+ A
=K, = —20-},5\/61 U arccos—2 (4.62)
T a+Aa

n
in care P=-o..
K} va avea urmétoarea forma:

K} =oyr(a+Aa,) (4.63)

Daca vom considera cad K;"" =K} =K  +K} =0, vom gasi:

A
cos 22 =4 sau sec2 = ! — 14 2% (4.64)

20, a+Aa, 20, cos 2 a

2 4
Utilizand dezvoltarea in serie: secx :1+%+52i4+... pentru |x] <%

. ~ o o T - . . T .
si presupunand ca 0<<gg, x=2—<<3, se pot lua in considerare numai primii doi
o

c

e

De notat ca nu putem gasi tensmnea oy (=0¢) la varful fisurii facand derivarea in

1
2mr
Se cunoaste faptul ca oy are o valoare finita.

Pentru determinarea marimii zonei plastice de la varful fisurii utilizadnd functiile de
tensiuni trebuie facuti urmatorii pasi:

1). Obtinerea unei functii de tensiune de tip Westergaard pentru lungimea fisurii

2(a+Aap) cu originea in centrul fisurii. Functia corespunzatoare este:

o
(a +Aa, )2

2

z
2). Intrucét Aa, contine tensiunea de curgere, spre deosebire de cazul fisurii
reale, functia de tensiune elastica ®,(z) va supraestima intensitatea tensiunilor la varful
fisurii fictive. Pentru a obtine estimarea corectd se utilizeaza si aici principiul
suprapunerii efectelor. Astfel, trebuie determinatd functia de tensiune care descrie
conditiile de incarcare pe distanta Aa,, avand Tn vedere faptul ca aceasta functie de

tensiune face parte din @,(z).

termeni ai seriei si vom avea:

relatia de mai sus pentru ca o, = tinde sa devina nedefinita atunci cand » > 0.

O (2)=
1-

3). Se cunoaste faptul ca functia de tensiune ®,(z), corespunzatoare fortelor P

(pe unitatea de grosime) aplicate pe ambele flancuri ale fisurii la distantele +b si —b fata
de centrul fisurii, este data de relatia:

®,(z) = 2Pzy/(a+Aa,)” —b (4.65)

7z —(a+Aa,)’ (2> —b°)
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Inlocuind forta P care corespunde tensiunii de curgere P=oc'db gi prin integrarea
®,(z) se obtine functia de tensiune ®,(z) care descrie conditiile de incarcare pe zona
Aay:

a+ha, 20.z (a+Aa, )2 -b’ Jb <

(D3(Z)=J.” 72'\/ ~(a+Aa,) z'=b?

2 2 :
20 z T arcctg[g z T4, (a+Aq, )2 } (4.66)

C a _
oz [\/zz(a+Aan)2 arccosa+Aan] V4 z\(a+Aa,) —a

4). Functia de tensiune corectata va fi: ®,(z) =®, (z)-P,(z) si va rezulta:

oz 20 z a
D,(2)= -—= arccos +
Jzi—(a+Aa,)’ 7 " —(a+Aa,)’ a+Aa,
(4.67)
a |z —(a+Aa)
(a+Aa ) -a’

5). Dugdale presupune ca nu poate exista o singularitate la varful fisurii fictive si
ca urmare termenul singular din ecuatia (4.67) trebuie sa dispara:

oz 20, z
== —arccos =0
22 —(a+Aa,) 7 \z'—(a+Aa,) a+Aa,
astfel incat:
20, a
o ——=arccos =0 (4.68)
V4 a+Aa,
. 7o no a
§i ——=arccos sau cos— =
20, a+Aa, 20, a+Aa,

6). Ecuatia (4.68) este asemanatoare cu ecuatia (4.55) conducand la:
2 2 2
Aa, =704 =1(ﬁ] (4.69)
8o, 8\ o

Marimea zonei plastice Dugdale data de ecuatia (4.69) este :

2
Aa, = 0,393(ﬁ]

o

c
Valoarea data de aceastda expresie rezultd ceva mai mare decat diametrul zonei
plastice rezultat ca urmare a aplicarii teoriei lui Irwin. Din analiza facuta de Irwin rezulta
ca diametrul zonei plastice 2r, este:

2 2
2 L[K_j :o,m[&j
T\ O, o,

In raport cu abordarea in termenii factorului de intensitate a tensiunii, modelul
Dugdale ce utilizeaza functiile de tensiune are forma mai generala. Ecuatia (4.69) are

solutii singulare iar functia:
[3 z° (a+Aa)] (4.70)
z

20
q)S(Z): ﬂ_c a+ )
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reprezintd distributia tensiunilor elastice (0=0¢) 1in interiorul si in apropierea zonei
plastice. Astfel, seriile Taylor pentru functia arcctg sunt:

3 3
X X

T
arcctg(x)=——(x——+—0...
g(x) 5 ( 373 )
pentru |x| <1. Argumentul functiei arcctg este imaginar in interiorul zonei plastice si are
valoarea zero pentru z=a+Aa, si valoarea i pentru z=a. In aceste conditii ecuatia (4.70)

poate fi recrisa astfel:
2
D (2)= iarcctg(p'i) cu O<p<l
T

Din seriile Taylor este clar faptul ca partea reala a arcctg(p:i)=m/2 pentru ca
ceilalti termeni din serie au puteri impare si ca urmare vor raméane imaginari. Astfel,
pentru a<x<a+Aa, vom avea o, =Re®,(z)=0,. Ca urmare ecuatia (4.70) stabileste

egalitatea 0=0. in intreaga zona plastica de tip Dugdale, in care a<x<a+Aa, si y=0.
4.5.2.Conceptul Dugdale [60] privind deplasarea la deschiderea varfului fisurii

Pornind de la functiile de tensiune prezentate anterior se poate stabili o expresie
pentru calculul deplasarii la deschiderea varfului fisurii. Deplasarea flancului fisurii v in
regiunea dintre a si at+Aa, se poate obtine prin substitutia termenului nesingular din
ecuatia (4.67), respectiv functia ®.(z) din ecuatia (4.70), in ecuatia (3.85b),

corespunzatoare starii plane de tensiune:
y= é[z Im®(z)— y(1+v)Red(2)]

Se poate considera y=0 intrucat in zona Dugdale avem un model de alunecare plastica
in lungul axei x. Astfel, va rezulta:
ve 2Im®s(z)
E
Este destul de dificil de obtinut solutia exacta a ecuatiei (4.71). Expresia pentru
deplasarea la deschiderea varfului fisurii ca marime fizica, se obtine rezolvand ecuatia
(4.71) avand in vedere faptul ca z — a. In aceste conditii vom avea:

(4.71)

2y, =5, = 3% o gee 2O (4.72)
nE 26,

Pentru a putea compara rezultatele obtinute pe baza acestei expresii cu cele

obtinute de Irwin gi de alti autori, relatia (4.71) se va aduce la o forma mai simpla.

Astfel, descompunerea in serii va duce la:
x* 5x* V4
secx=1+"—+—"—+.. pentru |x|]<=.
2 24 2

Dacd 2 <<1 atunci se indeplinesc conditile MRLE si ca urmare argumentul
o

functiei sec din ecuatia (4.72) se asteapta sa fie mai mic decét unitatea. In aceste
conditii se poate scrie:

2 2
In(secx) = ln(l + x?j ~ x? si astfel:
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2 2 2
=il R

Aceasta valoare a deplasarii la deschiderea fisurii este putin mai mica decéat cea
obtinuta pe baza analizei lui Irwin, ecuatia (4.61):

S =

t

2 2
SRR YR
T

Eo, Eo,

4.6. Determinarea formei aproximative a zonei deformata plastic pe baza
criteriilor Tresca si von Mises

Modelele prezentate anterior sunt limitate la extinderea zonei plastice de-a lungul
axei x gi au luat in considerare doar tensiunea o,. Aplicand criteriile Tresca si von Mises
[140], se pot obtine solutii noi pentru forma extinsd a enclavei plastice. Pentru
determinarea formei zonei deformate plastic se porneste de la expresiile tensiunilor
principale la varful unei fisuri pentru starea plana de tensiune.

Criteriul Tresca se poate exprima in conditiile starii plane de tensiune sub forma:

1 o

Tmax = 5(01 _02) = Tc = 2C (474)

Inlocuind tensiunile principale o1 $i 02 cu expresiile date de Irwin, (3.68), se obtine:

o, —0, =Lcosg(l+sing—l+sing) =0, de unde rezulta:
N2 2 2 2
k? 0 o k? 0
r (0)=—L—4cos> =sin’ —=—L—sin’ = 4.75
O 270’ 2 2 2no’ 2 ( )

c c

Pentru starea plana de deformatie, considerand o01>02>03, criteriul Tresca se
exprima sub forma:

1
T 25(01_03):Tc:

o,

max

Daca se tine cont de relatiile (3.69) si (3.69) rezulta:

K, 0 . 0
o, -0, = cos—(1+sin——2v)=o0.
1 3 \/ﬁ 2( 2 ) c
§i ca urmare vom avea.
K> oY
r,(6) = ?cos2 g(l —20+sin gj (4.76)

In figura 4.13 s-a reprezentat in coordonate polare variatia razei zonei plastice,

r,(0)

data de raportul R, = ———,

obtinuta aplicand criteriul de plasticitate Tresca.
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| 8.0

25000

ML
Fig. 4.13. Variatia razei zonei plastice — Tresca
Criteriul von Mises stipuleaza ca va apare curgerea plastica atunci cand:
2 2 2 2
(O-l _0-2) + (0-2 _0-3) +(O_3 _Gl) =20, (4.77)
unde 01, 02 $i 03 reprezinta tensiunile principale. In sectiunea 3.8 relatiile care descriu
starea de tensiune in modul I de solicitare exprimate prin tensiunile principale sunt:

o, = \/%cosg(brsingj (3.70a)
K, 9( . 9)

o, = cos—| 1—sin— 3.70b

e 2 (370

si 03=0 (stare plana de tensiune) sau 03=v(01+02) pentru starea plana de deformatie.
Substituind in ecuatia (4.77) se va obtine pentru starea plana de tensiune:

2
K 1+ 36in? 6+ cos0 | = 207 sau
2mr 2
2
K .
¥ (0) sare piana = L[—’J (1 + Es1n2 6+ cos (9] (4.78)
de tensiune 4z (o 2

daca se au in vedere relatiile:

sinf -+ l—cosﬁ; cosgzi 1+cosé
2 2 2 2
Ecuatia (4.78) poate fi adimensionala prin impartirea cu ry, obtindndu-se o prima
aproximare a marimii zonei deformate plastic pentru 8=0 (axa x). Va rezulta:

! (9)2}%.‘3,-’352’ a2 ]
——————— =—+=sin" #+—cosb (4.79)
2 4 2

Ty

Se constata ca, pentru 6=0 valoarea lui r(0) este intr-adevar ry iar pentru 6 :% (axa y)

valoarea lui r(6) este ér .
4 y
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Pentru starea plana de deformatii, 03=v(04+02) vom avea:
2

ﬁ{ésinz 9+(1—2v)2(1+cos9)} =20’
2mr| 2

si ca urmare:

r (H)Stare plana
de deformatie _ %Sinz 0+ %(l _ 2‘/)2 (1 +cos 9) (480)

Ty

In lungul axei x (6=0) valorile pentru r(8), in cazul starii plane de deformatii, sunt

mai mici decat in cazul starii plane de tensiuni. Presupunand v :% se obtine:

7'(6 = 0) starea plana
de tensiuni

starea plana ¥y
de deformatie

1 1
=—r@=0 =—r
9( )

In figura 4.14 sunt reprezentate zonele deformate plastic in cazul starii plane de tensiuni
si in cazul starii plane de deformatii, in forma adimensionala.

In mod analog se poate determina forma si marimea zonei deformate plastic
pentru modul Il de deplasare a flancurilor fisurii.

vA

Starea
plana de
tensiuni

Starea
plana de
deformatii

"o

Fig. 4.14. Forma adimensionala {} a zonei deformate plastic conform criteriului von Mises

7,

Utilizadnd criteriul de plasticitate von Mises se obtine expresia razei zonei
deformate plastic astfel:
- pentru starea plana de tensiune:

r[[ (0) stare plana
detensiune _ Z_gsinz H—lcosﬁ (4.81)
p 2 4 2

y
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- pentru starea plana de deformatie:

Pt (0) e plana_ 9 1
—deddormate _3_ Zsin? @ +—(1-2v )’ (1-cos6) (4.82)

r, 4 2
Din figura 4.14 se observa ca zona deformata plastic are o extindere mai mare pentru
starea plana de tensiune in comparatie cu starea pland de deformatie. Aceasta
constatare confirma recomandarea standardelor ce propun ca determinarea tenacitatii
la rupere kic sa se faca pe epruvete ce indeplinesc conditiile starii plane de deformatie.
De asemenea se constata faptul ca zona deformata plastic pentru modul Il de incarcare

este mai extinsa dupa directia axei x.
4.7. Influenta starii de tensiuni asupra zonei plastice

In sectiunea 4.1 s-a mentionat faptul ca starea de tensiuni (in cazul starii plane
de tensiuni sau a starii plane de deformatie) afecteaza marimea si forma zonei plastice,
figura 4.14 fiind o buna ilustrare in acest sens. Ca urmare este interesant de a vedea
anumite detalii Tn ceea ce priveste starea de tensiuni in regiunea de la varful fisurii.

4.7.1.Forma si mdrimea zonei plastice pe grosimea placii

Consideram o fisura strapunsa intr-o placa. Din relatile (3.67) rezulta ca
tensiunile pe directiile x si y sunt date prin:

_oVm (4.83)

a
N (0
%= o 11

Ecuatia (4.83) arata ca pentru valori mici ale lui r, atat oy cat si oy vor depasi
tensiunea de curgere a materialului. Astfel, la varful fisurii se va forma zona plastica
biaxiala. Presupunand, intr-o prima etapa, ca se stabileste o stare plana si uniforma de
tensiuni, si ca zona plastica este circulara conform analizei lui Irwin, atunci cand se face
o sectiune prin placa in planul fisurii date, modelul arata ca in figura 4.15.

Fisura Zona deformata plastic Zona elastica

Fig. 4.15. Sectiune schematica in planul fisurii

Fara a se produce o durificare in interiorul zonei plastice, materialul trebuie sa fie
capabil sa curga liber in aceasta zona gi sa se contracteze pe directia grosimii placii. In
orice caz, materialul elastic adiacent zonei plastice nu se poate contracta in aceeasi
masura. Acest fenomen, numit constrangere plastica, conduce la aparitia tensiunilor de
tractiune pe directia grosimii, la granita zonei plastice cu cea elastica, acolo unde apar
tensiuni pe toate cele trei directii.
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La suprafata placii nu sunt tensiuni pe directia grosimii placii si ca urmare aici
este o stare plana de tensiuni. Cu cat ne deplasam spre interior, cu atat creste gradul
de triaxialitate, care se apropie si eventual poate corespunde cu starea plana de
deformatie. Astfel, intr-o prima aproximare, marimea gi forma zonei plastice poate fi
considerata ca variabila pe grosimea placii. Pentru o placa de grosime intermediara
care nu are nici starea plana de tensiuni totala nici starea pland de deformatii
predominanta, zona plastica poate avea forma schematica prezentata in figura 4.16.

In orice caz, regiunile de la suprafata aflate in stare plana de tensiuni vor avea o

deplasare v mai mare, pentru aceeasi valoare a tensiunii o aplicate, in raport cu
deplasarea calculata pe baza relatiilor (3.86). Se constata asadar ca, marimea zonei
deformata plastic in regiunea starii plane de tensiuni va fi mai mica decét cea obtinuta
in prima aproximare si respectiv, marimea zonei deformate plastic in regiunea starii
plane de deformatii va fi mai mare decéat cea obtinuta in prima aproximare.
Pe baza analizei cu elemente finite se poate constata ca variatile marimii zonei
deformate plastic pe grosimea placii sunt mult mai mici in raport cu cele aratate
schematic in figura 4.15. Un calcul simplu al distributiei starii de tensiuni pe grosimea
placii nu este posibil. Un astfel de calcul se face doar pentru a putea estima daca sunt
predominate conditiile starii plane de tensiuni sau conditiile starii plane de deformatii.

r

Starea plana de
= e tensiuni
B ' . (lasuprafata)

-
o T T T T

Starea plana de
deformatii

Fig. 4.16. Variatia zonei plastice intr-o placa de grosime intermediara

1. Ne putem astepta sa avem o stare plana totala de tensiuni, daca marimea
calculata a zonei plastice din cadrul starii plane de tensiuni, 2ry in analiza lrwin,
este de ordinul grosimii placii.

2. Vom avea o stare planad de deformatii atunci cand marimea calculatd a zonei
plastice din cadrul starii plane de tensiuni, 2ry, (valoarea aproximativa de la
suprafata placii), nu este mai mare de o zecime din grosimea placii.
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4.7.2. Marimea zonei plastice pe grosimea placii si factorul de constrédngere a
plasticitatii

In capitolul 3 s-a vazut ca, ecuatile care dau céampul de tensiuni au fost
exprimate si in termenii tensiunilor principale (relatia 3.69). Utilizadnd aceste expresii, in
conditiile starii plane de deformatii se obtine:

oo l—sin% . v
R I V¢ W, 0/
1+smé 1+smé
Se constata ca, daca 6=0 atunci 0,=01 si 03=2v0;.
Presupunand ca suntem in domeniul elastic cu v=1/3, se poate utiliza criteriul de

rupere al lui von Mises, ecuatia (4.77), pentru a determina valoarea lui 04 care este
atinsa inainte de a aparea curgerea:

2 2
(01—0'2)2+[O']—§O'1j +[§01—0'1j =20

o,=0

si ca urmare:
o, =0,=30, §i 0, =20,

Aceasta analiza simpla sugereaza faptul ca raportul intre o1 si tensiunea de
curgere devine mai mare de 3 pentru starea plana de deformatie. In mod obisnuit acest
raport este numit factor de constrédngere plastica si se noteaza cu C.

Intr-o prima aproximare, marimea zonei plastice, in cadrul starii plane de
deformatie in lungul axei x, poate fi scrisa ca fiind:

2
K
ry starea plana = i( L ] (484)

de deformatie Co .

1

starea plana =3 ry -
dedeformatie 9

Acest rezultat a fost obtinut si in sectiunea 4.4. Valoarea lui ry pentru starea
plané de deformatii trebuie sa fie in mod considerabil subestimata pe toata grosimea
placii intrucat la suprafata acesteia avem in mod cert o stare pland de tensiuni iar
marimea zonei plastice aici va fi ry, deci de 9 ori mai mare. De aceea /rwin propune
utilizarea unei valori intermediare pentru factorul de constrangere a plasticitatii C si

anume +/3, astfel incat valoarea nominala a lui ry in cadrul starii plane de deformatii sa
fie:

care, pentru C=3 conduce la 7,

2
1 (K, 1
roooo e | 2| =y 4.85
y starea plana 672' [ j ( )

¥y
de deformatie O-C 3

Aceasta valoare se regaseste cel mai adesea in literatura de specialitate.
4.8. Planele tensiunii tangentiale maxime

Locatia planelor tensiunii tangentiale maxime in vecinatatea varfului fisurii este
influentatd mai degraba de starea de tensiuni decat de forma i marimea zonei
deformate plastic. Acest lucru este aratat in figura 4.17 in care s-au mai construit i
cercurile lui Mohr pentru tensiunile principale in cadrul starii plane de tensiuni si in
cadrul starii plane de deformatii.
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1) Starea plana de tensiuni

Pentru o fisura reala cu raza la varf finita (datoritd aparitiei zonei plastice) vom
avea 0y,>0yx pentru 6=0, tensiunile principale o1 $i 02 sunt oy si Oy respectiv 03=0,=0. In
mod obisnuit se considera 01>02>04. Din figura 4.17a se poate constata ca tensiunea
tangentiald maxima tmax se afld in plane orientate la 45° fatd de axa x.

2) Starea plana de deformatii

Pentru o fisura reala aflata intr-o stare plana de deformatie situatia este putin mai
complicata. In acest caz o, este, de asemeni, mai mare decat o,. Cand ne deplasam de
la suprafatd, unde avem o stare pland de tensiuni, spre interior, unde avem o stare
plana de deformatii, o, creste treptat de la O (starea plana de tensiuni) la v(ox+oy),
atunci cand se atinge starea plana de deformatie purd. Avand in vedere faptul ca
deformatiile plastice presupun ca volumul nu se schimba, in interiorul zonei plastice “v
plastic” trebuie sa aibe valoarea 0,5. In consecinta, in zona starii plane de deformatii o,
va fi de asemenea mai mare ca ox. Ca urmare, planele tensiunilor tangentiale maxime
vor face un unghi de 45° cu axa z de aceastd data, figura 4.17b. Astfel, in cadrul starii
plane de tensiuni, tensiunile principale g4, 02 $i 03 sunt egale cu oy, 0y $i 0, Tn timp ce in
cadrul starii plane de deformatii acestea sunt egale cu oy, 0, $i Ox. De notat ca situatiile
aratate in figura 4.17 sunt valabile numai in interiorul unei regiuni relativ mici din cadrul
zonei deformata plastic de la varful fisurii. Materialul nu va suferi lunecari macroscopice
in lungul planelor tensiunilor tangentiale maxime dar va capata o deformare de o
maniera ceva mai complexa.

T T

max T

Tmax

Qy
al

Fig. 4.17. Locatia planelor tensiunii tangentiale maxime la véarful fisurii pentru:
a) starea plané de tensiuni b) starea plana de deformatii
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4.9. Influenta starii de tensiune asupra comportarii la fisurare

In aceasta sectiune vor fi discutate efectele starii de tensiune asupra rezistentei
la rupere si aparitiei ruperii.

Aspectul suprafetei obtinute prin rupere. Daca o proba sau o piesa este incarcata
static pana la rupere, suprafata rupté va avea, in general, forma prezentata in figura
4.18. Extinderea fisurii din prefisura are loc in modul | de fisurare, suprafata fiind neteda
dar fiind acompaniata aproape imediat de mici margini transversale.

modul de rupere
prin alunecare

“™-—._modul de rupere prin
\-\-\\_‘ tractiune

frontul fisurii

Fig. 4.18. Aspectul suprafetei rupte prin incarcarea statica a unei probe prefisurate

In momentul in care fisura se extinde (ceea ce face sa se ajunga la instabilitate)
marginile transversale cresc pana cand acopera intreaga suprafata fisurata care devine
in totalitate inclinata (cu inclinarea simpla sau dubla). Aceasta comportare este in mod
obignuit atribuitd extinderii fisurii, mai intai in conditii predominante ale starii plane de
deformatii si apoi in conditiile starii plane de tensiuni. Un model exact al tranzitiei de la
suprafata plana la cea inclinatd nu existd, dar pare evident faptul ca schimbarea
planelor tensiunii tangentiale maxime, (vezi figura 4.17), joaca un rol important. Studiile
efectuate de Rosenfield si Hahn [103] indica faptul c&, in conditile starii plane de
deformatie zona plastica este de tip “articulatie”, figura 4.19a, in timp ce in conditiile
starii plane de tensiuni, dupa initierea zonei de tip “articulatie”, ruperea se produce prin
alunecarea dupa plane orientate la 45° pe grosimea probei, figura 4.19b.

3 o

ju]

Fig. 4.19. Moduri de deformare;  a) starea plana de deformatie; b) starea planéd de tensiuni
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Inceputul fisurarii se produce prin smulgerea materialului intre benzile de alunecare
de tip articulatie, figura 4.20.

— smulgere

4

Fig. 4.20. Smulgerea materialului intre benzile de alunecare de tip articulatie

Rezistenta la fisurare. Factorul critic de intensitate a tensiunilor la rupere, K,
depinde de grosimea probei. O asemenea dependentd este prezentata in figura
4.21. Se poate constata ca, dincolo de o anumita grosime, atunci cand materialul se
afla intr-o stare plana de deformatii predominantd si sub constrdngere maxima,
valoarea lui K. tinde sa se limiteze la o constanta. Aceasta valoare este numita
rezistenta la rupere in cadrul stérii plane de deformatie, K., si poate fi considerata
ca fiind o caracteristica de material.

—=—Starea plana Zona de tranzitie—————=— Starea plana —=—
K | de tensiuni de deformatii
[MPaym]
240 |
200

160

120

80

40 |

0 Grosimea probei [mm]

5 10 20 50 100

—

Fig. 4.21. Variatia K. cu grosimea probei
Intr-un otel inalt rezistent

Comportarea ilustrata in figura 4.21 este pusa in general pe seama tranzitiei de
la starea plana de tensiune la starea plana de deformatie ce apare odata cu cresterea
grosimii probei. Pentru probele foarte subtiri (grosimea < 1 mm) aceasta dependenta
este destul de greu de stabilit (linia intrerupta din figura 4.21). Se constata asadar ca,
pentru a determina k. ca fiind o constanta de material trebuie ca probele utilizate in
acest sens sa depaseasca o anumita grosime. De aceasta grosime dar si de limita de
curgere va depinde marimea zonei deformate plastic de la varful fisurii.

In sectiunea 4.1 s-a aratat ca este destul de dificil de a estima in acelasi timp, in
mod corect, forma si marimea zonei deformate plastic de la varful fisurii. Aceasta
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problema se poate aborda in doua moduri: experimental si pe baza analizei cu
elemente finite.

Modul experimental. Cele mai cunoscute lucrari in domeniu sunt cele ale lui
Hahn si Rosenfield [103]. Ei au utilizat probe dintr-un aliaj Fe-Si care au proprietatea ca
regiunile deformate plastic pot fi marcate si facute vizibile. Cateva din aceste rezultate
sunt prezentate in figurile 4.22 a si b. Proba din figura 4.22a a fost in stare plana de
tensiuni, forma zonei plastice fiind reprezentata schematic in figura 4.22b. Aceasta
forma este asemanatoare cu cea determinata pe baza modelului curgerii benzilor al lui
Dugdale. Pentru starea plana de deformatie, se constatd ca zonele deformate plastic
aproape ca se inchid si par sa aibe forma din figura 4.14 care a fost derivata din criteriul
de curgere von Mises.

b)
Fig. 4.22. Apatritia zonei plastice la suprafata si in imediata vecinéatate

Analiza cu elemente finite. In figura 4.23 se prezinta marimea si forma zonei
deformate plastic la varful fisurii prin comparatie intre analiza cu elemente finite si
criteriul de rupere von Mises.

0

Ty

0.9

Analiza cu
elemente finite

. -~
Aproximarea
Von Mises™7
[

[
1
i

Fig. 4.23. Comparatie privind méarimea si forma zonei plastic deformate

Se constata anumite abateri atat de la forma cat si de la marimea zonei in cazul
celor doua analize. Avand in vedere faptul ca in cazul criteriului von Mises s-au facut
anumite aproximari (preluarea doar a primului termen din seriile Taylor) se considera
analiza cu elemente finite a avea o mai buna acuratete.
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