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3.1. Introducere

In capitolul 2 a fost subliniat faptul ca rezistenta la rupere a materialelor este
determinata de prezenta defectelor. Pentru un comportament liniar-elastic, Mecanica
Liniar-Elastica a Ruperii (MLER) permite caracterizarea unui material in raport de
existenta unei fisuri in volumul acesteia. In acest capitol vor fi dezvoltate diferite
aproximari care sunt utilizate, fie in termenii bilantului energetic fie Tn termenii
concentratorilor de tensiuni si care permit elaborarea unor criterii de rupere. Aceste
criterii sunt de o importantd fundamentala pentru optimizarea materialelor si pentru a
putea prevedea comportamentul pieselor in conditii reale de utilizare. Vor fi prezentate
si discutate diferite metode experimentale utilizate pentru a caracteriza comportamentul
la fisurare al materialelor.

3.2. Bazele Mecanicii liniare a ruperii

Mecanica liniara a ruperii presupune ca materialul este perfect elastic, omogen si
izotrop. Materialul este considerat ca fiind un mediu continuu (in sens macoscopic) dar
este admisa pezenta fisurilor in volumul acestuia. Mecanismele care conduc la initierea
si propagarea fisurilor sunt in general foarte complexe la scara atomica. Se poate stabili
o relatie intre rezistenta globala a propagarii $i parametrul care rezulta din incarcare.
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Analiza Griffith privind posibilitatea propagarii unei fisuri

In anul 1920 Griffith face presupunerea ca o fisura se propaga instabil atunci
cand energia mecanica eliberata prin extensia sa este superioara energiei absorbite
prin aceasta propagare: energia potentiala a sistemului (mediu considerat continuu cu
fisuri) diminueaza pe masura ce fisura se propaga, [102].

Consideram o placa de grosime unitara, confectionatd dintr-un material ideal-
elastic in care exista o fisura strapunsa de lungime 2a, aproximata printr-o elipsa
alungita, figura 3.1. Dimensiunile placii sunt cu mult mai mari decat dimensiunile fisurii.
Placa este supusa unei stari de tensiuni monoaxiale, distributia tensiunilor in placa fiind
astfel incat la o anumita departare de fisura tensiunile principale sunt perpendiculare si
respectiv paralele cu axa mare a elipsei.

Intr-o placa de grosime infinit mica avem o stare plana de tensiuni — tensiunea
normala pe placa fiind egala cu zero [61]. Pentru o placa groasa se obtine o stare plana
de deformatii — deformatia pe grosimea placii fiind egala cu zero. In vederea dezvoltarii
bilantului energetic este necesar sa se calculeze tensiunea pentru care fisura se
propaga. Energia totala inmagazinata in placa din figura 3.1 poate fi scrisa sub forma:

W=W,+AW,+AW, - L (3.1)
in care avem:

Wy — energia de deformatie elastica disponibila atunci cand fisura nu se propaga
in timp (a=const.);

AW, — variatia energiei de deformatie elastica ca urmare a propagarii fisurii;

AW, — variatia energiei superficiale ca urmare a formarii noilor suprafete ale
fisurii in extensie;

L — lucrul mecanic al fortelor exterioare.

In relatia (3.1) s-a avut in vedere semnul lucrului mecanic utilizat in
termodinamica, respectiv, lucrul mecanic primit de un sistem este negativ.
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Fig. 3.1. Microfisura de tip Griffith

Propagarea instabila a fisurii de lungime 2a care strabate o grosime egala cu
unitatea se produce atunci cand:
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a (3.2)
da
respectiv, pentru ca o fisura sa se propage instabil, variatia lucrului mecanic al fortelor
exterioare trebuie sa fie mai mare decét variatia energiilor dezvoltate prin propagare,
respectiv AW, si AWe.

Tin&nd cont de faptul ca Wy este constanta, va rezulta:

(AW, + AW, ~L)<0 sau

da
d dw,)
%(L—AWE)S " (3.3)

Din relatia de mai sus rezultéd ca instabilitatea Tn propagarea unei fisuri se produce
atunci cand energia de deformatie elastica disponibild intr-un corp este cel putin egala
cu energia necesara formarii noilor suprafete de rupere.
Introducénd notatiile:
i(L ~AW,)=G
da
unde G reprezinta "forta” de extensie a fisurii (energia disponibila pentru propagare) si
a(w,)
da
in care R este denumita “rezistenta” la fisurare (energia consumata prin propagare),
relatia (3.3) devine:

=R

G>R (3.4)

Ca urmare, o fisura se va propaga instabil atunci cand ,forta” de extensie a fisurii este
cel putin egala cu rezistenta la fisurare. Criteriul de propagare dat de relatia (3.2) este
valabil in cazul unui material cu comportare liniar-elastica sau chiar neliniar-elastica dar
nu este valabil pentru un material cu comportare elasto-plastica.

Pentru a propaga o fisura de la valoarea 2a la valoarea 2(a+da) se iau in
consideratie doua tipuri de incercari:

- la tensiune constanta (in timpul propagarii): masina de incercat ,moale”,

figura 3.2a;
- la deformatie constantd; magina de incercat ,dura”, figura 3.2b.

Incarcare constanta (F=const.). Pentru propagarea semifisurii cu da, la aceeasi
valoare a fortei are loc o deplasare a punctelor sale de aplicatie cu du: de la us la uo.
Energia elastica inmagazinata in placa va suferi o variatie de forma:

1 1 1 1
aw. =5Fu2 —EFM1 =5F(u2 _ul)ZEqu

e

Variatia lucrului mecanic al fortelor exterioare va fi:
dL =F(u, —u,) = Fdu
Ca urmare, energia disponibila pentru propagarea fisurii va fi:

dL—dw, =qu—%qu=%qu (3.5)

Termenul %qu reprezinta aria marcata din figura 3.2a.
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Fig. 3.2. Diagrama incarcare-deplasare (domeniul elastic) atunci cadnd are loc propagarea fisurii

Deformatie constanta (u=const.). Propagarea semifisurii cu da are loc dupa ce
forta a atins valoarea F;, diminuarea fortei la valoarea F, avand loc tocmai ca urmare a
eliberarii de enegie datorita respectivei propagari [69]. Diminuarea energiei de
deformatie elastica sau, in acest caz, energia disponibild pentru propagarea fisurii, va fi:

1 1 1 1
dw, =5Fl”—5Fz”=5“(Fl—Fz)=5”dF (3.6)

Termenul %udF reprezinta aria marcata din figura 3.2b.
Fie C complianta sistemului (epruvetd+masina de incercat) datd de relatia

C= % Daca da—0 se poate considera C=const. Si atunci vom avea:

dW=C-dF (3.7)
Tinand cont de relatia (3.7), relatia (3.5) se poate scrie astfel:

dL—dW, = %qu = %FCdF
iar relatia (3.6) devine:
dw, = lua’F = lCFaIF
2 2

Se constata asadar ca, la o crestere infinitezimala a fisurii, energia disponibila
pentru propagarea acesteia este aceeasi in cele doua cazuri, cel al propagarii fisurii sub
forta constanta si cel al propagarii fisurii la deplasare constanta. Se poate spune ca,
atunci cand cresterea fisurii este infinitezimala, ariile marcate din figurile 3.2a si 3.2b
tind spre o aceeasi valoare. In aceste conditii vom avea:

d aw
“IL-w = e 3.8
da [ ¢ ]F=ConSt‘ [ da }HCO}’M’L ( )
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Ca urmare, relatia (3.3) se poate simplifica daca se considera numai variatia energiei
elastice a solidului fisurat. Astfel, relatia (3.3) devine:

dw.
aw. . 2 (3.9)
da da
Atunci cand fisura se propaga energia necesara pentru formarea noilor suprafete va fi:
dw, =4day (3.10)

intrucat se formeaza cate doua suprafete la fiecare din cele doua extremitati ale fisurii,
vs fiind energia superficiala. Astfel, relatia (3.9) se transforma astfel:

We s 4y (3.11)
da '

Pentru a determina variatia energiei de deformatie elastica atunci cand se
produce o crestere a fisurii cu da, se considera lucrul mecanic furnizat in cazul relaxarii
progresive a tensiunilor, de la o la zero, la suprafata fisurii. Fie u(x) deplasarile
punctelor de pe suprafata fisurii. Energia elastica relaxata, atunci cand are loc
propagarea fisurii, este egala cu lucrul mecanic efectuat in cursul acestei deplasari. Ca
urmare vom avea:

al
W, =4 jo o u(x)dx (3.12)

in care u(x) reprezinta deplasarile dupa directia y a muchiilor fisurii, figura 3.1, si sunt
date de relatia, [46]:

- u(x) = 2?(jx/az —x° pentru starea plana de tensiuni (3.13)
20(1 - Uz ) 2 2 - m
- u(x) = T\/a —x~ pentru starea plana de deformatii (3.14)

Inlocuind relatia (3.13) in relatia (3.12) se obtine:

2 72'02

arcsin—
4

w, ZZO'J.:% a’-x* = 4o

Daca se are in vedere propagarea infinitezimala a fisurii se poate face aproximarea
2 2

arcsmT = R In aceste conditii se obtine:

2 2

-W, = pentru starea plana de tensiuni (3.15)
ra‘oc? 2 . .
-W, = (l—u ) pentru starea plana de deformatii (3.16)
in care: - E reprezinta modulul de elasticitate longitudinal

- v este coeficientul lui Poisson.
In aceste conditii relatia (3.11) se scrie astfel:

aw, ? , N
AW, _2mag > 4y pentru starea plana de tensiuni
da E
aw, 2 ? < .
- ¢ = ”ga (1—02)2 4y pentru starea plana de deformatii
a

de unde va rezulta tensiunea necesara propagarii fisurii. Astfel, vom avea:
- 1n cazul starii plane de tensiuni (placi subtiri):

2E7.
o, = /”—Z (3.17)
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- in cazul starii plane de deformatii (placi groase):

/2E}/ 1
= 3.18
9 ra 1-0° ( )

Aceste relatii, stabilite de Griffith, reprezinta conditia necesard pentru propagarea
instabila a unei fisuri de lungime 2a intr-o placa de grosime unitara considerata a avea
o comportare liniar-elastica si dimensiuni infinite Tn raport cu cele ale fisurii. Relatia
(3.18) se poate scrie si sub forma:

o, a = 2k, 1 (3.19)

T 1-0°
In partea dreapta a acestei egalitati se gasesc constantele de material E, v i ys. Rezulta
faptul ca, propagarea instabila a unei fisuri intr-un material ideal elastic are loc atunci
cand produsul oa atinge o valoare critica, specifica fiecarui material.

3.3. Stabilitatea microfisurilor si conditii de propagare

Criteriul Griffith aplicat la ruperea unui solid ce contine o fisura de semilungime a
se poate vedea ilustrat in figura 3.3 in care este reprezentata variatia energiei
sistemului in raport cu lungimea fisurii.

o] __5-.; s 1cials
= Energia superficiala
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‘ Lungimea figurii, a
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v L
[ W ]
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T = o ‘
m E 5 Fnergia superficiala

TUnitatea de extensie

\/ Energia potentiala

‘ Lungnnea fisurii, a

Fig. 3.3. Variatia energiei sistemului (solid+fisurd) in raport cu lungimea fisurii
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Criteriul Griffith indica faptul ca ruperea se produce la o tensiune pentru care
variatia energiei potentiale este egala sau superioara variatiei energiei necesare pentru
formarea de noi suprafete.

Fie G energia potentiala totala libera pe unitatea de suprafata a fisurii propagate:

G- (3.20)
da

Termenul energetic G reprezinta energia disponibila pentru a face sa progreseze
fisura, sau, asa cum s-a subliniat in & 3.2.1, mai este denumita ,forta” de extensie a
fisurii.

Fisura se va propaga atunci cand G devine egala cu energia superficiala,
lungimea fisurii fiind critica, a=ac:

G =2y, (3.21)
Se considera energia totala a sistemului:
2 2
w=w,-1)+w, =-227 14y q

Echilibrul termodinamic este atins atunci cand energia mecanica si cea de
suprafatd se compenseaza pentru o cregtere virtuala a fisurii cu da. La echilibru se
obtine:

aw
da

Ruperea se produce atunci cand W atinge un punct de extrem, respectiv un
2

0

2

maxim
( da

]< 0 si corespunde fisurii supusa la o forta de tractiune constanta atunci
cand se trece in zona de echilibru instabil. Aceasta semnifica faptul ca pentru o lungime
a fisurii a<a., fisura nu se va propaga. Pentru o lungime a fisurii a>a. fisura se poate
propaga intr-un mod catastrofal.

O ilustrare a aplicarii criteriului lui Griffith in cazul deformatiilor impuse a fost
demonstrata experimental si prezentata de Obreimoff [202], figura 3.4.
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Fig. 3.4. Clivajul unei lamele de mica

Forta F nu furnizeaza lucru mecanic (dU=0) atunci cand fisura se deplaseaza
dupa un plan perpendicular pe directia fortei. Curba din figura 3.5 reprezinta variatia
energiei in functie de lungimea fisurii fiind caracterizata de un punct de minim.
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Fig. 3.5. Variatia energiei in raport cu lungimea fisurii

Fisura este stabila atunci cand marimea sa initiala este mai mica decéat ac. In
acest exemplu ruperea este controlata: fisura progreseaza in material pe masura ce
pana avanseaza.

3.4. Energia potentiala libera si variatia acesteia in functie de complianta

Pentru ca o fisura sa se poata propaga, trebuie sa furnizam materialului o
energie suplimentara in vederea cresterii suprafetei fisurate — energia superficiala +
(eventual) energia pentru deformatie plastica. Consideram un solid ce contine o fisura
de lungime 2a. Energia mecanica sau energia potentiala totala a sistemului este egala
cu (We-L), W, fiind energia elastica de deformatie iar L este lucrul mecanic al sarcinilor
exterioare. Daca fisura creste cu da, figura 3.6, energia potentiala scade cu d(We-L).

Fig. 3.6. Solid strapuns de o fisura
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Se definegte G ca fiind energia potentiala totala libera pe unitatea de suprafata
nou formata ca urmare a propagarii fisurii. Daca solidul respectiv se considera a fi o
placa de grosime egala cu unitatea, vom avea:

G=— d(We — L) — d(L — We) (322)
da da

in care G este energia disponibila pentru a face ca fisura sa avanseze sau energia
potentiala eliberatd sau ,forta” de extensie a fisurii. Fisura se va propaga brusc atunci
cand G atinge o valoare critica G.. In cazul materialelor foarte fragile G. este egal cu de
doua ori energia superficiala: G¢,=2ys. Pentru materialele ductile, G include termenul
energetic datorat deformatiei plastice localizate la varful fisurii, sistemul avénd o
comportare elastica in ansamblu. Termenul G; poate cuprinde de asemenea si alli
termeni ai energiei disipate prin propagarea fisurii.

Consideram o placa de grosime egala cu unitatea, ce contine o fisura strapunsa,
supusa la tractiune de catre forta F, figura 3.7.

s

EZZH,J

Fig. 3.7. Placéa strdpunsa de o fisura centrala

Aplicarea acestei solicitari antreneaza deplasarea punctului de aplicatie al fortei
cu v. Presupunand ca are loc o propagare a fisurii cu da, aria acesteia creste cu dA iar
v i F variaza cu dv respectiv dF. In aceste conditii, variatia lucrului mecanic al sarcinilor
exterioare, dL, este egal cu (F-dv) iar variatia energiei elastice a sistemului, dW,, este

egala cu d(%ij. Conform relatiei (3.22) vom avea:

Gda = dL — dW, = Fdv — d(% Fv} (3.23)

In aceasta relatie nu exista termenii corespunzatori unei deformatii plastice
deoarece nu exista deformatii plastice Tn ansamblul placii. Termenul (G-da) poate
include intreaga energie de la varful fisurii (superficiala, de deformatie plastica, etc.).
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Vom examina doua cazuri de incarcare: atunci cand forta F ramane constanta in
timpul propagairrii fisurii i atunci cadnd deplasarea v a punctelor sale de aplicatie raméane
constanta.

A. Solicitare la incarcare constanta (F=const.), atunci cand fisura se propaga cu

da, iar punctul de aplicatie al fortei se deplaseaza cu dv, figura 3.8.

Pentru o masina infinit moale este impusa incarcarea. Atat timp cat fisura nu se
propaga, deplasarea v este proportionala cu F deoarece ne aflam in domeniul elastic.
Presupunem ca la incarcarea F=const. lungimea fisurii creste rapid cu da, figura 3.8.

00 Fortz

F=const t——————————————-

=il
1T

—
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Y

Fig. 3.8. Curbele de solicitare pentru fisurile de lungime a si (a+da)

Atunci cand fisura creste cu da placa se alungeste cu dv — de la vy la v, la forta
constanta. Consideram bilantul energetic dat de relatia (3.23). In cazul propagarii fisurii
energia elastica a sistemului variaza cu:

dw, = %d(Fv) = %(vdF + Fdv)

Intrucat v-dF ~ 0 va rezulta:

dw, = lev

2
Se defineste complianta epuvetei fisurate C(a) care depinde de lungimea fisurii
prin relatia:
Clay =29 (3.24)

F(a)

Complianta reprezinta inversa pantei dreptei 0-1. Astfel, vom avea:

aw, =1de=le(C-F)=lF %€ 5+ 9 i
2 2 2 \ Oa oa

. . OF .
Deoarece F=const. rezulta ca . =0 si ca urmare:
a

aw, =L 2 %€ 44 (3.25)
2 oa
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Atunci cand are loc propagarea fisurii, variatia lucrului mecanic al fortelor
exterioare va fi:

szFdVZan—Cda

Oa
Avand in vedere ultimile doua relatii si utilizand relatia (3.23) se deduce:
Gda = le a—Cda
2 Oa

in care G'da reprezinta aria hagurata 0-1-2-0 din figura 3.8.
Ca urmare, energia disponibila pentru a face ca fisura sa se propage va fi data
de relatia:
G= le oc (3.26)
2 Oa
Astfel, la incarcare constanta energia elastica a sistemului creste dar lucrul
mecanic al fortelor exterioare trebuie sa aibe o valoare astfel incét variatia totala a

energiei potentiale d(-L+,) sa reprezinte o diminuare. Altfel spus, lucrul mecanic

efectuat de sarcinile exterioare este utilizat, jumatate pentru cresterea energiei elastice
a sistemului, W,, cealalta jumatate fiind furnizat pentru a face sa avanseze fisura,
(G-da).

B. Solicitare in conditii de deformare impusa — masina infinit ,durd” sau cu

bacurile de prindere fixe

Pentru o masina la care deplasarea v este constanta (dv=0), deformatia (sau
alungirea) este impusa. In acest caz, atunci cand fisura creste rapid cu da, figura 3.9,
forta scade de la valoarea F; la F, (de la punctul 1 la punctul 2).

7 ; Enrta
T E T
d
=—a—=3 3
T L1 A
Ada

& % 0 Deplasarea, v W

Fig. 3.9. Evolutia sistemului la deplasare impuséa
Lucrul mecanic al sarcinilor exterioare este egal cu zero: L=Fdv=0, iar energia
elastica a sistemului scade tocmai datorita propagarii fisurii:

dw, = %d(Fv) = %(vdF + Fdv)

Intrucat Fdv =0 va rezulta:
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dw, = %(vdF)

Tinand cont de relatia (3.24) vom avea:
dF = d| X4 :(i@—lza—cjda =¥ % 4 ntrucat & =0
C(a) Coa C° Oa C” Oa Oa
Asadar va rezulta:

2
aw, ——Lv_oC
2C? Oa
si intrucat v=FC vom avea:
aw, = Lp 9y,
2 oa

Tinand cont de relatia (3.23) va rezulta:

Gda =dL—dw, = —%F"’ C 4a intrucat dL=0

oa
si ca urmare:
G=1p%
2 oa

regasindu-se expresia (3.27) a energiei disponibile pentru propagarea fisurii in cazul
solicitarii cu incarcare constanta.

Astfel, la deformatie impusa, ca urmare a solicitarii exterioare cu forta F, in placa
se stocheaza o anumita energie elastica. Fara ca lucrul mecanic exterior sa varieze,
respectiva energie elastica stocata scade cu o anumita cantitate care este utilizata
pentru propagarea fisurii. Termenul (G-da), in cazul solicitarii la deformatie impusa, este
reprezentat de aria hagurata 0-1-2-0 din figura 3.9.

Observatii.

1. Pentru o placa de grosime b se poate scrie:

G-b-da=dL—-dw,

adica:
2
= lF_@_C (3.27)
2 b Oa
2. Se poate exprima G si in functie de rigiditatea k a sistemului (pentru o placa
cu b=1):
p=f_ 1
v C
G:lpza_:lplitlj:_L Z%Z_ﬁ%
2 oa 2 oa\k 2k? oa 2 Oa

S-a constatat faptul ca G este independent de modul de propagare a fisurii: la
incarcare constanta sau la deformatie impusa. Ca urmare:

G=Lp20C _[W. __[ 9.
2 aa aa F=const. aa v=const.

In cele doua cazuri G este egala cu derivata energiei elastice cu semn schimbat,
in cazul in care v=const., intrucat W, creste la incarcare constanta si scade la
deplasare constanta. Asadar, la incarcare constanta energia pentru propagarea fisurii

se bazeaza pe cresterea lucrului mecanic exterior (1Fd\;j, crescand in acelasi timp si
2
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energia elastica acumulata in placa. La deplasare constanta (deformatii impuse)
energia pentru propagarea fisurii se bazeaza pe diminuarea energiei elastice acumulata
in placa anterior ca urmare a solicitarii cu forta F.

G nu depinde de constantele elastice ale materialului sau de geometria epruvetei
utilizate dar depinde de modul in care sistemul va evolua ulterior, prin complianta C.

3.5. Masurarea G, prin metoda compliantei

Termenul (G-da) reprezinta energia disponibila pentru marirea fisurii cu da.
Pentru ca fisura sa se poata propaga trebuie ca G sa atinga valoarea critica G; sau ca
incarcarea sa atinga o valoare critica astfel incat aria 0-1-2-0 sa fie egala cu G, da .

G. se poate determina utilizand relatia (3.27), cu conditia de a cunoaste variatia

compliantei in functie de lungimea fisurii, respectiv termenul Z—C Pentru a determina
a

functia C(a) este suficient s& determinam variatia F(v) pentru mai multe epruvete cu

aceeasi configuratie generala, diferentiindu-se doar prin lungimea fisurii.

Pentru fiecare din probele 1, 2.....i...n se vor masura lungimile corespunzatoare
ale fisurilor, respectiv a;, a,....... ai...... an. Fiecare proba se caracterizeaza printr-o
anumita complianta data de relatia C=% in care v reprezinta deplasarea punctelor de
aplicatie ale fortei F. Fiecare proba avand fisuri cu lungimile a4, ay,.....ai.....an Se supune
la tractiune in domeniul liniar elastic obtinandu-se dependenta F(v), figura 3.10a.

| l

a1 iaz ‘:}33%14

4

] \-’3 il W a1 82 a| a7 dy
Fig. 3.10. Determinarea G cu ajutorul compliantei

Pentru fiecare proba cu lungimea fisurii a;, prin raportul % se obtine dependenta

C(a), figura 3.10b. Pentru o proba cu lungimea fisurii intermediara, a;>a>a,, se

determina (Z—Cj reprezentat grafic in figura 3.10b. Aceeasi proba cu lungimea fisurii
a a=a,
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a; se supune la tractiune pana la rupere obtindndu-se forta critica F. care a dus la

distrugere. Introducand valorile obtinute pentru (Z—Cj si F¢ in relatia (3.27) se obtine
a a=a;

valoarea critica G; a energiei disponibile pentru ca fisura existenta sa se propage si sa
se transforme intr-o fisura instabila.

3.6. Rezistenta la fisurare R si ,,forta” de propagare a fisurii G

Conditia de instabilitate Tn propagarea unei fisuri poate fi analizaté pe baza
curbelor R si G. Avand in vedere relatiile (3.15) si (3.20), pentru energia G disponibila Tn
vederea propagarii fisurii, avem relatia:

270’a
E

G =

- pentru starea plana de tensiune (3.28)

2

G= 2(1 —vz)% - pentru starea plana de deformatie (3.29)
Daca avem un material ce are disponibilitati (limitate) de deformare plastica,

rezistenta la fisurare este data de:
R=y +y, (3.30)
In figura 3.11 este indicat modul de determinare a lungimii critice a fisurii pentru
care propagarea acesteia devine instabila la diferite valori ale tensiunii o in conditiile
starii plane de deformatie. Curbele G pentru diferite valori ale lui o sunt drepte ale caror
ecuatii sunt date de relatia (3.29), iar curba R este o dreapta paraleld cu axa absciselor.

Glg) O, = L
R=G. =

/
/

G.R

-

I
I
I
~ I
I
I
I
|

|
|
|
|
|
f)f
|
|
%

g EI:rQ Lungimea fisurii, a

Fig. 3.11. Curbele G si R

Portiunile dreptelor trasate cu linie intrerupta nu intereseaza deoarece acestea
corespund unor forte de propagare a fisurii mai mici decét rezistenta la fisurare. Se
constata faptul ca, daca tensiunea o aplicata creste, lungimea fisurii ac, la care
propagarea devine instabila, scade. In conditiile starii plane de tensiune trebuie avut in
vedere faptul ca exista o anumita tensiune o; care, aplicata placii, face ca fisura sa
inceapa sa se extinda si o tensiune critica o, de la care propagarea devine instabila,
figura 3.12, curba ABCD.
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1
o
N \ Tor
T\ \
hY
CFCH' — — — - l\_ p \ C
N |
i E |
I
I
| O
|
| F
|
|
A | —
a Ay Lungirmea fisurii, a

Fig. 3.12. Propagarea fisurii in cazul stérii plane de deformatie

Evident ca o; si 0. scad pe masura ce lungimea initiald a fisurii creste, curbele
EBF si HCD. Atat timp cat tensiunea aplicata placii este mai mica decat o, fisura initiala
de lungime ao se deschide fara sa se extinda, portiunea AB. In momentul depasirii
tensiunii o; fisura incepe sa se propage stabil — portiunea BC. Daca pe aceasta portiune
tensiunea se mentine constanta fisura nu se mai propaga in continuare. Cresterea
stabila a fisurii, de lungime initiala ao, continud pana la atingerea tensiunii critice o
careia ii corespunde lungimea critica a. si care, daca este atinsa, conduce la
propagarea instabila a fisurii. Ca urmare instabilitatea este precedata de o perioada
foarte scurta cand fisura prezinta o crestere lenta, stabila, atunci cand in placa este
predominanta starea plana de tensiune. Curbele G si R pentru starea plana de tensiune
sunt cele prezentate in figura 3.13.

i

ER

Curba R

|
|
g B/r
|
|
|

8g % Lungimea fisurii, a

Fig. 3.13. Propagarea fisurii in cazul starii plane de tensiune
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Pe portiunea AB curba R apare sub forma unei drepte paralela cu axa
ordonatelor deoarece fisura nu se extinde din cauza nivelului redus al tensiunii aplicate
(G are valoare mica). Dupa depasirea tensiunii o; fisura se propaga stabil pana la
atingerea tensiunii o cand are loc propagarea instabild — portiunea BC. Conditia de
instabilitate impune nu numai ca G, > R dar si conditia de egalitate a unghiurilor de

inclinare a curbelor G si R in punctul C (G_G = a—Rj
da Oa

3.7. Moduri de solicitare — moduri de rupere

In functie de deplasarea relativa a suprafetelor de rupere situate de o parte si de
alta a planului in care de extinde fisura, propagarea acesteia se poate face in modurile
indicate in figura 3.14. In mod obisnuit se considera trei moduri fundamentale de
solicitare care in final vor conduce la rupere, modul I, modul Il si modul Ill. Celelalte
moduri de solicitare se deduc prin combinatii liniare ale acestora. Figura 3.14 prezinta
diferite moduri de incarcare a unei fisuri. In modul |, figura 3.14a, fisura se extinde prin
deschidere ca urmare a deplasarii punctelor de pe suprafata fisurii dupa o directie
perpendiculard pe planul acesteia. Fortele care duc la deschiderea fisurii sunt
perpendiculare pe planul format de frontul fisurii si directia de fisurare. In modul |l, figura
3.14b, fisura se extinde prin alunecare plana. Deplasarile punctelor de pe suprafata
fisurii au loc in planul acesteia, perpendicular pe frontul fisurii i in sensul de inaintare al
fisurii. Fortele care produc alunecarea sunt paralele cu directia de fisurare. In modul Il
figura 3.14c, fisura se extinde prin alunecare laterala. Deplasarile punctelor de pe
suprafata fisurata au loc in planul fisurii, paralel cu frontul acesteia. Fortele care produc
alunecarea sunt perpendiculare pe directia de inaintare.

MODUL | MODUL I MQDUL 11l

directia de fisurare

S >
n1'u fisurii
' F

directia de fisurare

frontul fisurii

Fig. 3.14. Moduri fundamentale de rupere

In ceea ce priveste extensia unei microfisuri pentru dezvoltarea unei ruperi
fragile, cel mai critc mod de propagare este modul |. In consecintd, pentru o
dimensiune data a defectului, riscul de rupere brutala este mai mare daca orientarea
defectului in raport cu solicitarea exterioara corespunde modului I.
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3.8. Analiza Irwin privind starea de tensiune si deformatie din vecinatatea
unei fisuri

In cadrul bilantului energetic dat de Giriffith, Irwin a substituit o aproximare locala
bazata pe campul tensiunilor existent in jurul unei fisuri. Problema ce trebuie rezolvata
este aceea de a calcula energia disponibila si necesara pentru ca o fisura de
semilungime a sa avanseze pe distanta da. Irwin considera la varful fisurii o regiune
suficient de mica n raport cu solidul respectiv dar suficient de mare in raport cu
dimensiunile atomice, in acord cu teoria elasticitatii liniare, figura 3.15a. Originea
sistemului de coordonate se afla la varful fisurii, punctul M in care se determina
tensiunile fiind de coordonate polare r si 6 in care r<<a.

dx

Og
%r Or
e M
e - Or Tro
e g Yo
e
r 6
| y
a) tensiuni in coordonate polare
dx
- -
/S
/
e
5

b) tensiuni in coordonate carteziene
Fig. 3.15. Campul de tensiuni din imediata vecinatate a unei fisuri
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Fisura se considera a fi plana cu extremitatile ascutite. Fie un element de arie in
jurul puctului M aflat la distanta r de varful fisurii $i sub unghiul 8 in raport cu planul
acesteia, figura 3.15b.

3.8.1. Calculul tensiunilor

Ca urmare a solicitarii exterioare cu tensiunea monoaxiala o, elementul de arie
este supus la tensiunile normale oy si 0, si tensiunea tangentiala t,y.

Pentru rezolvarea unei asemenea probleme de elasticitate plana se porneste de
la ecuatiile de echilibru:

aaﬁxx +_6rxy =0

24 (3.31)
6rxy +&l — ()
ox oy

si conditia de compatibilitate care leaga deformatiile specifice din plane diferite:

2 2 2
Oe, 0%, Oy (3.32)
8X2 ay2 axay
Daca avem in vedere legea lui Hooke pentru starea plana de tensiune:
Ee, =0, —vo,

Ee, =0, —vo,

nyy = Txy

relatia dintre constantele elestice E, G si v:

_E
2(1+v)
si ecuatiile de echilibru (3.32), conditia de compatibilitate devine:
2 82
8X2(GX+GY)+§(GX+GY)=O (3.33)
care mai poate fi scrisa sub forma:
Vi(c, +05,)=0 (3.34)

ecuatie cunoscuta din teoria elasticitatii sub denumirea de conditia lui Levy.
Componentele tensorului tensiunilor se pot exprima cu ajutorul functiei de
tensiune W(x,y) sau functia Airy, sub forma:

Y oY o°W

Gx 8y2 N Gy :wj ‘ny = 6Xy (335)
Facand derivatele partiale si inlocuind in relatia (3.33) se obtine:
4 4 4

6X4 6X26y2 + 6y4
care mai poate fi scrisa sub forma:

VY =V (V%) =0 (3.37)
Pentru o placa infinita cu fisura centrala supusa la solicitari biaxiale, Westergaard a
introdus functia de tensiune sub forma:

P(x,y) = Re D(z) + yImD(2) (3.38)
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in care:
- ®(z) este o functie de variabila complexa z=x+iy;

- 5(2) Si E(Z) sunt integrale de ordinul | si Il ale functiei de variabila complexa
@(z) care se exprima astfel:

(z) = %5(2); O(z) = %az); '(2) = %cb(z)

In aceste conditii va rezulta:

84\11 " "
- =Re®"(z) + yIm®"'(z);
64\1" " . " " .
. =Re®"(z)-4iImD"(z) + yImD"'(2);
64‘P " . " "
——5 =—Re®@"(2) + 2/ Im D" (2) — y ImD"'(2);
ox~0oy

Pe baza acestor relatii se constatad faptul ca functia datd de ecuatia (3.38) satisface
ecuatia (3.37) ca urmare functia considerata este o functie Airy.
Pentru rezolvarea acestei probleme trebuie sa facem apel in continuare la
ecuatiile Cauchy-Rieman:
A(Re®(z2)) A(Imd(2))

Ox oy
(Re®(z)) _ o(Imd(z)) (3.39)
oy - ox

Daca efectuam derivatele partiale ale functiei W(x,y) si avem in vedere conditiile
Cauchy-Rieman se obtine:

Y _ aZ(ReE(z))+ 0*(y Im@(2))

3.40
T oy’ oy’ oy* ( )
Primul membru al relatiei (3.40) va fi:
8(Reaq)(z)) _ G(Reaq)(z))% _iRe 5(2)
( v ) Y N (3.41)
2
?Rea) :ia(Red)(z)) _aRe®()) 0z _  Red(2) - —Re(2)
oy oy oz Oy
In mod analog, al doilea termen al relatiei (3.40) se va calcula astfel:
ﬁ!ylmq)(z) ) _ Ima(z) ry G!Imd)(z)_’
0 0
de unde rezulta:
2 T T 2 T
O’y Ima (), olima) L8 (Ima(2)) (3.42)

oy’ oy ay’
Daca tinem cont de conditile Cauchy-Rieman, din ecuatia (3.39) se deduce primul
termen din partea stdnga a relatiei (3.42):

Aimd(z)) oRed(z)) aRed(2)) oz

oy ox Oz ox
de unde va rezulta:
GLLIIE) (3.43)
oy
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Cel de-al doilea termen va fi dedus astfel:
omd(z)) o(md(z)) oz

= =iIm®(z)
Oy oz oy
e —
0’ (Ima(z)) _ _l,@(ImCD(z)) _ _l,@(ImCD(z)) o _ b I (2) = —y Im ' (2)
oy’ oy 0z 0

Inlocuind relatiile (3.43) si (3.44) in (3.42) se obtine:

0’y Ima(2))
oy’

Din relatiile (3.41) si (3.45) rezulta expresia tensiunii oy:

o, =Re®(z) - yImd'(z)
In mod analog se poate calcula si tensiunea oy:
KR aZ(ReE(z))+ 0 (yIma(2))
Y ox, ox’ ox’
Primul termen din a doua parte a relatiei de mai sus se calculeaza astfel:
Red(2) lRed(n))e:

=2Re®(z) - yImd'(z)

o

_ = Re d(z)
ox 0z Ox
= _
0 (Reczb(z)) _ 5(Req’(z))@ = Red(z)
Oox Oz oy
Cel de-al doilea termen se deduce astfel:
A\m@(2)) _ Am(2)) oz = yIm®d(z)
Ox 0z ox
, =
d (y Im2®(2)) _ . Aim®(2)) oz _ y-Im®'(z)
ox 24 ox

Din relatiile (3.47) si (3.48) rezulta expresia tensiunii oy:
o, =Re®(z) + yImd'(z2)
Tensiunea tangentiala 1.y are expresia:
o0’
T, =—
Y Ox0y
Din relatia (3.38) deducem:

oY _ 8(Re$(z))+ oy Ima(2)) 8(Re$(z))+ (2 4 » ImPE)

oy Oy oy Oy oy

Daca se aplica relatiile Cauchy-Rieman (3.39) se obtine:
a(Re E(Z)) _A(Ima(2))

oy ox
In aceste conditii relatia (3.51) devine:

N _ _i_)a MPG)) | imd(z)+ yi—)a IH:;D(Z) =i yIm®d(z)
y

Oy ox

Derivand partial in raport cu x relatia (3.52) se obtine:

R 2 iy (Imd(z2)) iy d(Red(2))
Ox0y 0x dy

=—i’yRe®d'(z) = yRe D'(2)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)
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In aceste conditii, pentru tensiunea tangentiala data de relatia (3.50) se obtine expresia:
7, =-yRe®'(2) (3.53)
Ca urmare, pentru tensiunile din jurul punctului M s-au obtinut solutiile generale:
6, =Re®(z) - yImd'(z)
o, =Re®(2) + yIm®'(z) (3.54)
T, =—YRe®'(2)

Pentru problema analizata, functia ®(z) trebuie sa indeplineasca unele conditii
de contur. Pentru o placa de dimensiuni infinite in raport cu marimea fisurii, cu fisura
solicitata monoaxial prin tensiunile o, conditiile la limita sunt:

- pentru —a<x<a si y=0 — 0,=0;

- pentru y=tw — 0y=0;

- pentru x=xa — 0y= (conditia de singularitate).

Un exemplu de functie care satisface aceste conditii este de forma:
(&)

D(z) = (3.55)

a2

1=
Z2

Avand in vedere relatiile (3.54), pentru y=0 rezultd o, = Re®(z). Daca se are in vedere
relatia (3.55) si faptul ca z=x+iy, vom avea:
O X

\/)C2 — a2
Pe baza acestei relatii este evident faptul ca pentru —a<x<a, Re®(z) =0 gi ca urmare
prima conditie este indeplinita.

Atunci cand z—w, tot din relatia (3.55) se deduce ca ®(z)=o.

Pentru z=ta din relatia (3.55) se constata faptul ca este indeplinitd conditia de
singularitate. Sistemul de axe, initial cu originea in centrul fisurii se deplaseaza in varful

acesteia si ca urmare este necesara introducerea unei noi variabile cu ajutorul careia sa
se faca aceasta translatie:

Red(z) =

n=z—a
In aceste conditii ®(z) devine:
ola+
o = -2 2’7) (3.56)
(a+n) -a’

Intrucat n << a, intr-o prima aproximatie relatia de mai sus devine:

®(n) ~ 0'\/Z (3.57)
2n

Trecand de la sistemul de axe cartezian, figura 3.15a, cu originea in varful fisurii la cel
polar, figura 3.15b, se face urmatoarea schimbare de variabila:

n=r-e"’ (3.58)
iar functia ®(;7) data de relatia (3.57) devine:
om Lo

D(n)= e’ 3.59
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Relatia (3.59) poate fi aplicata numai pentru r<<a, avand in vedere aproximatia facuta

in vederea obtinerii relatiei (3.57).

Pornind de la expresia lui (D(ry) data de relatia (3.59) se pot calcula

Re®(77), Re®'(17) si Im®'(77).

Daca avem in vedere relatiile lui Euler:
_Lig
2

e =Ccos——isin—
2 2

functia CD(n), in care 7 este reprezentat prin r si 6,devine:

()= oNm (cosg—isingj
N2mr 2 2

de unde se obtine:

oNm o
Re®(n)= cos—
) w2
oNm . 0
Im®(y)=- sin —
() SN
Pornind de la expresia lui ®(;7) data de relatia (3.57) scrisd sub forma:
ova -
®(n)= n?
)=
se obtine prin derivare in raport cu  urmatoarea relatie:
3
d)'( )z—lo-\/;r 202"
2 2
respectiv:
3
()= LloVm o
21 2w

@'(77) = _L—G% (COS% - isin%)

2r 27
de unde:
R q)'( )z_iﬁ(c Sﬁ)
2r [ 2m 2
respectiv:

yRe®'(n) = —l@(cosﬁj
2r 2 2

Daca se are in vedere relatia:

Y =sin9=2singcosg
r 2 2

inlocuita in relatia de mai sus conduce la:

oNm . 0 0 30

Re®'(77) = ———=——sin—cos—cos—
y (77) \/ﬁ 5 > >
In mod analog, din relatia (3.64) va rezulta:
1 oNma . 36
Im®'(n)=— sin—
(r)=5, o —sin>

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)
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de unde:

yIm®'(n7) = f/\z/_ﬂ;;singcosgsin? (3.66)

Avand in vedere relatiile (3.61), (3.65) si (3.66), sistemul (3.54) va avea urmatoarea
forma:

cvma 0 . 06 . 30
c, = cos—|l—sin—sin—
2mr 2 2 2

_ovm cos9[1+sin9sin£} (3.67)
27r 2 2 2

__ovma

‘ny

.06 6 3
SIN —COS—COS—
2 2 2 2
cu o0z=0 pentru starea plana de tensiuni sau c,=v(cxtoy) pentru starea plana de
deformatii.
Tensiunile ox, oy $i o, sunt proportionale cu tensiunea aplicatd o, variaza cu
radacina patrata a marimii fisurii si tind spre « cand r tinde spre zero.
Din relatiile de mai sus se observa ca tensiunile la varful unei fisuri se calculeaza

1
N2
in care se calculeaza tensiunile si factorul o -+ . Acest ultim factor ce reprezinta o

masura a cresterii tensiunii datorita prezentei unei fisuri in raport cu tensiunea existenta
in placa in absenta fisurii, a fost denumit factor de intensitate a tensiunii si s-a notat cu

K (K, =cs\/E). Indicele | este utilizat pentru a preciza ca suntem in modul | de

ca produsul dintre factorul geometric

- f(0), care depinde de pozitia elementului

solicitare. Factorul de intensitate a tensiunii se masoara in MPa+v/m .
In aceste conditii, ecuatiile (3.67) capata forma generala:

K, o[, . 0. 30

o, = cos—|1—sin—sin—
27r 2 2 2

o, = K, c0s9{1+sin9sinﬁ} (3.68)
N 27r 2 2 2

T, = K, singcosgcosﬁ

Y2 2 2

Cunoscand tensiunile care actioneaza pe fetele elementului considerat se pot
calcula si tensiunile principale oy si 02 pentru starea plana de tensiune:

o .+o, 1
00 = ig\/(ax—ay)2+4r§y (3.69)
de unde rezulta:
K 4K;
O, =—F— cosgirl\/—’cos2—sin2
T N2 2 2\ 2w

(3.70)
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In cazul starii plane de deformatie va apare si tensiunea o3:

20K, 0
o,=vlo,+0,)=—=cos— 3.71
s =vlor+oy)= "o (3.71)
In mod analog se obtin expresiile pentru celelalte doua moduri de solicitare.
Modul Il

o, = Ky smg{2+cosgcosﬁ}

! \/ 2 2
o, = JK_sm 2 cos 205 (3.72)
T cosg 1—s1ngsm£

v 1/ 2 2

unde K, =7vm .

Modul 1l
K[][ .
7, =———=Lsin
Xz 2
V2 (3.73)
ro= Koo
2w 2

unde K, = tJm

3.8.2. Calculul deplasarilor

Conform legii lui Hooke generalizata, expresia pentru deformatia specifica pe
directia x este data de relatia:

o= Llo, -l 0.

incare o, = u(ax +0},) si ca urmare va rezulta:

&, =%[O'x(1—02)—uax(l+u)] (3.74)

unde:

- E reprezinta modulul de elasticitate longitudinal,

- v este coeficientul lui Poisson.

Daca se au in vedere relatile diferentiale dintre deplasari si deformatiile
specifice:

va rezulta:

de unde:
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Utilizand relatiile pentru oy si 0, din sistemul (3.72), relatia de mai sus devine:
I 1 Z ) Red(2) = y Im ' (2)] - o[Re D(2) + y Im ' (2)]id=
de unde se deduce:
1+v
A

. 1-20)Re®(z) — yImd(2) (3.75)

Termenul Im®(z) se regaseste in a doua relatie a sistemului (3.61).

Pentru calculul lui ReZﬁ(z) se porneste de la relatia (3.57), de unde prin integrare se
obtine:

= o fat ) 0\/—
) =20471" = \/—

Utilizand substitutia 77 = re” se obtine:

5(77)—217/‘/__ ook \/; 2

Aplicand relatiile lui Euler vom avea:

<D(77) 2K 1/27T(cos§+zsm gj
— r o
Re ®(7) :2K”/—cos— (3.76)
2w 2

Pe baza relatiilor (3.61) si (3.76) se obtine pentru deplasarea u data de relatia (3.75),
urmatoarea expresie in functie de factorul de intensitate a tensiunii K;:

=M1/ co s§(2 20 — cos gj (3.77)
E 2z 2 2

in care s-au avut in vedere relatiile: 2 = 26in 2 cos? si sin’ 9 _1_cos??.
r 2 2 2 2
Procedand in mod analog se poate calcula si deplasarea v.
Relatia pentru deformatia specificd pe directia axei y rezultatd din ecuatia

generalizata a lui Hooke este:

de unde se deduce:

6, =lo, ~vlo. +0.)]

incare o, = u(ax + ay) si ca urmare va rezulta:

1
£, =E[0'y(1—uz)—uax(l+u)] (3.78)
Daca se au in vedere relatiile diferentiale dintre deplasari si deformatiile specifice:
ov
8y = 5

va rezulta:

= %J.[o'y (1 —uz)—uax(l + u)]dy

Utilizand relatiile pentru oy si oy din sistemul (3.72), relatia de mai sus devine:
1+v
{

V=—

—0)[Re®(2) + yIm®'(2)| - v[Re D(2) — y Im D' (2)]}dy
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de unde se obtine:

I 02 20)Re g(2) + y Im @' (2) (3.79)

Vom analiza pe fiecare din cei doi termeni ai relatiei (3.79) avand in vedere relatiile
Cauchy-Rieman:

(1- 2u)j Re®(z)dy = (1- 2u)j Im®(z)dy = (1-20)Imd(z)

j yIm®'(z)dy = y j Im®' (z)dy — j j Img' (z)dydy =

(3.80)
=—y j Red'(z)dy + j Re®(z)dy = —yRed(z) + j Im®(z)dy =
= —yRe®(z) + ImPD(z)
Inlocuind cei doi termeni Tn relatia (3.79) se obtine:
polto [2(1 0)Im®(z) - yRe d(2)] (3.81)

Daca in aceasta relatie inlocuim pe Im(D(z) si Re®(z) cu expresiile date de relatiile
(3.61) si (3.76), dupa efectuarea calculelor vom avea:

ZK (1+U)\/7 {2 20 — cos g} (3.82)

In acelasi mod se pot calcula deplasarile pentru starea plana de tensiune
caracterizata prin deformatiile specifice:
SRR S
oox ETT 7
ov 1
£, =— [0 —ua]
J 8‘)} E

Avéand n vedere relatiile (3.54) vom avea:

(3.83)

U= % j {1-0)Re®(2) - y(1+0) Im D' (z)jdx

. %f {1-0)Red(2) + y(1+0) Im @' (2) ]y

De unde se obtine:

uleUR oz )—TyImd)(z) (3.84)

Daca avem in vedere relatiile (3.80) se deduce pentru deplasarea v:
v= I_TU Ima(z) - H—U [— yRe®(z) +Im a(z)] respectiv

=%Im®( )—HTUyRe(I)(z) (3.85)

Daca in relatiile (3.84) si (3.85) se inlocuiesc Re®d(z), Re®(z) si Im®(z) cu expresiile
lor date de (3.61) si (3.76), dupé efectuarea calculelor se obtine:

2K,

0 , 0 , 0
—cos—| 1+sin? = —vcos® —
E \2n 2 2 2

2K, 0 , 0 , 0
V= —sin—| 1+sin*——vcos* —
E V2=« 2 2 2

u=

(3.86)
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Deplasarile v sunt foarte importante deoarece pe baza lor se pot calcula
deplasarile la deschiderea flancurilor fisurii. Astfel, pentru starea plana de deformatie
deplasarea v la distanta x fatd de centrul fisurii se obtine din relatia (3.81) punand
conditia y=0. Va rezulta:

f— 2 —
v=¥lm®(z)=270-(1—1)2)\/612 -x’ (3.87)
In mod analog, pentru starea plana de tensiune, din relatia (3.85) vom avea:
v=%lm5(z)=2§\/a2 -x’ (3.88)

Procedand in acelasi mod, se pot stabili deplasarile si pentru celelalte cazuri de
solicitare. In conditiile starii plane de deformatie se obtine:

Modul Il
Lt:&1{Lsing(2—2u+cos2 Qj
G \2rx 2 2
v:& Lcosg(—l+2u+sin2€j (3.89)
G \2x 2 2
w=0
Modul 11l
K
w= K |25 G, 0 (3.90)
G\« 2

Cunoasterea factorului de intensitate a tensiunii K, (K;;, Ky;) permite determinarea
tensiunilor si deplasarilor in vecinatatea unei fisuri ascutite in coordonate carteziene sau
polare. Factorul K| de intensitate a tensiunilor nu trebuie confundat cu coeficientul k; de
concentrare a tensiunilor: k; reprezinta raportul dintre tensiunea maxima de la varful
fisurii i tensiunea nominala. Relatiile (3.72) reprezinta o solutie in domeniul elastic care
conduce la valori infinite pentru tensiunile ox, oy $i 1, la varful fisurii (r—0). In realitate
acest lucru nu se intdmpla pentru ca apare o deformatie plastica ce permite relaxarea
acestor tensiuni. Ca urmare, marimea factorului de intensitate a tensiunii depinde de
marimea zonei plastice ce se stabileste la varful fisurii.

3.9. Relatia dintre energia disponibila pentru propagarea fisurii si factorul
de intensitate a tensiunii

Asa cum s-a aratat, energia disponibilda pentru propagarea fisurii, G, este
independenta de configuratia incarcarii. Ca urmare, pentru stabilirea unei relatii intre G
si K se considera numai cazul deformatiilor impuse (G fiind independent de evolutia
ulterioara a sistemului). In acest caz diminuarea energiei elastice a sistemului dW, este
utilizata pentru furnizarea energiei (G-da) necesara propagarii fisurii cu da:

G'da='dWe; dWe<0

Aceasta diminuare a energiei elastice, atunci cand fisura se propaga, este egala
cu lucrul mecanic dL (cu semn schimbat) care trebuie furnizat pentru reinchiderea fisurii
pe lungimea da. Aici se are in vedere faptul ca, procesul de reinchidere a fisurii este
reversibil, aceeasi cantitate de energie fiind utilizata atat pentru propagarea cat si
pentru reinchiderea fisurii, figura 3.16.

91



MECANICA RUPERII

x

Fig. 3.16. Propagarea si inchiderea fisurii

Lucrul mecanic dL poate fi calculat plecand de la tensiunile si deformatiile
existente in vecinatatea extremitatii fisurii.

Consideram un element dx la distanta x de varful fisurii pe abscisa 0<x<da. Forta
ce trebuie aplicata pentru ca punctul M’ sa ajunga din nou in M este (o°dx), in care o
este tensiunea din punctul M datorata fisurarii extremitatii. Avand in vedere faptul ca
originea trece in O’, coordonatele punctului M (care coincide cu M’ atunci cand fisura se

inchide) sunt:
r=da—x
Y

Lucrul mecanic necesar pentru deplasarea elementului dx din M’ in M este egal

1 o .
cu —oudx . Pentru reformarea fisurii pe lungimea da, vom avea:

+T U, +ryzuz)dx (3.91)

da |
dL = 2.[0 E(O-yyuy
Factorul 2 provine din faptul ca fisura se extinde in ambele directii. Tensiunile gyy, tyx Si
1y, produc deschiderea fisurii in modul |, respectiv Il si lll, figura 3.17. uy, uy Si U,
reprezinta deplasarile inainte de deschiderea fisurii (r=da-x si 0=x).
Atunci cand avem doar modul | de solicitare lucrul mecanic va fi dat doar de tensiunea
Oyy:
da 1
dL = 2.[0 EO'”,uydx
in care:
K, K, |da-x

O = o =g\ 2s (1+0)2k +2)

K? da |da — x
2”35(1+u)(k+1)j0 | —dx
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in care:

Va rezulta:

si ca urmare:

J.dawfda_xdxzzda
0 X 2

K2
dL = ﬁ(l + )k +1)da

2
G, =%(1+0Xk+1)

In cazul starii plane de deformatie pentru care k=3-4v se obtine:

G, :K—’Z(l—uz)

Oyy

AE
- o 3-v . ,
In cazul starii plane de tensiuni, k = ; v si atunci:
+0
K2
G, =—L
E
Oyy “ y ‘
Modul | o Modul I
X
X‘
Tyx z
34><7da4> =
w2 r Ly
g
X
S| 7
a a—=
Modul 1l

Fig. 3.17. Tensiunile si deplasérile flancurilor fisurii

(3.92)

(3.93)

(3.94)

In modul Il de solicitare calculul lui dL este dificil deoarece fisura nu se propaga
in planul initial. In consecinta, relatiile:

din care rezulta:

K?
G” :?H )
K*?
G, = 42 (1_02) -

nu sunt riguros corecte.

da
G,da = J:) T dx

stare plana de tensiuni;

stare plana de deformatii
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Pentru modul Il de solicitare vom avea:

da
G, da= L T u.dx

de unde rezulta:
2

K
Gm = #(1 + U)

Este indicat sa se sumeza energiile potentiale libere corespunzatoare diferitelor
moduri de solicitare:

K’ K. K, oo
G = ?’ + L 2 (] 4 ) - -pentru starea plana de tensiuni;
K} K; K; . "
G="L(1-0")+=L(1-0)+ %(l +v) -pentru starea plana de deformatii.

3.10. Factorul de intensitate a tensiunii in raport cu complianta epruvetei

Pornind de la expresia energiei disponibile pentru propagarea fisurii, relatia
(3.27), si avand in vedere relatiile (3.93) si (3.94) se obtine:

.. E'F?
K/ =EG= o (3.95)
2b  Oa
in care:
E" = E - pentru starea plana de tensiuni;
E" = " E - - pentru starea plana de deformatii.
-0

Sa consideram o epruveta supusa la tractiune prevazuta cu o crestatura laterala
de lungime a, figura 3.18.

T

r
b i

//

-

Fig. 3.18. Epruveta cu crestatura laterala
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De o parte si de alta a crestaturii are loc deplasarea punctelor de aplicatie a
fortelor si a celor doua parti ale epruvetelor cu cantitatea v/2. Partile | si Il ale
epruvetelor pot fi considerate ca niste grinzi de lungime a, incastrate in B-B’. Ca
urmare, deplasarea v pentru intreaga epruveta devine:

2Fa’ 2Fa’ _ 64Fa’

3B N b(%f ~EbK

Pe baza definitiei compliantei rezulta:

v

v 64a’
" F  EbK
iar derivata partiala a compliantei in raport cu lungimea crestaturii va fi:
oC 192a°
oa  EbH

Inlocuind Z—C in relatia (3.95) se obtine:
a

,_ E'F?192d° E 96F’d’
" 2p EBR E bW
Ca urmare, factorul de intensitate a tensiunii depinde de valoarea solicitarii, de

profunzimea crestaturii dar si de dimensiunile epruvetei utilizate.

3.11. Tenacitatea la fisurare — notiuni
3.11.1. Tenacitatea Ki;

Se considera o epruveta confectionata dintr-un material cu comportare perfect
elastica in cadrul solicitarii, figura 3.18. Epruveta este prevazuta cu o crestatura si
facem in asa fel incat sa creasca factorul de intensitate a tensiunii K. Se constata ca
fisura incepe sa se propage atunci cand factorul de intensitate a tensiunii atinge o
valoare critica K.. Daca solicitarea este in modul | aceasta valoare critica se noteaza cu
Kic. Pe baza acestui criteriu, care ia in consideratie valoarea critica a factorului de
intensitate a tensiunii, ruperea are loc pentru o distributie critica a tensiunilor la varful
fisurii, indiferent de geometria crestaturii epruvetei.

Kic se numeste tenacitate la fisurare sau rezistenta la fisurare si este o
proprietate caracteristica materialului, independenta de configuratia sistemului.

Din relatiile (3.68), pentru 6=0 se poate deduce urmatoarea relatie pentru

tenacitatea la fisurare:
K,.=0,\ara (3.96)
in care:

ea este un factor geometric care depinde de lungimea crestaturii a si de
dimensiunile probei utilizate Tn cadrul determinarii;
¢ O reprezinta tensiunea la care fisura devine instabila — apare ruperea.
Aceasta relatie este similara cu cea a lui Griffith gi confirma faptul ca tensiunea de
rupere este invers proportionald cu radacina patrata a marimii fisurii a.

3.11.2. Tenacitatea G

Se poate spune ca o fisura se va propaga instabil si daca G atinge o valoare
critica G; reprezentand energia critica unitara necesara propagarii fisurii. Aceasta

95



MECANICA RUPERII

energie este necesara pentru a face ca fisura sa se propage pe o grosime unitara,
independenta fiind de geometria fisurii sau a epruvetei. In cazul materialelor foarte
fragile, G; este egala cu de doua ori energia superficiala: — G.=2ys. Pentru materialele
ductile G include termenul energiei datorat deformatiei plastice localizata la varful
fisurii, sistemul ramanand cu comportare elastica in ansamblul sau. Termenul G; poate
cuprinde si alti termeni ai energiei disipate prin propagarea fisurii. Pentru cazul de
solicitare in modul I, G. devine Gic.

3.12. Relatia intre parametrii tenacitatii

Pentru a descrie rezistenta la propagarea unei fisuri s-au utilizat trei parametri:
vs, Ke si Ge. Relatiile (3.92) sau (3.93) stabilite intre G si K sunt valabile si pentru
momentul critic de pierdere a stabilitatii propagarii fisurii, adica intre G si Kc.Pentru un
solid cu dimensiunile considerate infinite in raport cu dimensiunile fisurii s-au gasit

relatiile: - pentru starea plana de tensiuni:
/2E A
o o,= Vs - teoria lui Griffith
’ a
K criteriul tensiunilor
o o,= -
/ A 7ma

de unde rezulta:

K, =\2Ey, =\/EG,,

si ca urmare:
K2
G, = E[ (3.97)
Pentru starea plana de deformatie, in mod asemanator se gaseste:
2
G, = 12' (1-0%) (3.98)

Vom putea utiliza astfel, oricare din cei trei parametri, respectiv ys, Kic sau Gic
pentru a putea caracteriza rezistenta la fisurare a unui material, deoarece ei sunt
echivalenti. Relatiile precedente au fost stabilite pentru materiale foarte fragile sau care
prezinta o plasticitate limitata la varful fisurii. Pentru materialele ductile trebuie sa se tina
cont de parametrii Mecanicii neliniare a ruperii. In acest caz, pentru a caracteriza aceste
materiale, se pot utiliza doi parametri independenti, pe de o parte deschiderea critica la
varful fisurii &; si pe de alta parte valoarea critica a integralei J, respectiv Jic. Acesti doi
parametri se vor prezenta in capitolele urmatoare.

3.13. Disiparea energiei la varful fisurii

Energia ys asociatéd unei suprafete provine din faptul ca, un anumit numar de
legaturi se rup credndu-se noi suprafete. Pentru ruperea respectivelor legaturi energia
furnizata poate fi de tip mecanic, chimic, etc. Ca urmare, energia ys poate fi estimata
plecand de la datele termodinamice ale energiei de sublimare sau de la relatia:

_ Ed,
-

In cazul monocristalelor aceasta energie depinde de orientarea planelor
cristalografice. In tabelul 3.1 sunt prezentate valori ale lui ys pentru diverse categorii de
materiale si de asemenea valorile energiei critice disponibile pentru propagarea fisurii.
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Tab. 3.1
Materiale (monocristale) 2vs Gic
[J/m?] [J/m?]
Covalente
C 30
Si 6 3
Ge 5 3
Covalente ionice
Al,O3 13 7
SiO; (cuart) 2,6 20
SiO; (silica) 24 9
lonice
MgO 10 3
LiF 3,6 0,8
NaCl 24 0,6
Metalice
W 22 3
Fier a 10 2:10°
Zn 6 0,2
Be 14 10°

Se poate constata faptul ca, pentru anumite solide G este de ordinul a 2ys,

aceste materiale avand un comportament fragil. Materialele pentru care G;c>>2ys au un
comportament ductil. Pentru aceste materiale trebuie sa se tina cont de deformatia
plastica de la varful fisurii. In acest caz vom avea:

Gie=2ys+7p
unde vy, reprezintd energia de deformatie plastica pe unitatea de suprafata propagata
din fisura existenta. In aceste conditii, criteriul lui Griffith se poate scrie sub o forma
similara tindnd cont de energia de deformare plastica, aceasta fiind extensia Irwin-
Orowan a criteriului lui Griffith [208]:

EQ2y + 7»

s o, = - stare plana de tensiuni;

N ma
EQ2y, +
e o,= 7 5 7r) _ stare plana de deformatii.
il—u %

Energia de deformatie plastica este egala cu:
1
v, = ;ElaijeijdV

in care V este volumul supus deformarii plastice la varful fisurii. In cazul unui solid rigid-
plastic supus la o tensiune uniaxiala, y, este dat prin:

7» =0'yj'gde
Vv

Ductilitatea solidelor are un efect foarte important asupra comportamentului la
fisurare. In cazul metalelor y, este in general foarte mare, raportul yp/ys poate fi in jur de
1000. Astfel, criteriul lui Griffith stabilit pentru materialele fragile se poate aplica in cazul
materialelor ce prezinta o ductilitate limitata in zona de la varful fisurii daca se tine cont
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de energia de deformatie plastica (2y=2ys+y,). In cazul policristalelor valorile lui y
obtinute experimental sunt mai mari decéat in cazul monocristalelor, de la 10 la 50 J/im?
pentru policristale fata de 0,5 pana la 3 J/m? pentru monocristale. Aceasta diferenta are
mai multe cauze. In primul rénd, suprafata de rupere este mai rugoasa in cazul
policristalelor, fisura schimbandu-si orientarea de la un graunte la altul. In al doilea rand,
in policristale sunt deformatii plastice mai importante. Alte cauze ce pot interveni sunt:
formarea fisurilor secundare plecand de la o fisura principala sau interactiunea frontului
fisurii cu diverse particule (ductile sau fragile) precipitate sau fibre (cazul compozitelor).
Toate aceste efecte conduc la o crestere a energiei superficiale in in raport cu
marimea grauntilor. Experimental se observa, fie o crestere a energiei superficiale fie o
diminuare a acesteia, atunci cdnd marimea grauntelui cregte. De aici provine si variatia
modului de rupere in raport cu marimea grauntelui. De exemplu, in cazul policristalelor
de MgO, fisura este esentialmente intergranulara pentru marimi mici ale grauntilor gi
devine intragranulara (clivaj) pentru marimi mai mari ale grantilor, figura 3.19.

100 0

80

_| 40

Rupere prin clivaj [%]
»
o

_| 60

Rupere intergranulara [%]

| 80

0 \ 100
1 10 100 1000
Marimea grauntilor (/m)

Fig. 3.19. Evolutia modului de rupere cu marimea grauntilor in MgO

In general, in cazul in care plasticitatea ramane limitata la varful fisurii si ca
urmare materialul in restul sau ramane in regim elastic, se poate utiliza criteriul lui
Griffith cu energia superficiala de forma:

Ys=Wyo+yptva
in care:

- 7o este energia de suprafatd termodinamica (la initierea fisurii —vys) iar ¥ este

un factor ce depinde de orientarea planului fisurii;

- 7Yp reprezintd energia pe unitatea de suprafata, disipata prin deformare

plastica, atunci cand are loc propagarea fisurii;

- va este un termen care tine cont de alte forme de disipare a energiei (termica,

acustica, cinetica) pe unitatea de suprafata, in timpul propagarii.

Pentru ca fisura sa nu se propage trebuie ca energia elastica sa fie inferioara
energiei de propagare:

Welast<Wprop
sau:
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2

9y
kl EV < k27sS

in care: - k1, ko sunt constante;
- Of reprezinta tensiunea de rupere.
Este evident (si aparent paradoxal) ca aceasta inegalitate este cu atat mai mult
respectata cu cat or este mai mica si E mai mare, dar inversa este adevarata numai in
ceea ce priveste initierea fisurii.

3.14. Lucrul mecanic la rupere

In cele mai multe cazuri, materialele fragile se rup catastrofal. In figura 3.20 sunt
prezentate trei tipuri posibile de comportamente la rupere.

- -
Up u Up u Ur u

a) —rupere brusca; b) - rupere semicontrolata; c)— rupere controlata
Fig. 3.20. Diferite tipuri de comportament la rupere

Fie W aria determinatd de curba incarcare-deplasare in cazul unei ruperi
controlate. Energia superficiala la rupere sau ,lucrul mecanic necesar pentru rupere”
este definita prin relatia:

w

Vr

in care:

- w este latimea probei;

- b este grosimea probei;

- a este lungimea fisurii.

Aceasta energie cuprinde energia de initiere si energia de propagare a fisurii.

Pentru obtinerea unei ruperi controlate este important de a minimiza energia
elastica inmagazinata in momentul ruperii. In acest context, pentru solicitare se va
utiliza o masina de incercat la deformatie constanta. Lucrul mecanic necesar pentru
rupere vy, este, in general, diferit de energia ys obtinuta din relatia lui Griffith. In plus,
acest lucru mecanic necesar ruperii depinde de geometria incarcarii si nu poate fi
considerat ca o proprietate intrinseca a materialului.
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Se poate utiliza, cu o anumita aproximatie, energia elastica inmagazinata la

N L Fu . o . - "
incarcare maxima, W, :# ce corespunde mai degraba procesului de initiere decat

energiei totale consumate in procesul de rupere. Prin definitie, energia potentiala libera
pe unitatea de suprafatéa a fisurii propagate din fisura existenta, G, este data de relatia:

_1F*oC K’

= = (3.100)
2 b 0a E
pentru o placa de grosime b in care:
E'=E pentru starea plana de tensiuni;
E' = E ~ pentru starea plana de deformatii.
—U
Plecand de la relatia (3.100) se obtine:
2
Z—S _ ’; : i—lj (3.101)

In aceasta relatie avemK = YoJa unde Y este un factor geometric ce depinde
de marimea probei si cea a fisurii.
Asadar vom avea:

2 2
g—g=—2ifEfb (3.102)
Pentru incovoierea in trei puncte avem:
_ 6FL
4bw*
iar pentru incovoierea in patru puncte:
_ 3FL
4bw?
in care L reprezinta distanta dintre reazeme.
In aceste conditii se obtine:
oC 9Y* I’a . . .
% = S E = P - pentru incovoierea in trei puncte
a
oC 9Y* IL’a . : .
% = VS = s - pentru incovoierea in patru puncte
Integrarea ecuatiei (3.102) conduce la:
2
C-a bwﬁE* [rada+c, (3.103)
9 . 9
Cu: a ZE trel puncte: =§ patru puncte
3
= ———— trei puncte
AE"bw’ P

3
:W patru puncte

Y, . . '
C, = 70 - complianta probei nefisurate C,

Fie y,.' energia pe unitatea de suprafata corespunzand incarcarii maxime F:

w
- 3.104
7, b(w—a) ( )
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2
cuw, =—Frur = FC .
2 2

Astfel, din relatia (3.103) va rezulta:

W = DYzada + ];—;1 trei puncte

b2
E (3.105)

2
wo=2
E

L
DYZada + TW} patru puncte

3.15. Consideratii privind calculul de rezistenta pe baza conceptelor
mecanicii ruperii pentru modul | de solicitare

Solutia obtinuta pentru factorul de intensitate a tensiunii K, este valabila pentru o
placa infinita cu o fisura centrala de lungime 2a, solicitata uniform, conform modului |,
dupa doua directii. Geometria fisurii, precum si forma si dimensiunile piesei influenteaza
esential cAmpul de tensiuni si deformatii in zona adiacenta acestei fisuri. in aceste
conditii expresia factorului de intensitate a tensiunii capata forma generala:

K, =acNm f(ﬁj (3.106)
w
unde a, f(a/w) reprezintd un coeficient, respectiv o functie care corecteaza expresia lui
Ki.

Atat a cat si f(a/w) se determina pe baza analizei starii de tensiuni la varful fisurii
si pentru o serie de cazuri care sunt date in literatura.

Conditia de rezistenta la ruperea fragild a unei piese prevazuta cu fisura este
asigurata daca este satisfacuta inegalitatea:

Ki=arJm f(%j <K, (3.107)
Aplicarea relatiei (3.107) implica urmatoarele:
e Selectia materialelor din care sunt executate piesele sau elementele de rezistenta
trebuie sa aiba la baza un Kic cat mai ridicat, in conditiile unei temperaturi date;
¢ Nivelul de solicitare a piesei trebuie sa fie diminuat prin reducerea tensiunii nominale
pentru evitarea, pe cat posibil, ca efectul local al concentrarilor de tensiune sa se
manifeste Tn zona fisurata;
e Controlul prin analize nedistructive a evolutiei fisurii dupa anumite perioade de timp.
La cele de mai sus se mai adauga urmatoarele: materialul trebuie sa fie omogen
si izotrop avind o comportare initial elastica urmata de una ideal plastica. Concentrarea
tensiunii la varful fisurii conduce la o plastifiere locala, prin formarea unei enclave
plastice. Este necesar ca aceasta enclava plastica sa fie extrem de restréansa fata de
lungimea fisurii, respectiv dimensiunile piesei, pentru a nu influenta distributia
tensiunilor elastice. Mecanica ruperii materialelor in domeniul liniar elastic este
aplicabila numai daca enclava plastica este foarte mica, ceea ce impune ca piesele sa
aiba dimensiuni mult superioare acestei zone, si care se exprima prin raportul Ki;/o.. In
acest sens trebuie avute in vedere si prevederiie ASTM E399/1997 care impun
respectarea starii plane de deformatie la determinarea experimentala a factorului critic
de intensitate a tensiunii K¢, exprimata prin conditia:

2
Ba> 2,5(ﬂ] (3.108)
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3.16. Criterii de rupere in conditiile unor moduri mixte de solicitare

S-a constatat faptul ca se ajunge la rupere atunci cand este indeplinita conditia:
Ki=Kic

In cazul in care actioneaza simultan doua sau chiar toate cele trei moduri de
solicitare problema trebuie rezolvata pe baza impunerii unor criterii de rupere.

Erdogan si Sih [64] au propus in anul 1963 un asemenea criteriu care presupune
ca:
- fisura se propaga pe directia in care tensiunea circumferentiala og este maxima;
- fisura devine instabila atunci cand:

K, =277r(0)) nu (3.109)

Pentru modurile | si Il, tensiunile din imediata vecinatate a varfului fisurii date de
Irwin si determinate in coordonate polare [119], figura 3.15a, au expresiile:

o, = ! COSQ|:K, (1+sin” Q) +2K,(3cosf —-1)g Q}
J2zr 2 2 2

o, = cosg[choszg—gKHsinQ} (3.110)
2rr 2 2 2

T,= ! cosg[K sin@ + K, (3cos 0 —1)]

re \/m 2 1 1

Pentru a calcula K¢ cu ajutorul relatiei (3.109) trebuie ca din relatia (3.110) sa
deducem valoarea maxima pentru gg. Una din directiile principale este cea pentru care
tensiunea tangentiala este zero, 16=0. Din aceasta conditie se deduce directia
principala 6y care se Tnlocuieste in expresia tensiunii Op.

Ca urmare, directia principala se deduce din relatia:
K,sing, + K,;(3cosf, —-1)=0 (3.111)
Se obtine astfel urmatoarea relatie intre K|, K i Kic:

c

0 0 3 .
cos;o{K, COSzE‘EKU sm@o}:]{,

ce reprezinta criteriu de instabilitate in modul mixt (I1+I1).
Se poate remarca faptul ca pentru modul | pur (80=0) va rezulta Ki;=K,. Pentru
modul Il pur (K;=0), din relatia (3.111) se deduce:

6, = arcco% =705°

K, =087K,

Ipotezele facute pentru elaborarea acestui criteriu au avut in vedere faptul ca
fisura se va propaga in directia in care cantitatea de energie eliberata pe unitatea de
lungime este maxima. Au fost propuse si o serie de relatii empirice pentru a descrie
ruperea in modul mixt. In acest sens mentionam criteriul lui Palaniswamy-Knaus:

2
LTI .7
ch 2 KIC

Pe baza acestui criteriu, pentru modul Il pur rezulta K;c=0,82'K;, relatie
apropiata de cea anterioara data pe baza criteriului Erdogan-Sih.
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