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8.1. Direcţia de propagare a fisurii în modul mixt de solicitare 
 
 S-a constatat anterior că, dacă solicitarea are loc în modul I, ruperea se produce 
atunci când coeficientul de intensitate a tensiunii atinge valoarea critică KIc. In cazul în 
care solicitarea are loc astfel încât nici unul din modurile de solicitare prezentate 
anterior nu este exclusiv, ne putem întreba care sunt criteriile de rupere sau de 
instabilitate ce se pot utiliza? Au fost propuse mai multe asemenea criterii, fără a se 
aplica vreunul în exclusivitate. 
 In cazul în care solicitarea are loc astfel încât predomină modurile I şi II, Erdogan 
şi Sih, [64], au făcut următoarele ipoteze: 

• Fisura se propagă în direcţia în care tensiunea σθ este maximă; 
• Fisura este instabilă atunci când: 
 

IcK=πσθ 2max       (8.1) 
 

In coordonate polare, figura 8.1, tensiunile sunt date de relaţiile: 
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σθ este maximă pentru 0=
∂
∂
θ
σθ  adică pe o direcţie θ0 care va fi direcţia de 

propagare dată de relaţia: 
( ) 01cos3sin 00 =−+ θθ III KK     (8.3) 
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Se poate remarca faptul că, în direcţia θ0 tensiunea de forfecare va fi egală cu 
zero – τrθ=0. Valoarea astfel obţinută pentru θ0 se înlocuieşte în relaţia (8.1) obţinându-
se o relaţie la instabilitate între KI, KII şi KIc care va constitui criteriul de rupere în modul 
mixt: 

IcIII KKK =



 − 0

20 sin
2
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2
cos

2
cos θθθ    (8.4) 

 
 Atunci când solicitarea este în modul II pur (KI=0), vom avea: 
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Fig.8.1. Starea de tensiuni de la vârful fisurii 

 
 In modul mixt de solicitare, criteriul lui Griffith trebuie să indice faptul că fisura se 
va propaga în direcţia în care cantitatea de energie eliberată pe unitatea de lungime 
este maximă şi fisura va fi instabilă dacă această cantitate de energie atinge o valoare 
critică. Ipotezele făcute anterior încearcă să prefigureze tocmai aceste lucruri. 
 
 8.2. Criterii empirice pentru ruperea în modul mixt 
 
 Au fost propuse şi relaţii empirice pentru a descrie ruperea în modul mixt. De 
exemplu criteriul lui Palaniswamy şi Knaus, [69]: 
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care dau pentru modul II de solicitare relaţia KII=0,82·KIc, asemănătoare cu criteriul lui 
Erdogan şi Sih, [64]. In cazul oţelurilor de înaltă rezistenţă, Sih a propus următoarea 
relaţie: 

IcIII KKK =+      (8.7) 
care pentru modul II conduce la relaţia: KII=KIc. 
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Verificarea experimentală a acestor criterii se face cu ajutorul unei plăci având o 
fisură înclinată în raport cu axa de solicitare, figura 8.2. Pe fisură se exercită 
următoarele forţe: 
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Pentru o placă cu dimensiuni mult mai mari decât dimensiunea fisurii avem: 
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Pentru unghiul β→0 devine predominant modul II de rupere. 
 

 
Fig. 8.2. Solicitarea fisurii în modul mixt 

 
 8.3. Condiţii pentru propagarea fisurii în modul mixt 
 
 Orientarea preferenţială a propagării fisurii este cea care maximizează 
descreşterea energiei totale a sistemului, adică G =2γs. Energia totală a sistemului este 
egală cu: 

LWWW E −+= γ  
în care avem: 
 WE – energia de deformaţie elastică înmagazinată; 
 Wγ –energia superficială; 
 L – lucrul mecanic al forţelor exterioare. 
 

( )dCGdW sγ2+−=  
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Considerăm o fisură aflată în stare plană de deformaţie a cărei propagare are loc 
într-un plan oarecare în raport cu planul său iniţial, figura 8.3. 

 
Fig. 8.3. Propagarea fisurii în modul mixt 

 
 In cazul solicitării în modul I, tensiunile din noul plan x’o’y’ sunt date de relaţiile: 
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unde I

r
I

θθ τσ ,  şi I
rzτ  sunt tensiunile în coordonate polare datorate fisurării în primul 

sistem de axe. σy’ corespunde modului I de solicitare în raport cu noul plan, τx’y’ 
corespunde modului II iar τx’z’ modului III. Factorii Ifθ  şi I

rf θ  sunt termenii fij(θ) care 
intervin în expresia tensiunilor date pentru modul I de solicitare. Astfel, se obţin factorii 
de intensitate a tensiunilor transformaţi pentru noul plan: 
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 Ca urmare, în cazul stării plane de deformaţie (plăci groase) avem următoarea 
relaţie între G şi K: 
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Cantitatea de energie disponibilă pentru propagarea fisurii va fi: 
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Variaţia G(θ)/G(0) în raport cu θ este trasată în figura 8.4. Pentru θ=0, G(θ) 
prezintă un maxim. 

 
Fig. 8.4. Variaţia G(θ)/G(0) în raport cu θ 

 
 Se poate concluziona că, în cazul solicitării în modul I pur, fisura are tendinţa să 
se propage în planul său iniţial. In cazul în care modul de forfecare este suprapus peste 
modul I, raţionamentul este identic dar trebuie ţinut cont de distribuţia în modul II a 
componentelor tensiunilor, respectiv σy’, τx’y’ şi τx’z’. Factorii de intensitate a tensiunii 
astfel transformaţi sunt: 
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 Introducând primii doi termeni ai relaţiei (8.13) în relaţia (8.12) se poate 
determina G(θ) ca în figura 8.5. Se constată faptul că, efectul modului II este de deviere 
a fisurii în afara planului său iniţial ceea ce reprezintă o instabilitate direcţională.  

 
Fig. 8.5. Variaţia G(θ)/G(0) în raport cu θ 
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 8.4. Densitatea energiei de deformaţie    
 
 Criteriile precedente privesc problemele plane. Când coexistă toate trei modurile 
se poate utiliza criteriul lui Sih [272] bazat pe densitatea energiei de deformaţie. 
 Considerăm un element de arie dA situat în apropierea vârfului fisurii, figura 8.6.  
 

 
Fig. 8.6. Distribuţia tensiunilor în vecinătatea vârfului fisurii 

 
 Energia de deformaţie înmagazinată în acest element este egală cu: 
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 Densitatea energiei de deformaţie locală este: 
 

dA
dWrW =),( θ  

 Se poate arăta că W(r,θ) este dat prin următoarea relaţie: 
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• G* este modulul de elasticitate transversal; 



CRITERII DE RUPERE ÎN MODUL MIXT DE SOLICITARE 

 201

• υ43−=k   pentru starea plană de deformaţii; 

• 
υ
υ

+
−

=
1
3k   pentru starea plană de tensiuni. 

 
Se defineşte factorul densităţii energiei de deformaţie, S, prin relaţia:  
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 Densitatea energiei de deformaţie prezintă o discontinuitate în punctul r=0 şi ca 
urmare se va lua în considerare doar materialul situat în exteriorul unui contur de rază 
r0, figura 8.6. 
 Se fac următoarele ipoteze: 

1. Iniţierea fisurii urmează o direcţie θ0 astfel încât factorul densităţii energiei de 
deformaţie să fie minim: 
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2. Instabilitatea se produce atunci când factorul densităţii de energie atinge o 

valoare critică Scr (pentru θ=θ0) caracteristică fiecărui material. Valoarea lui Scr 
poate fi obţinută considerând modul I pur. Vom avea: 
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Relaţia (8.16) este satisfăcută pentru θ0=0 şi atunci, pentru o stare plană de 
deformaţii vom avea: 
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Se remarcă faptul că, cu toate că Scr este legat matematic de KIc, cele două 
concepte sunt diferite. Criteriul S presupune că ruperea are loc atunci când 
densitatea energiei de deformaţie într-un element de volum aflat aproape de vârful 
fisurii atinge o valoare critică în timp ce criteriul KIc este bazat pe un echilibru 
energetic global. 
 
 8.5. Exemple de aplicare a criteriului densităţii de energie   
 

Propagarea unei fisuri solicitate în modul I, figura 8.7 
 

In acest caz avem următoarele relaţii: 
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ultima ecuaţie fiind satisfăcută pentru θ=0 sau 
2

1cos −
=
kθ  unde 3≤k . 
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Fig. 8.7. Modul I de solicitare 

 
Valoare minimă a lui S se obţine pentru θ=0 ceea ce semnifică faptul că fisura se 

propagă urmând axa x, şi ca urmare vom avea: 
( )
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min 8
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akS σ−
=  

 
Propagarea unei fisuri solicitate în modul II, figura 8.8 

 
Fig. 8.8. Modul II de solicitare 
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In acest caz avem următoarele relaţii: 
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ultima ecuaţie fiind satisfăcută pentru θ=0 sau 
6
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−=

kθ  şi ca urmare Smin se 

obţine pentru 0≠θ . In aceste condiţii, unghiul sub care se va propaga fisura depinde 
de ν prin intermediul lui k.  

Pentru starea plană de deformaţii avem k=3-4ν şi atunci: 
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Propagarea unei fisuri solicitate în modul mixt, figura 8.9 
 

 
Fig. 8.9. Solicitarea în modul mixt 

 
In acest caz avem următoarele relaţii: 
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cu β≠0 şi θ funcţie de ν şi ),(2
min θβσ faS ⋅⋅= . 
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In figura 8.10 este prezentată variaţia lui θ funcţie de β pentru diferite valori ale lui ν. 

 
Fig. 8.10 Variaţia lui θ funcţie de β 

 
 Dacă se compară criteriul densităţii energiei cu criteriul tensiunii maxime 
(Erdogan şi Sih) rezultă: 

0=
∂
∂
θ
σθ  sau 0=θτ r  

 
Inlocuind în relaţia (8.3) valorile K1 şi K2 în funcţie de β se obţine: 
 

( ) 01cos3sin =−+ βθθ ctg     (8.18) 
cu β≠0. 

Variaţia lui θ în funcţie de β nu depinde de constantele elastice, aşa cum se 
observă în figura 8.10.  
 Rezultatele experimentale arată că, pentru criteriul densităţii energiei se obţin 
valori mai apropiate de realitate decât cele furnizate pe baza criteriului tensiunii 
maxime. Astfel, cu ajutorul criteriului densităţii energiei de deformaţie se poate 
obţine direcţia de propagare a fisurii în modul mixt, ceea ce teoria lui Griffith nu 
poate prevedea. Valoarea critică Scr poate fi utilizată ca un parametru de material 
pentru măsurarea rezistenţei la fisurare, independent de geometria fisurii şi de 
modul de încărcare. Se remarcă faptul că, pe baza acestui criteriu se obţine numai 
unghiul sub care se va propaga fisura, nefiind un criteriu intrinsec de rupere. 
 Pe baza relaţiei (8.15) se poate obţine curba în planul (K1, K2) ce reprezintă 
curba de siguranţă la rupere în modul mixt de solicitare, figura 8.11. 
 Criteriul tensiunilor maxime conduce la relaţia (8.4), θ fiind o funcţie de β dată 
prin relaţia (8.18). Rezultatele experimentale par să indice faptul că, criteriul 
densităţii energiei de deformaţie dă cele mai bune rezultate. 
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Fig. 8.11. Curba de siguranţă la rupere 

 
 8.6. Relaţia între energia liberă şi factorul de intensitate a tensiunilor în 
cazul propagării necoplanare a unei fisuri în modul mixt de solicitare 
 
 Relaţia între energia disponibilă pentru propagarea fisurii, G, şi factorul de 
intensitate a tensiunilor, în cazul în care fisura se propagă în planul său, este de forma: 
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 Considerăm o fisură cu o extindere de lungime c într-un plan înclinat în raport cu 
planul iniţial al fisurii, figura 8.12. 
 

 
Fig. 8.12. Propagarea fisurii după un plan oarecare 
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 Fie W(c) energia de deformaţie a fisurii deviate şi W(0) energia de deformaţie 
pentru fisura dreaptă AO. Presupunând că W(c) este continuă, energia eliberată G 
corespunde iniţierii unei deschideri ∆c la extremitatea fisurii drepte AO şi este dată prin: 
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Cantitatea de energie eliberată Gb(c) pentru propagarea cu lungimea c este egală cu: 
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Curba W(c) fiind continuă avem: 
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 Termenul Gb(c) poate fi exprimat în funcţie de factorii de intensitate a tensiunilor 
KIb(c), KIIb(c) şi KIIIb(c) la extremitatea fisurii propagate: 
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Inlocuind relaţia (8.24) în relaţia (8.22) se obţine: 
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factori de intensitate a tensiunii la extremitatea propagării infinitezimale: 
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      =)(θijK funcţii de unghiul θ. 
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 8.7. Generalizarea conceptului de tenacitate la rupere a materialelor fragile 
supuse tensiunilor multiaxiale 
 
 Se poate reprezenta tenacitatea la rupere într-un sistem de axe triortogonal 
K1K2K3, figura 8.13, printr-un înveliş de rupere caracteristic materialului a cărei ecuaţie 
este determinată de tenacitatea în modul I, KIc, şi de coeficientul lui Poisson ν. Acest 
înveliş de rupere are forma unui elipsoid cu ecuaţia: 
 

1
2

3
2

2
2

1 =





+






+






 +

c
K

b
K

a
mK     (8.27) 

cu 

  

( ) ( )
( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

Ic

Ic
Ic

Ic

Ic

Ic
Ic

Ic

Km

K
mK

mKc

mK
KmKb

mKa















−
−

−−−−−










−
−

−−−−−

−=









+
−

+=









+−−

−
+=

+=

υ
υυυυυ

υ
υυυυυ

υ

υυ
υ

1
21113224

1
21113224

2
1

2
21

222
213

2
3

2

2

3
2

2
1

2
1

2

 

 

 
Fig. 8.13. Tenacitatea la rupere în sistemul de axe triortogonal K1K2K3 
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 Propagarea fisurii se produce dacă: 
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