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8.1. Directia de propagare a fisurii in modul mixt de solicitare

S-a constatat anterior ca, daca solicitarea are loc in modul I, ruperea se produce
atunci cand coeficientul de intensitate a tensiunii atinge valoarea critica Ki.. In cazul in
care solicitarea are loc astfel incat nici unul din modurile de solicitare prezentate
anterior nu este exclusiv, ne putem intreba care sunt criterile de rupere sau de
instabilitate ce se pot utiliza? Au fost propuse mai multe asemenea criterii, fara a se
aplica vreunul in exclusivitate.

In cazul in care solicitarea are loc astfel incat predomina modurile | si Il, Erdogan
si Sih, [64], au facut urmatoarele ipoteze:

e Fisura se propaga in directia in care tensiunea og este maxima;
e Fisura este instabila atunci cand:

O-Gmax “272. :ch (81)

In coordonate polare, figura 8.1, tensiunile sunt date de relatiile:

1 0 ., 0 o
o = cos—| K,|1+sin” — |+2K, (3cos@ —1)g—
¥ \/ﬁ 2|: 1[ 2) 11( )gz}

1 0 ,0 3 .
o, = cos—| K, cos"———K, sinf 8.2
0 \/ﬁ 2|: 1 2 2 7 :l ( )
1 0 0
T,= cos—| K,sin—+ K ,,(3cos@ —1
o = pcoss | Kysin g+ K, (3cos0-1)

Og este maxima pentru %:0 adica pe o directie 6y care va fi directia de

propagare data de relatia:
K, sin6, + K, (3cosf, —1)=0 (8.3)
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Se poate remarca faptul ca, in directia 8y tensiunea de forfecare va fi egala cu
zero — 1,9=0. Valoarea astfel obtinuta pentru 8, se inlocuieste in relatia (8.1) obtinandu-
se o relatie la instabilitate intre K|, K) si Kc care va constitui criteriul de rupere in modul
mixt:

[ 6 3 .
COS?O|:K, coszz—zK” s1n¢90}:K,C (8.4)

Atunci cand solicitarea este in modul Il pur (K;=0), vom avea:

0, = arccosl =170,5’

(8.5)

o

“Ta

Fig.8.1. Starea de tensiuni de la varful fisurii

In modul mixt de solicitare, criteriul lui Griffith trebuie sa indice faptul ca fisura se
va propaga in directia in care cantitatea de energie eliberata pe unitatea de lungime
este maxima si fisura va fi instabila daca aceasta cantitate de energie atinge o valoare
critica. Ipotezele facute anterior incearca sa prefigureze tocmai aceste lucruri.

8.2. Criterii empirice pentru ruperea in modul mixt

Au fost propuse si relatii empirice pentru a descrie ruperea in modul mixt. De
exemplu criteriul lui Palaniswamy si Knaus, [69]:

2
K3 K| (8.6)
ch 2 ch

care dau pentru modul Il de solicitare relatia K;=0,82'K|;, asemanatoare cu criteriul lui
Erdogan si Sih, [64]. In cazul otelurilor de inalta rezistentd, Sih a propus urmatoarea
relatie:

K, +K,=K, (8.7)
care pentru modul Il conduce la relatia: K=K
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Verificarea experimentala a acestor criterii se face cu ajutorul unei placi avand o
fisura inclinatd in raport cu axa de solicitare, figura 8.2. Pe fisura se exercita
urmatoarele forte:

N =osin®
T =osin fcos

Pentru o placa cu dimensiuni mult mai mari decat dimensiunea fisurii avem:

K, =omsin’

8.8
K,I:ax/%sinﬂcosﬂ 68

Pentru unghiul B—0 devine predominant modul Il de rupere.

‘HTiTH‘G

d
T

Fig. 8.2. Solicitarea fisurii in modul mixt

8.3. Conditii pentru propagarea fisurii in modul mixt

Orientarea preferentiala a propagarii fisurii este cea care maximizeaza
descregterea energiei totale a sistemului, adica G =2ys. Energia totala a sistemului este
egala cu:

W=W,+W,-L
in care avem:

WE — energia de deformatie elasticd inmagazinata;

W, —energia superficiala;

L — lucrul mecanic al fortelor exterioare.

dW = (-G +2y,)dC
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Consideram o fisura aflata in stare plana de deformatie a carei propagare are loc
intr-un plan oarecare in raport cu planul sau initial, figura 8.3.

Yy

da

e

Fig. 8.3. Propagarea fisurii in modul mixt

-

~
i
o

In cazul solicitarii in modul |, tensiunile din noul plan x’0’y’ sunt date de relatiile:

K, K0
O-V' =0, = f =
’ ’ N2 / N2
r_ KooK, (0)
T, =T,y =——=fp= 8.9
x'y ré \/ﬁfra \/ﬁ ( )
TY'Z' — z_rlz — O — K}[] (9)
“ N2

unde o,, 7!, si . sunt tensiunile in coordonate polare datorate fisurarii in primul

sistem de axe. oy corespunde modului | de solicitare in raport cu noul plan, tyy
corespunde modului Il iar 1y modului Ill. Factorii f, si f. sunt termenii f;(0) care

intervin Tn expresia tensiunilor date pentru modul | de solicitare. Astfel, se obtin factorii
de intensitate a tensiunilor transformati pentru noul plan:

K}(Q) = K[fel; K}I(H) = K]fr;; K}Il(e): 0
Ca urmare, in cazul starii plane de deformatie (placi groase) avem urmatoarea

relatie intre G si K:
K(-v’) Ki(i-v’) Ki(+0)

G= (8.10)
E E E
Cantitatea de energie disponibila pentru propagarea fisurii va fi:
2(_,,2 2(1_,,2
a(0)= i (1-v )+1<,,(1 v?) 611)

E E
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Variatia G(0)/G(0) in raport cu 6 este trasata in figura 8.4. Pentru 6=0, G(8)
prezintd un maxim.

} GoyG(0)

0,5-

| |
—T —m/2 0 /2 i
Fig. 8.4. Variatia G(6)/G(0) in raport cu 6

Se poate concluziona ca, in cazul solicitarii in modul I pur, fisura are tendinta sa
se propage in planul sau initial. In cazul in care modul de forfecare este suprapus peste
modul I, rationamentul este identic dar trebuie tinut cont de distributia in modul Il a
componentelor tensiunilor, respectiv oy, vy $i tvz. Factorii de intensitate a tensiunii
astfel transformati sunt:

K}(H) = K]fb; +K11f;
K}1(0)=K1fr'.9+K11 r'n'9 (8-12)
K}U(Q):O

Introducénd primii doi termeni ai relatiei (8.13) in relatia (8.12) se poate

determina G(0) ca in figura 8.5. Se constata faptul ca, efectul modului Il este de deviere
a fisurii in afara planului sau initial ceea ce reprezinta o instabilitate directionala.

kg =1
Kk =4,

Ky ik 025
Ky =0

—TT 0 v

Fig. 8.5. Variatia G(6)/G(0) in raport cu 6
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8.4. Densitatea energiei de deformatie

Criteriile precedente privesc problemele plane. Cand coexista toate trei modurile
se poate utiliza criteriul lui Sih [272] bazat pe densitatea energiei de deformatie.
Consideram un element de arie dA situat Tn apropierea varfului fisurii, figura 8.6.

Fig. 8.6. Distributia tensiunilor in vecinétatea varfului fisurii

Energia de deformatie inmagazinata in acest element este egala cu:

dw = %(a,er +40, 69+ 7,57 10 )dA

(8.13)
dA=rd@dr
Densitatea energiei de deformatie locala este:
dw
W(r,0)=——-
(r,0) ey
Se poate arata ca W(r,0) este dat prin urmatoarea relatie:
‘;—Z = (4, K2 420, KK, + ay K +ayK?) (8.14)
r

unde:

! —(1+cos8)k —cos @)

716G

a, 161G* sin@[2cos@ —(k —1)]

ay, = % [(k +1)1—cos@)+(1+cos@)3cos6 —1)]

e G este modulul de elasticitate transversal;
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e k=3-4v pentru starea plana de deformatii;

. k:3—u

pentru starea plana de tensiuni.
1+v

Se defineste factorul densitatii energiei de deformatie, S, prin relatia:
S = rc;—lj =a, K} +2a,K K, +a,K; +a, K. (8.15)
Densitatea energiei de deformatie prezinta o discontinuitate in punctul r=0 si ca
urmare se va lua in considerare doar materialul situat in exteriorul unui contur de raza
ro, figura 8.6.
Se fac urmatoarele ipoteze:
1. Initierea fisurii urmeaza o directie 6o astfel incat factorul densitatii energiei de
deformatie sa fie minim:
oS

— =0 -7<6 < 8.16
26, <Gy <7 ( )

2. Instabilitatea se produce atunci cand factorul densitatii de energie atinge o
valoare critica S¢r (pentru 6=6y) caracteristica fiecarui material. Valoarea lui S¢
poate fi obtinuta considerand modul I pur. Vom avea:

S=a,k! =;*(1+cost9)(k—cos6?)K12; K’ _K
16G Vs

Relatia (8.16) este satisfacuta pentru 80,=0 si atunci, pentru o stare plana de

deformatii vom avea:

min :ﬂKIZ
4G
La instabilitate se obtine:
s -5 17200 (8.17)

min cr 47Z'G* Ic

Se remarca faptul ca, cu toate ca S. este legat matematic de K., cele doua
concepte sunt diferite. Criteriul S presupune ca ruperea are loc atunci cand
densitatea energiei de deformatie intr-un element de volum aflat aproape de varful
fisurii atinge o valoare critica in timp ce criteriul K, este bazat pe un echilibru
energetic global.

8.5. Exemple de aplicare a criteriului densitatii de energie
Propagarea unei fisuri solicitate in modul |, figura 8.7

In acest caz avem urmatoarele relatii:
K,=ova; K,=0
2
S=a,K} =a,0°a= %[(l +cos@)k —cosé’)]

2_‘;:0 —sin@[2cos8 —(k —1)]

ultima ecuatie fiind satisfacuta pentru 6=0 sau cos@ = ? unde £ <3.
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e

Fig. 8.7. Modul | de solicitare

Valoare minima a lui S se obtine pentru 8=0 ceea ce semnifica faptul ca fisura se
propaga urmand axa x, Si ca urmare vom avea:

B (k—1)o’a

Smin -
8G

Propagarea unei fisuri solicitate in modul Il, figura 8.8

.I'III'

————

5 I &

) g ——=

. ———
T

Fig. 8.8. Modul Il de solicitare
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In acest caz avem urmatoarele relatii:

K, =0, K,=1vJa

2
S=a,K; =a,r’a= %[(k+l)(1—cos@)+(1+cos€)(3cos€—l)]
oS

20 =0 —sind|(k—1)+6cos0]=0

ultima ecuatie fiind satisfacuta pentru 6=0 sau 9=—arccosE si ca urmare S, se

obtine pentru 0= 0. In aceste conditii, unghiul sub care se va propaga fisura depinde
de v prin intermediul lui k.

Pentru starea plana de deformatii avem k=3-4v si atunci:
v=0,1->0=-745
v=02->6=-785"
v=03—>0=-823"
v=05—>60=-90°

Propagarea unei fisuri solicitate in modul mixt, figura 8.9

Fig. 8.9. Solicitarea in modul mixt
In acest caz avem urmatoarele relatii:
K, =ovasin’ g
K, =o+asin fcos f
S = Gza(a” sin® B+ 2a,, sin fcos ff + a,, cos’ ,[)’)sin2 p=c’af(B.0)
a—‘; =0 — (k—1)sin(0 - 28)-2sin[2(0 — B)]-sin26 =0

cu B#0 si O functiede vsi S, =o” -a- f(B.0).
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In figura 8.10 este prezentata variatia lui 6 functie de B pentru diferite valori ale lui v.

ol

a
_QDD =05

80 criteriul tensiunilar
maxime

| l
0 20°  40°  60°  80° 907

Fig. 8.10 Variatia lui 6 functie de 8

Daca se compara criteriul densitatii energiei cu criteriul tensiunii maxime
(Erdogan si Sih) rezulta:
oo,

=0saur,=0

Inlocuind in relatia (8.3) valorile K4 si Kz in functie de 8 se obtine:

sin0+(3cosﬁ—1)ctgﬁ =0 (8.18)
cu B#O0.

Variatia Iui 6 in functie de B nu depinde de constantele elastice, asa cum se
observa in figura 8.10.

Rezultatele experimentale arata ca, pentru criteriul densitatii energiei se obtin
valori mai apropiate de realitate decat cele furnizate pe baza criteriului tensiunii
maxime. Astfel, cu ajutorul criteriului densitatii energiei de deformatie se poate
obtine directia de propagare a fisurii in modul mixt, ceea ce teoria lui Griffith nu
poate prevedea. Valoarea critica S poate fi utilizata ca un parametru de material
pentru masurarea rezistentei la fisurare, independent de geometria fisurii si de
modul de incarcare. Se remarca faptul ca, pe baza acestui criteriu se obtine numai
unghiul sub care se va propaga fisura, nefiind un criteriu intrinsec de rupere.

Pe baza relatiei (8.15) se poate obtine curba in planul (K4, K2) ce reprezinta
curba de siguranta la rupere in modul mixt de solicitare, figura 8.11.

Criteriul tensiunilor maxime conduce la relatia (8.4), 6 fiind o functie de B data
prin relatia (8.18). Rezultatele experimentale par sa indice faptul ca, criteriul
densitatii energiei de deformatie da cele mai bune rezultate.
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™~

criteriul tensiunilor S
maxime

Fig. 8.11. Curba de siguranta la rupere

8.6. Relatia intre energia libera si factorul de intensitate a tensiunilor in
cazul propagarii necoplanare a unei fisuri in modul mixt de solicitare

Relatia intre energia disponibila pentru propagarea fisurii, G, si factorul de
intensitate a tensiunilor, in cazul in care fisura se propaga in planul sau, este de forma:

_k+1

1
= (k? +K,2,)+FK,2,, (8.19)

Consideram o fisura cu o extindere de lungime c intr-un plan inclinat in raport cu
planul initial al fisurii, figura 8.12.

fisura initiala

Fig. 8.12. Propagarea fisurii dupa un plan oarecare
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Fie W(c) energia de deformatie a fisurii deviate si W(0) energia de deformatie
pentru fisura dreapta AO. Presupunand ca W(c) este continua, energia eliberata G
corespunde initierii unei deschideri Ac la extremitatea fisurii drepte AO si este data prin:

G = lim

AC—0 Ac

(8.20)

W(Ac)-W(0) [G_WJ
\ 6e

Cantitatea de energie eliberata Gp(c) pentru propagarea cu lungimea c este egala cu:

G, (¢) = lim YCFA)=W(O) _ (a—Wj (8.21)
AC—0 Ac 80
Curba W(c) fiind continua avem:
(a_wj _ lim(a—Wj (8.22)
oC )., ¢\ oC
Si
G= lcinng (o) (8.23)

Termenul Gp(c) poate fi exprimat in functie de factorii de intensitate a tensiunilor
Kin(c), Kin(c) si Kiip(c) la extremitatea fisurii propagate:

k+1(

G,(¢) = ——= (K2, (c >+Km,<c>) Kf,,b«:) (8.24)

Inlocuind relatia (8.24) in relatia (8.22) se obtine:

k+1 1
G= G (Kz Kf]bj ey Kf”b (8.25)

K, = ?E(%K”’(C)

cu Ky :lcirréKnb(C)

Ky = lcii‘% Ky (©)

factori de intensitate a tensiunii la extremitatea propagarii infinitezimale:

K, = K11(9)K1 +K), (9)K11

!

Ky, = K, (DK, +K,(O)K, (8.26)
~ 9 E
72'_
K :( j Ky
T+6

K ;(0) =functii de unghiul 6.
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8.7. Generalizarea conceptului de tenacitate la rupere a materialelor fragile
supuse tensiunilor multiaxiale

Se poate reprezenta tenacitatea la rupere intr-un sistem de axe triortogonal
K1K2Ks, figura 8.13, printr-un invelis de rupere caracteristic materialului a carei ecuatie
este determinata de tenacitatea in modul I, K., si de coeficientul lui Poisson v. Acest
invelis de rupere are forma unui elipsoid cu ecuatia:

(Kl +’"j2 +[%T +[§j2 -1 (8.27)

1

bl o] N
_(2—21)—1) XK,C+2m)

cu

c:(ch+m (1_20) ch:|2
| K, +2m
] -
a(2-20-0)-3(1-v 1—(1_2’)2
1 | (o) |
mz—z = }_KIC
40(2-20-0*)-3(1-v 1—(162“)2
—-U
b,
K g
Kz
-
HHH‘ KEE
T e

K1 C
K

Fig. 8.13. Tenacitatea la rupere in sistemul de axe triortogonal K;K,K3
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Propagarea fisurii se produce daca:

2 2 2
K +m N éi_ N éi 1
a b c B

— 2
In modul II, K, = 3 2“)2 K,
2-2v-v
1
In modul il K, =(1-20)K,
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