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Capitolul 11

ME—-11. Transformarea Laplace

11.1 Continuitate si diferentiabilitate

Fie f o functie reald definitd pe un anumit interval deschis (a,b) C IR = IR U {—00, +00} care contine punctul
z=ceR.

Definitia 11.1.1. Spunem ca f este continua in © = ¢ daca $i numai daca

lim f(z) = £(c).

r—c

Definitia 11.1.2. Functia f este continud pe intervalul (a,b) dacd si numai daca este continud in toate
punctele x € (a,b).

Multimea functiilor continue f : (a,b) — IR formeaza un spatiu vectorial real notat prin C(a,b) sau C°(a, b).

Definitia 11.1.3. O functie f este continud pe [a,b] dacd ea este continud pe (a,b) si

lim f(z) = f(a), lim f()= f(b).

z—at z—b—

Cu alte cuvinte, nu exista comportare singulard in extremitatile intervalului. Vom folosi Cla,b] pentru a
nota spatiul vectorial al functiilor continue f : [a,b] — IR.
Mai jos, prezentam o definitie alternativa a continuitatii, echivalentd cu Definitia 11.1.1.

Definitia 11.1.4. Functia [ este continud in © = xo dacd, pentru orice € > 0, exista o functie 6(xg,e) astfel
incat
|f(z) = f(zo)| <e cind |x—ax0| <.

Daca 0 depinde numai de ¢, adica are aceeasi valoare pentru toti g dintr—un anumit interval I, spunem ca
f este uniform continud pe I. Se poate arata ca daca f este functie continud pe un interval inchis, atunci ea
este uniform continua acolo.
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Definitia 11.1.5. Daca
lim f(@)# lim f(z),

GB=——o@ r—cC

spunem cd f nu este continuad in x = c.

Exista o importanta clasa de functii de aceasta forma pentru care existd un numar finit de discontinuitati. O
astfel de functie sare de un numaar finit de ori. Astfel de functii sunt cunoscute ca functii continue pe portiuni,
si, ca gi functiile continue, formeazd un spatiu vectorial, pe care il notdm prin PC(a,b).

5 o x)— J(¢c 0N A u
Definitia 11.1.6. Daca limita raportului incrementar M existd cand x — ¢, spunem cd f este
T—c
diferentiabild sau derivabila in x = c, si notam derivata sa prin
f(x) = f(c)

f'(e) = lim

x—cC xr —C

Multimea tuturor functiilor derivabile pe (a,b) formeaza un spatiu vectorial pe care il notam cu C'(a,b).
Putem da definitii similare pentru spatiile vectoriale C?(a,b), C3(a,b), ..., C™(a,b), ..., C*(a,b), in care
derivatele de ordin superior se definesc ca limite ale rapoarteler incrementare ale derivatelor de ordin inferior
cu o unitate.

Spatiile vectoriale introduse mai sus poartd denumirea de clase. Asadar, spatiului vectorial C?(a,b) ii vom
spune clasa functiilor reale, de o variabild reald, de doud ori diferentiabile pe (a,b).

Intradevir, f/(z) = cosz si f"(z) = —sinz = —f(z). De aici rezulti ci functia f poate fi diferentiati ori
de cate ori dorim si rezultatul va fi o functie continua. Prin urmare, f € C°°(0,27). [ ]

Observatia 11.1.1. Daca f este diferentiabild in ¢ € (a,b), ea este continud in x = c. Afirmatia reciprocd nu
este adevaratd. In acest sens, se poate da ca exemplu functia

f(z) = Z sin (:!!)23:

care este continud pe IR, insd niciunde diferentiabild.
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11.2 Original

Calculul operational se bazeaza pe realizarea unei corespondente intre doua multimi de functii: multimea
functiilor numite functii original si multimea imaginilor lor printr-o anumita transformare. Interesul pe care
il prezinta aceasta corespondenta se datoreste faptului ca operatiilor de derivare si integrare aplicate functiilor

original le corespund anumite operatii algebrice care se aplica imaginilor lor, aga cum vom vedea in cele ce
urmeaza.

Definitia 11.2.1. Se numeste original o functie f(t), reald sau complexa, definitd pe multimea numerelor reale
st care satisface urmatoarele conditii:

1. f(t) =0 pentru t < 0;
2. f(t) este derivabild pe portiuni;

3. Ezista doud numere Mo > 0 si so astfel incat |f(t)] < Mpe®°t.

Definitia 11.2.2. Numdrul so se numeste indice de crestere al functiei original f(t). In cazul in care sq este
definit ca

so = inf{s : M > 0 astfel incat |f(t)| < Moe*',Vt € IR}

atunci el se numeste indicele de crestere al functiei original f(t).

Metodele operationale se referi la rezolvarea unor probleme in care mérimea fizicd reprezentatd prin f(t)
are proprietatea ca sau este nuld inainte de momentul initial ¢ = 0, sau valorile sale pentru ¢ < 0 nu prezinta
interes. Cu aceasta motivatie, prima conditie din Definitia 11.2.1 nu mai pare artificiala.

Cea mai simpla functie original este functia unitate

0 pentru t<0
1

n(t) = 3 pentru ¢t =0 (11.1)
1 pentru ¢>0.

Indicele de crestere este sy = 0. Aceasta functie poate fi reprezentata prin integrala
1 a+ioco etz
t) = — —dz, 11.2
=g [ S (11.2)

unde a este un numar real pozitiv.

Functia unitate este importanta mai ales datorita faptului ca data fiind o functie ¢(t) definitd pe toatd axa
reala si Indeplinind ultimele doua conditii din Definitia 11.2.1, functia

0 pentru t <0
1
flt) = 5@(0) pentru t =10

o(t) pentru t >0

este o functie original.

In cele ce urmeaza vom considera toate functiile de o variabila reala inmultite in prealabil cu functia unitate.
Pentru simplicitatea scrierii vom nota cu acelasi simbol functia si Inainte si dupa inmultirea cu functia unitate.
De exemplu, prin functia f(¢) = sinwt intelegem functia

) = {O pentru t <0

sinwt pentru ¢ > 0.
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Teorema 11.2.1. Suma si produsul a doud functii original sunt functii original.

Demonstratie. Intr-adevir, fie f(t) si g(t) doud functii original. Suma si produsul lor
f&) +9@), [f(E)-9()
indeplinesc primele doua conditii. Din inegalitatile
[f()] < Mie*, |g(t)] < Mae**

rezulta
|£ (&) +g@®)] < [F@)] + |g()] < 2Me?,

unde M este cel mai mare dintre numerele M; si Ms, iar so este cel mai mare dintre indicii de crestere s; si
s2. De asemenea,
1F(®) - 9O = [F@)] - |9(8)] < My - Mael1F52)",

Teorema este demonstrata. q.e.d.

Intr-adevar, folosind exprimaérile acestor functii cu ajutorul functiei exponentiale

eiwt_e—iwt eiwt +€—iwt
sinwt = — coswt = — g
wt Z—wt wt —wt (113)
sinhwt = L, coshwt = $7
2 2
din Exemplul 11.2.1 si Teorema 11.2.1 rezultd ca aceste functii sunt functii original. |

Intr-adevar, verificarea se face usor. Pentru a arata cd a treia conditie este satisfacuta, se considera dez-
voltarea in serie a functiei e®’, cu o > 0 arbitrar. Avem

ot _ 1 at  o?t? at"
e = +ﬁ+7+...+ ol + ..,
din care deducem, pentru ¢t > 0,
at"
- < eat
)

n!
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deci

!

n!

"< —e,
an

n!
Rolul lui M 1l are —-, iar indicele de crestere este a. ]
@

intr—adevér, din Teorema 11.2.1 gi exemplele anterioare, rezulta ca aceste functii sunt functii original. |

11.3 Definitia transformarii Laplace. Imagine

Fie f(t) o functie original avand indicele de crestere sg.

Definitia 11.3.1. Functia definita prin relatia
Fo) = [ foerd p=seio (11.4)
0

se numeste imaginea dupa Laplace a functiei f(t) sau transformata Laplace a functiei f(t).
Domeniul in care functia F(p) este definita este prezentat de teorema urmaétoare.

Teorema 11.3.1. Imaginea F(p) a functiei f(t) este determinata in semiplanul s > sq si este o functie olomorfa
in acest semiplan. Derivata sa F'(p) se obtine derivand in raport cu p functia de sub semnul de integrare

F'(p) = /0 oo[— t f(t)]e Ptdt. (11.5)

Demonstratie. Integralele improprii (11.4) si (11.5) sunt absolut convergente in semiplanul s > sg. intr—adevér,

l l 1
[ 1r@ea = [C15le i < o [ eemootay = T - ety
0 0 0

S — 8o

o0
Trecand la limita pentru [ — oo, in ipoteza ci s > sg, rezulta / |f(t)e PH|dt < . Deci, integrala (11.4)
0 §—50
este absolut convergenta si

M

: 11.
p— (11.6)

[F(p)| <

In mod aseménitor se demonstreazi ci integrala improprie (11.5) este absolut convergentd in semiplanul
S > Sp.

Sa demonstram acum ci F(p) este monogend in orice punct p din semiplanul s > sg. Pentru aceasta con-
sideram un cerc C' cu centrul in p, continut in semiplanul s > sg si fie z un punct din interiorul cercului.
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Urmarim sa evaluam raportul incrementar al functiei F, in punctul p, corespunzator cresterii z — p a argumen-
oo
tului. Numaératorul acestui raport este F(z) — F(p) = f(t) (e — e PhdL.
0

Diferenta de sub semnul integrald o evaluam cu ajutorul formulei lui Taylor cu rest de ordin unu sub forma

integrald e — e P! = —te P!(z — p) + (2 — p)? R(z,p, t), unde restul este dat de integrala
1 e~ d¢

R(Z,p, t) = _/ 2 .
2mi Jo (C=p)?IC —p— (2 = p)]

Folosind aceasta dezvoltare, putem scrie

F(Zi :_]I:(p) = /Ow[—tf(t)]e_ptdt +(z—p) /OOO R(z,p,t) f(t)dt. (11.7)

Vom arata ca ultimul termen tinde la zero cand z tinde catre p. Pentru aceasta pornim de la inegalitatea

L[~ le~*] ld¢|
RGp.0) < o [
o 2r Jo I =pPPIC—p—(z—p)
si tinem cont ci |e=¢t| = |e~ (€Mt = ¢=& < =51t unde s; este cea mai mic# abscisd a punctului arbitrar ¢

de pe cerc. Dacd notdm cu p raza cercului, iar r = |z — p|, atunci:

IC—=pl=p, [(-p—(z=D)2>|C—pl—|z—pl=p—1;

675175

|R(z,p,t)| < =)

Cu acestea,
o0 1 0o
R(z,p,t) f(0] <~ [ 70l at
‘ /0 plp =) Jo
Datorita inegalitatii pe care o satisface functia original f(¢) (Definitia 11.2.1), deoarece s; > sg, obtinem

L = e~ (s1=s0)t 14 — L 1
p(p =) Jo plp—1) 51— 50

| /0 " Rz, ) F(t)dt] <

Folosind aceastd inegalitate, se observa ca ultimul termen din (11.7) tinde cétre zero cand z tinde céitre p

astfel ca . r -
lim £() = () _ / [ ¢ f(t)]e—Pdt.
=P Z=p 0
Deci, functia F'(p) este monogena in semiplanul s > sy iar derivata sa are expresia (11.5). q.e.d.

Solutie. Conform formulei (11.4), trebuie calculata integrala

e 1 1
e Pldt = | — Ze7 Pt = -
[ oea= = Lo

0 p

deoarece
|e—pt| _ |e—(s+ia)t| — 5t

si pentru s > 0, lim e 7' = 0. ]
t—o0
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Solutie. Din Exemplul 11.2.1 se stie ca daca partea reald a numarului complex A = \; +1i)\y este nenegativa,
indicele de cregtere al functiei original f(t) este sp = Aq, iar dacd A; < 0, atunci so = 0. Functia F(p) este

definita in semiplanul s > sg. Avem

= 00 1 o 1
F(p) = / eMePldt = / e e I
(p) ; i — 0 =73

deoarece
|e—(p—)\)t| — |e—(s+z’a)t| — e—(s—)\l)t

si pentru s > sg > Aq, tlim e~ PNt —
— 00

11.4 Transformarea Laplace inversa. Formula Mellin—Fourier

Am vizut ci, data fiind o functie original f(t), imaginea sa F'(p) prin transformarea Laplace (11.4) este complet

determinata.
Se pune problema inversa, si se determine originalul f(¢) cdnd se cunoaste imaginea sa F(p). Raspunsul

este dat de teorema urmatoare:

Teorema 11.4.1. Daca f(t) este o functie original cu indicele de crestere sg, iar F(p) este imaginea sa, atunci
egalitatea

Ft) = —— / T Ew)er dp, > s, (11.8)

27” a—100

are loc in toate punctele in care functia f(t) este continud.
In fiecare punct ¢ de discontinuitate, valoarea functiei din membrul drept este egald cu

fle=0)+ f(c+0)
2

Demonstratie. Consideram functia
]' —a
plt) = 5[ (t—0) + F(t+O),

egald cu e~*!f(t) pe multimea punctelor in care functia este continui. In orice interval marginit, ¢(t) nu
poate avea decat puncte de discontinuitate de prima spetd in numar finit, punctele in care f(t) este discontinua.
Valoarea functiei (¢) intr—un punct de discontinuitate este egald cu media limitelor sale laterale in acelagi

punct.
Observam cé functia ¢(t) are urméatoarele proprietati:

1. este derivabila pe portiuni;

1
2. in fiecare punct ¢ de discontinuitate, p(c) = 5[90(0 —0) 4+ p(c+0)];

3. este absolut integrabild pe intervalul (—oco, +00).
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Primele doua proprietati sunt evidente.

A treia proprietate se demonstreaza imediat.

Deoarece f(t) este o functie original, ¢(t) = 0 pentru ¢ < 0 si rdméane si demonstram ci ¢(t) este absolut
integrabild pe (0,00). Pe acest interval, datoritd inegalitatii pe care o satisface functia f(t) ca functie original
(vezi cel de al treilea punct din Definitia 11.2.1), in toate punctele in care ¢(t) este continua,

()] = e f(t)] < Me™ (om0,

si pentru a > sq integrala functiei Me~ (=50 pe intervalul (0,00) este convergenta. De aici rezultic si o(t)
este absolut integrabild pe (0, c0).

Comparand cele trei propozitii ale functiei ¢(t) cu conditiile dintr—o teorema enuntaté la Capitolul Integrala
Fourier, observam ca numai prima difera. Se poate demonstra ca, datorita celor trei proprietati de mai sus,
©(t) poate fi reprezentata printr—o integrala Fourier. Avem

1 +oo (s} )
o(t) = —/ da/ f(T)ef‘”em(t*T) dr
2w —0o0 0

deoarece ¢(t) = 0 pentru ¢ < 0. De aici rezulta

1 +o0 ) oo )
ea't(p(t) _ 27/ e(a-‘rw)t dU/ f(T)e—(a+w)T dr.
T J—0 0

Cu schimbarea de variabila p = a + ic deducem

1 a+1i00 () 1
— eptdp/ F(r)ePTdr = e®(t) = S[f(t— 0)+ f(t +0)).
2mi a—1i00 0 2
Tindnd seama de (11.4), aceasta egalitate se reduce la (11.8) si teorema este demonstrata. q.e.d.

Egalitatea (11.8) se numeste formula lui Mellin—-Fourier si reprezintd inversa transformarii (11.4).

11.5 Proprietati ale transformarii Laplace

11.5.1 Proprietatea de liniaritate

In tot cursul expunerii vom nota functiile original cu litere mici ale alfabetului latin

Transformarile Laplace de forma (11.4) le vom nota prescurtat
F(p) = Lf(t), G(p)=Lg(t), H(p)=Lh(t),-
iar transformarea inversa (11.8) o vom scrie

ft) =L F(p), g(t)=L""G(p), h(t)=L""H(p), -
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Teorema 11.5.1. Transformarea Laplace este o transformare liniard

LIf(t) + g(t)] Lf(t) + Lg(t) (11.9)
Lkf(t)] kLf(t), k= constant. '

Demonstratie. Am ardtat la inceputul capitolului ca daca f(¢) si g(¢) sunt functii original, atunci si functiile
f(&) 4+ g(t), kf(t) sunt functii original. Avem

/Ooo[f(t)+9( Ye~Ptdt = / 170 7ptdf+/oog(t)e*mdt

/kf JePldt = k:/ Ft)e Pidt.

Aceste egalitati coincid cu (11.9).

Exercitiul 11.5.1. Folosind Exemplul 11.5.2 sa se determine transformatele Laplace ale functiilor original:

sinwt; coswt; sinhwt; coshwt.

Solutie. In Exemplul 11.3.2 s—a ardtat c&

1
R 11.1
Le = (11.10)

Folosind proprietatea de liniaritate (11.9) si (11.3), rezulta

1 ) . 1 1 1
L si t:fﬁ“"t—ﬁﬂ‘”t:*( - )
sme 2i( ¢ c ) 2t\p—iw pH+iw
1 . . 1 1 1
Lcoswt = —(Le™! + Le ™) = *.( — + . )7
2 20\p—iw p+iw
deci w
Lsinwt = —— L t = —5——.
sinw pERE cos w PR (11.11)
In mod analog se deduc egalitatile
g o w . - p
Lsinhwt = m, L coshwt = m (1112)
|

11.5.2 Teorema asemanarii

Fie f(t) o functie original si & o constantd strict pozitiva. Se constatd ugor ca functia o(t) = f(at) este, de

asemenea, o functie original. Inlocuirea variabilei ¢ cu at revine, evident, la o schimbare a unitatii pe axa

variabilei.
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Teorema 11.5.2. Dacd F(p) este imaginea functiei f(t), oricare ar fi constanta o > 0, avem

Lf(at) = éF(B). (11.13)

(0%

Demonstratie. intr—adevér,
Lf(at) = / flat)e Ptdt
0

si facand schimbarea de variabila at = 6, obtinem

Lf(at) =~ /OOO F(O)e 20 do = lF(B).

(0% @ (&%

Folosind aceasta teorema se pot determina imaginile altor functii. q.e.d.

, sa se determine imaginea

Exercitiul 11.5.2. Cunoscdnd ca imaginea functiei f(t) = sint este I'(p) = — 1
p
functiei f(wt) = sinwt, unde w > 0.

- w
B)2+1 P
w

Solutie. Aplicidnd formula (11.13), avem Lsinwt = Vezi i Exercitiul 11.5.1. ]

€=

11.5.3 Teorema intarzierii

Daca in functia original f(t) inlocuim pe ¢ cu ¢ — 7, unde 7 este o constantad pozitiva, obtinem o noud functie
original, f(¢t — 7), care este nuld pentru t — 7 < 0 gi ia aceleasi valori ca gi f(¢), insd cu intarzierea 7.

Teorema 11.5.3. Intarzierea T se traduce prin inmulfirea imaginii cu e PT,

Lft—7)=eP"-Lf(1). (11.14)

Demonstratie. Formula (11.14) rezultd imediat. Tinadnd seama ci f(t — 7) = 0 pentru ¢ < 7, avem
o0 o0
/ ft—7)e Pidt = / f(t —T)e Pldt.
0 T
Cu schimbarea de variabila ¢t — 7 = 6, ultima integrala devine

/ h f(t—71)e Ptdt = / b f(0)e P+ gg = e~P7 / h f(0)e P do
- Jo 0

si egalitatea (11.14) este demonstrata. q.e.d.
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Exercitiul 11.5.3. (Functia ¢ a lui Dirac) Sa se determine imaginea functiei

k  pentru a<t<b

F(t) = 0 pentru t<a st pentru t > b
k
) pentru t=a st pentru  t = b.

Solutie. Aceasta functie se mai poate scrie in forma
£(t) = Kln(t — a) = n(t — b)) (11.15)
Reprezentarea sa graficd se compune din reuniunea urmatoarei succesiuni de multimi: semidreapta (—oo,a);
punctul de coordonate (a, 5), segmentul de dreaptd deschis {(x, k) : a < x < b}, paralel cu axa Ox; punctul
k
(b, 5) si semidreapta (b, +00).

Conform Teoremei 11.5.1 gi Teoremei 11.5.3, imaginea functiei (11.15) este

k
F(p) = (e ~ e "), (11.16)
7 - 1 L
In cazul particular a = 0,b = h, k = 7 avem functia original
1
On(t) = 2 n(t) —n(t —h)] (11.17)

reprezentata grafic ca succesiunea de multimi: semiaxa deschisd negativa a axei Ox; punctul de coordonate

1 h
(0, 5), segmentul de dreaptd deschis {(z, E) : 0 < & < h}, paralel cu axa Oz; punctul (h, 5), si semidreapta
deschisa (h, +00).

Functia (11.17) are proprietatea
“+o00 h
1
/ 6h(t)dt:/ L1,
—00 0 h

1
Fu(p) = %(1 —e ).

iar imaginea ei este

Se observa usor ca limita functiei (11.17), In sensul obignuit, pentru A — 0, nu exista. Se considera totusi
functia improprie, notata cu

a(t) =n'(t)
care ia valoarea zero pentru toate valorile reale ale lui ¢, cu exceptia punctului ¢t = 0, in care §(¢) ia valoarea
infinita gi avand proprietatea ca
+oo
/ S(t)dt = 1.

— 0o

Aceasta functie se numeste functia delta a lui Dirac sau functia impuls de ordin zero.
Se spune ca

0(t) = lim dp (¢
(t) = Jim 5 (1)
si cd imaginea sa este limita imaginii functiei dy,(t) pentru h — 0,
lim F; =1
h1—>InO h(p) ’
ceea ce Inseamna
Lo(t) =1,

desi functia 0(¢) nu este o functie original in sensul Definitiei 11.2.1 gi nici F'(p) = 1 nu este o imagine in sensul
Definitiei 11.3.1. ]
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11.5.4 Teorema deplasarii

Fie f(t) o functie original avand indicele de crestere sg si F'(p) imaginea sa. Trecerea lui p in p — ¢, unde ¢ este
o constanta, poate fi interpretata ca o deplasare, adica o translatie, care aduce originea in punctul g.

Teorema 11.5.4. Deplasarea originii din planul variabilei p in q se traduce prin inmultirea originalului cu et

Flp—q) = L™ (). (11.18)

Demonstratie. Intr-adevir, din (11.4) deducem
Flp—q) = / ft)e=P=Dtgr = / [e 9 f(t)]e Ptdt.
0 0

In ultima integrald, rolul functiei f(¢) din (11.4) il are e f(¢) cu indicele de crestere so+Re(q). Functia
F(p — q) este olomorfa in semiplanul s > so+Re(q). q.e.d.

Exercitiul 11.5.4. Sa se arate ca:

p—A

AL i _ & A _ .
LeMsinwt = m, Le M coswt = m, (11.19)
. w p—A
Le S sinh wt = (p—/\)—Q—wQ’ Le o coshwt = (p—)\)—Q—wQ (1120)

Solutie. Pornind de la egalitatile (11.11) si (11.12) si aplicAnd Teorema 11.5.4 se obtin (11.19) si (11.20).m

11.5.5 Derivarea originalului

Presupunem ca f(t) si derivatele sale sunt functii original si fie F'(p) imaginea functiei f(¢).

Teorema 11.5.5. Imaginea derivatei f'(t) este
Lf'(t) = pF(p) — f(0+). (11.21)
In general,
LM () = p"F(p) — [p" " f(0+) +p"2f/(0+) + ... + pf =D (0+) + fFO=D(04)], (11.22)

unde f(04), £/ (0+4), ..., f™=2(04), f™=D(04) sunt limitele la dreapta in origine ale respectiv functiilor f(t),
/(@) ey FPD(2), FOD(1).

Demonstratie. Demonstram intai egalitatea (11.21).
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[ee]
Dupa Definitia 11.3.1, avem Lf'(t) = / f'(t)e~P'dt. Integrand prin parti, obtinem
0

Lf'(t) = [f(t)e’pt]’ :o + p/ooo f(t)e Pldt. (11.23)

Primul termen din membrul drept al egalitatii (11.23) se reduce la —f(0+) deoarece, conform Definitiei
11.2.1, avem

[f(B)e | = |f(t)le™P" < Me=(m%0), 5> 0.
Deci, flim |f(t)e P'| = 0, ceea ce atrage flirn f(t)e P = 0.

In acest fel, din (11.23) raméne Lf'(t) = — f(0+) +p/ f(t)e P'dt, din care rezulta ca egalitatea (11.21)
0

este demonstrata.
Observam ca egalitatea (11.21) se scrie si in forma

Lf'(t)=pLf(t) — f(0+). (11.24)

Pentru a demonstra egalitatea (11.22), inlocuim f’(¢) din (11.24), pe rand, cu f”(t), f”(t), f*(t),---,
f™(t). Avem
Lf"(t) =pLf'(t) - f/(0+)
Lf"(t) =pLf"(t) — f"(0+)
LIW(t) = pLf"(t) = £ (0+) (11.25)

Inmultim intai in (11.24) cu p"~!, apoi prima egalitate din (11.25) cu p"~2, a doua cu p"~3, a treia cu p"~*
si aga mai departe, ultima ramanand neschimbata.
Adunénd rezultatele, obtinem egalitatea (11.22). q.e.d.

Observatia 11.5.1. FEgalitatea (11.21), sau echivalenta ei (11.24), nu sunt adevdrate in situatia in care f are
puncte de discontinuitate in (0, 00).

Intr—adevar, sa presupunem ca f are un unic punct de discontinuitate in (0, c0), notat cu to. Atunci, ca mai
sus

crw = [ roeras [T roera

e3¢} to
+p f(t)e Pidt
to Jo

= S|+ s

= e P (f(tog—) — f(to+)) + pLf(t) — F(0+),

o egalitate asemanatoare obtinandu-se pentru cazul mai multor puncte de discontinuitate. [ |

Exercitiul 11.5.5. Cunoscand imaginea functiei coswt,

p

. 11.26
p2 +w2 ( )

L coswt =

sa se deduca imaginea functiei sinwt folosind teorema de derivare a originalulus.
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Solutie. Din Teorema 11.5.5 gi (11.26) avem
L(—w sinwt) L —_W2
—w sinwt) = -1= .
P p? 4+ w? P? + w?

Datorita proprietatii de liniaritate, —w poate fi scos in stanga operatorului £ si, simplificand cu —w, obtinem

w
et — Y
Lsinw oL
rezultat pe care l-am stabilit si in (11.11). [
11.5.6 Derivarea imaginii
Egalitatea (11.5) se mai poate scrie
F'(p) = LI~ f(1)]. (11.27)

Functia F(p), fiind olomorfd in semiplanul s > sy, admite derivate de orice ordin in acest semiplan. Functia
t" f(t), cu n numar natural, este o functie original cu indicele de cregtere sg + a, unde « este un numar strict
pozitiv la voia noastra de mic.

Din aproape in aproape se obtine

FU (p) = LI(=t)" f(2)]. (11.28)

Aceasta proprietate poate fi enuntata astfel:

Teorema 11.5.6. Derivarea imaginii se traduce prin tnmulfirea originalului cu —t.
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Solutie. Daca se folosesc relatiile (11.11), (11.12) si se aplica totodatd (11.27) se deduc toate egalitatile

(11.31). '
De asemenea, din (11.20), (11.20) si Teorema 11.5.6 rezulta (11.32) si (11.33). [ |

11.5.7 Integrarea originalului

t
Prin integrarea functiei original f(¢) se intelege operatia / f(7)dr, in urma céreia se obtine o noua functie
0

original pe care o notam cu g(t). intr—adevér, functia

t
g(t) = / f(r)dr (11.34)
Jo
indeplinegte cele trei conditii din Definitia 11.2.1, primele doua fiind evidente. Pentru a treia, vom scrie
t t
sl =| [ | < [rolar
0 0
i tinand seama de conditia a treia din Definitia 11.2.1 a functiei f, avem

680t

t
M M

lg(t)] = .M/ esTdr = —(e®! —1) <
0 S0 50

ceea ce arata ca functiile f si g au acelagi indice de crestere.
Sa notam, ca de obicei

Flp)=Lf(t),  Glp) = Lyg(t).

Teorema 11.5.7. Integrarea originalului se traduce prin tmpartirea imaginii sale cu p,
t

c ﬂﬂw=%F@- (11.35)

Demonstratie. Din (11.34) deducem urmatoarele:

AplicAnd Teorema 11.5.5 si tindnd cont c& Lg'(t) = Lf(t), obtinem p G(p) = F(p) din care rezulta egalitatea
(11.35). q.e.d.

Exercitiul 11.5.7. Pornind de la relatia evidentd
t
sin® wt = w/ sin 2wT dr, (11.36)
0

sd se determine imaginea functiei g(t) = sin® wt.

Solutie. In primul rand, putem determina imaginea functiei sin 2wt. Pentru aceasta consideram (11.11) si

trecem w In 2w. Avem )
W

Lsin2wt = ——.
sin 2w PR
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Atunci, dupa (11.36) si Teorema 11.5.7, deducem
¢ w
Lsin?wt =w L / sin 2wtdt = — L sin 2wt.
Jo p

In acest mod, deducem

2w?

E sin2 wt = —F0QF.
p(p? + 4w?)

Acest rezultat s-ar fi putut obtine folosind identitatea
1
sin? wt = 5(1 — cos 2wt),
proprietatea de liniaritate a transformatei Laplace si imaginea functiei cos2wt. Avem

1/1
Lsin®wt = ~(Ln(t) — L cos 2wt) = f(f - P )

1
2 2\p P+ 4w?

si de aici se vede ca se obtine acelagi rezultat. |

11.5.8 Integrarea imaginii
Fie f(t) o functie original gi F(p) imaginea sa. Sa presupunem ci integrala improprie
fla)dq (11.37)
0

este convergenta.
functia F(p) este olomorfa in semiplanul s > s¢, deci admite o primitivd ®(p) in acest semiplan si

[ P =) -2

oricare ar fi cele doud puncte p si p; din semiplanul s > so. daca ®(p) are in punctul de la infinit un punct
ordinar, convergenta integralei (11.37) este asiguratd. In ipoteza cd aceastd proprietate are loc, obtinem

o0
G(p) = / fla) dg = ®(c0) — (). (11.38)
P
Vom spune c& functia G(p) s—a obtinut prin integrarea imaginii.
Teorema 11.5.8. Integrarea imaginii se traduce prin tmpartirea originalului corespunzator cu t

/Oo f(q)dqzll@- (11.39)

Demonstratie. Prin derivare, din (11.38) rezulta

G'(p) = —F(p).
Fie g(t) originalul functiei G(p). Conform egalitatii (11.5) deducem de aici
—tg(t) = —f(t),
o ) )
g(t) = = = G(p) = ET

si egalitatea (11.39) este demonstrata. q.e.d.
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sinhwt . sinwt
§i

Exercitiul 11.5.8. Sa se determine imaginile functiilor

t t
Solutie. Conform egalitatilor (11.11) si (11.12),
1 1 1
Lsinhwt = — :7[ - , Lsinwt = —2_.
pP—w? 2lp—w ptw p? + w?
Aplicim Teorema 11.5.8 si avem
sinh wt 1 —
P Y (11.40)
t 2 ptw
_— -
St (arctg 2) ’ - T arctg Ly (11.41)
t w/lp 2 w

Se introduc taieturile convenabile in planul variabilei p si se considera ramurile functiilor In 2z, arctg z care
pe axa reala iau valorile cunoscute din analiza functiilor reale.
Prin integrarea originalului, in cazul w = 1, se obtine o functie importanta in aplicatii

S
sit:/ T4, t>o0, (11.42)
0 T

care se numeste sinus integral de t. Datorita egalitatilor (11.41) si (11.35) obtinem

1
Lsit = E(gfarctgp). (11.43)

In mod analog se defineste functia cosinus integral,

t
cos
it = / Ldr, t>0, (11.44)
o T
si se demonstreaza ca imaginea sa este
1 1
Lcit = —In———. (11.45)
D p?+1
|

11.5.9 Produsul a doua imagini

Fie f(t) si g(t) doud functii original si imaginile lor

F(p) = Ef(f) = /Ooo f(t)efptdt, G(p) = ﬁg(t) = /000 g(t)e’ptdt.

Definitia 11.5.1. Se numeste produsul de convolutie al functiilor f si g, sau convolutia functiilor [ si g,
functia

p(t) = (f*g)( / f(r)g(t—7)d (11.46)
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Teorema 11.5.9. (Borel) Produsul F(p) G(p) este tot o imagine, si anume

Fip)Gp) = Lot) = L(fxg)(t) = g/f g(t—7)d

Demonstratie. Sa remarcdm c& in locul lui (11.4), se poate scrie

p) = / " fr)ermdr

Prin inmultirea ambilor membri cu G(p), obtinem F(p / f(r)e P"G(p)dr

Conform Teoremei intarzierii 11.5.3,

e PTG(p) =Lyt —T) = /000 g(t — 1)e Pdt.

_ /OOO dr /OOO F() g(t — )ePdt.

Deci,

Ion Craciun

(11.47)

(11.48)

Dar, f(t) si g(¢) fiind functii original, ordinea de integrare poate fi schimbatd, astfel ci putem scrie

F(p)G(p) = / ePdt / £(r) gt — 7)dr

Cum functia g(t) este un original, g(t — 7) = 0 pentru ¢t — 7 < 0, adica pentru 7 > ¢t. Avem

'/Ooof(T)g(tT)dT/Otf(T)g(tT)dw/txf(T) 1) dT—/ fr

Folosind acest rezultat in (11.49), deducem egalitatea

F(p)G(p)z/oooe_ptdt/otf(T)g(t—T / / F(r)gt— 1) dT)e P,

care este aceeagi cu (11.47).

Corolarul 11.5.1. In conditiile Teoremei 11.5.9, are loc egalitatea

pF(p) G(p) = / £r)g'(t —7)dr)

cunoscuta sub numele de formula lui Duhamel.

(11.49)

q.e.d.

(11.50)

Demonstratie. Folosind regula lui Leibniz de derivare a unei integrale depinzand de un parametru, care poate

sa apard gi In limitele de integrare, sa derivim functia original (11.46). Avem

o!(t) = /f (t—7)dr.

Teorema 11.5.5, de derivare a originalului, si faptul ca ¢(0) = 0 conduce la (11.50).

q.e.d.
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Observatia 11.5.2. Formula lui Duhamel (11.50) isi gaseste deseori aplicatii in electrotehnicd.

Exercitiul 11.5.9. Sa se determine functia original a cdrei imagine este —————-.
p(p® +a?)

Solutie. Vom prezenta doua metode de rezolvare.
Prima din acestea porneste de la faptul cd imaginea data se poate scrie in forma

1 11 a 1
- - - ..~ _°F
p(p*+a*) a p p*+a® a P)G(p).
unde: .
a .
F(p)=§=£77(t); G(P):m:,ﬁsmat,

dupé care aplicam (11.47). Conform acestei formule, avem

F(p)G(p) = Lop(t) = L(n(t) = sinat) [,/ )sina(t — 7)dr = E/ sina(t — 7)dr.

Efectuand integrarea, gasim
o at

1
F(p)G(p) = 55(1 —cosat) = Eﬁsm 5

de unde deducem

1 ( 2 ., at)
=L(—sin® — ),
(p? + a?) 2 2
care mai departe conduce la concluzia finala
-1 1 2 ) at

— 5 a5 — S .
p? ta?) @™ 2

O a doua metoda de rezolvare a exercitiului porneste de la descompunerea imaginii in fractiile simple
1 A n Bp+C
p(p*+a*) p  pPta?’

unde A, B, C' sunt numere reale care se detrmina simplu. Obtinem

S (1 P ) (11.51)
p(p?+a?)  a®\p p?+a?/) '

In egalitatea (11.51) aplicam transformarea Laplace inversa si tinem cont de Exemplul 11.3.1 gi de (11.11).
Obtinem

1 1 2 at
-1 2
- - (1= ¢ it -
) a2( cosat) = 2 sin 5"
Pentru a = 2w se regaseste rezultatul obtinut in Exercitiul 11.5.7. ]

11.5.10 Produsul a doua originale

Fie f(t) si g(t) doua functii original avand respectiv indicii de cregtere s; si so. Conform Teoremei 11.2.1,
produsul f(t)g(t) este tot o functie original cu indicele de cregtere s; + so. Imaginea acestui produs este o
functie ® olomorfa in semiplanul s > s; 4 so. Se pune problema determinarii functiei ®(p).

Fie F(p) si G(p) imaginile functiilor f(¢) si g(t).
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Teorema 11.5.10. Imaginea produsului f(t)g(t) este

a+1i00
B(p) = LIF () g(t)] = / Flg)Glo—q)dg, a>s1. (11.52)

—100

Demonstratie. Din (11.8), prin inmultire cu g(t), obtinem
1 a+1i00 .
fO90 = 5 [ Flaerg(0da
1 b+i00

Conform teoremei deplasirii, avem et g(t) = L71G(p — q) = — G(p — q)ePtdp, b > sy + Re(q).

2mi b—ioo

Introducem in egalitatea precedenta

f)g(t) = (1)2/aa+ioo F(q)dq /bw(>o G(p— q)e?" dp.

2mi —100 —100
Se poate arata ca putem schimba ordinea de integrare si avem

1000 =555 [ o [ F@Co-adertap

211 —i0o 21 a—ioo

Comparéand cu (11.8), rezultd egalitatea (11.52). q.e.d.

Observatia 11.5.3. Din inegalitatea b > s + Re(q), tindnd seama ca in procesul de integrare Re(q) = a, tar
a > s1, deducem
b > s1+ so,

ceea ce este in acord cu faptul cd indicele de crestere al produsului f(t) g(t) este s1+ sa. De asemenea, imaginea
functiei 9t g(t), fiind determinatd in semiplanul Re(p) > sz + Re(q), iar Re(q) = a in procesul de integrare,
urmeazd cd imaginea produsului f(t) g(t) este determinata in semiplanul

Re(p) > s2 + a. (11.53)

Cum a > sy $i oricdt de apropiat de sy, inegalitatea (11.53) poate fi inlocuitd cu Re(p) > s1 + Sa.

Exercitiul 11.5.10. Ca aplicatie a Teoremei 11.5.10, sa se determine imaginea produsului sinwt - sinh wt.

Solutie. Intai de toate, avem

Lsinwt = PO s>s1 = [Re(iw)],
. w
Lsinhwt = poR— s>s2 = |Re(w)|
Introducem in (11.52)
1 a+1i00
L(sinwt sinhwt) = —/ 5 d 5 w2 5 dg.
2mi a—ico 4° Tt W (p_q) —w
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Aplicdm teorema reziduurilor pentru functia

w2

(® +wH)[(p—q)? —w?

o(q) =

si curba inchisd formata din segmentul de dreapta de extremitati a — il, a + il si semicercul I' cu centrul in a
gi de raza R =1, 1> 0, situat in stanga segmentului de dreapta. Conform teoremei reziduurilor

a+il n
/ ©(q) dg + / ¢(q)dg = 2mi y_ren(p, ).
a r

—il k=1
a+i00
Pentru R — oo, prima integrala tinde catre / ©(q) dg, iar integrala pe I' tinde evident cétre zero.
a—100
functia (g) are polii simpli ¢ = +iw situati la stdnga dreptei s = a, deoarece a > s; = |Re (iw)|. Polii

g = p=+ w se afla la dreapta acestei drepte deoarece, tindnd seama de (11.53) si de faptul cd Re (w) = s2, avem

Re(p+ w) =Re(p) £ Re(w) > s2+a+£ 52> a.

Prin urmare, avem de calculat doar reziduurile functiei p(¢) in punctele + iw.

(i) { w? } w
rez(p,iw) = =
4 2q[(p — q)? — w2 g=iv  2i(p? — 2w? — 2piw)
(i) = {——s) -
rez(p, —iw) = = — —.
7 2q[(p—q)? —w? g=—iw  2i(p? — 202 + 2piw)
2 2
Suma acestor reziduuri este L, deci
p* + 4wt
2 2
;C(Sinwt Slnhwt) = Iﬁ

1
Acest rezultat se mai poate obtine scriind sinwt sinhwt = 3 (e “lsinwt — e “!sin wt) si aplicand teorema

deplasarii
2
L(sinwt sinhwt) =

1[ w w }  2pw
2l(p—w)2+w? (p+w)2+w?l  pt4dot
Comparand cele doud metode de rezolvare, constatam ca a doua metoda este mult mai directa i cu mult

mai putine calcule si implicatii teoretice. |

11.5.11 Teoreme de dezvoltare

Pentru determinarea originalului f(¢), cand se stie imaginea sa F(p), se folosesc uneori teoremele de dezvoltare.

A
Teorema 11.5.11. Dacd F(p) este o functia rationald F(p) = BEP;’ in care gradul numardtorului este mai
p
mic decandt gradul numitorului, iar numitorul B(p) are raddcinile simple po,p1,p2,- ", Pn, atunci F(p) este

imaginea functiei

_ E A(pk) epkt
f(t)_;)B,(pk) : (11.54)
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Demonstratie. In ipotezele de mai sus, functia F(p) admite o descompunere in fractii simple de forma

a a a a
_ 0 n 1 n 2 N n_
P—Po P—P1 DP—DP2 P —Pn

F(p)

Coeficientul a; se poate calcula integrand functia F'(p) pe un cerc I'; cu centrul in p; si de raza suficient de
micé astfel ca In interiorul siu sd nu fie plasat un alt pol al functiei F(p). Avem

n dp
F(p)dp = ak./ .
/Fj (®) kZ:O r; P—DPk

R d
In virtutea teoremei lui Cauchy, / P
r; P— Dk

=0 pentru £k #j.

d
L 2mi, deci / F(p) dp = 2mia,.
p—Dpj r;

J
Folosind teorema reziduurilor si formula de calcul pentru reziduul relativ la un pol simplu, avem

Cand k = j, tot din teorema lui Cauchy avem /
Ly

= 2mirez ) = 2mi Alp;)
/F F(p)dp =2 (F,p;) =2 B'(p;)’

J

A(py)
B'(p;)’

Comparand cu egalitatea precedenta, deducem a; =

Cu aceasta, dezvoltarea functiei F(p) devine

o Alpr) 1
Flp) = ;) B'(pr) p — pr

iar originalul sau are evident expresia (11.54). q.e.d.

Corolarul 11.5.2. Dacd una din rdddcini este nuld, relatia (11.54) devine

Demonstratie. S& presupunem ca radacina nula este pp = 0. Atunci B(p) = p R(p) = B'(p) = pR'(p) + R(p).
Deoarece R(p;) =0; k=1,2,...,n, vom avea

B'(po) = B'(0) = R(0),
B'(px) = prR' (pr)-

A1 g~ Alpr) 1

Descompunerea lui F'(p) va lua forma F(p) = R0) p + Z R'(p0) si (11.54) devine
p = v R'(pr) p—pr
A(0) |~ _Alpr) ¢
t) = Prt, 11.
0= 30 * L ko0 )

k=1
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Aceasta egalitate se numeste formula lui Heaviside. q.e.d.

Observatia 11.5.4. Procedeul prin care am determinat originalul unei functii rationale poate fi extins usor si
pentru cazul cand numitorul B(p) are raddcini multiple.

Extinderea procedeului. Vom lua o constanta reala pozitiva a, mai mare decat toate partile reale ale
polilor p. Fie a multiplicitatea polului pg.

Vom utiliza aceeagi curba inchisa ca In paragraful precedent si determinam valoarea integralei pe aceasta
curbd din functia ®(p) = F(p)e?*.

Considerand cé raza [ a cercului, din care face parte semicercul T', tinde la oo si folosind (11.8), obtinem

1 a-+ioco h
£(t) = / Fp)e? dp =" res(®, py)

278 Jy—ioo Pt

unde h € IN* este numarul polilor.
Folosim formula de calcul a reziduurilor in poli multipli si deducem formula

h
1 (ap—1)
(t) = —_— { — )% F(p)ePt
1(t) ’; PP Fer|
dupé care se determina originalul in cazul cand polii functiei rationale F'(p) sunt multipli. |

O a doua teorema de dezvoltare este

Teorema 11.5.12. Daca functia imagine F'(p) este olomorfad in afara unui cerc I' cu centrul in origine i razd
R si are in punctul de la infinit un punct ordinar, atunci dezvoltarea sa in serie Laurent este

oo an,
Fp)=Y_ oo >R (11.56)
n=1
st F(p) este imaginea functiei

=3 ﬁt"’l. (11.57)

n=1

1
Demonstratie. Prin ipoteza, F(p) este olomorfa in domeniul [p| > R. Deci, functia ¢(¢) = F(E) este olomorfa

1
in domeniul |{] < = si admite dezvoltarea in serie Taylor

1
QP(C):a()+a1<+a2<2+"'+an<n+"',|q<§.

Functia F(p) are in punctul de la infinit un punct ordinar si din inegalitatea (11.6) rezultd ca intr—o vecinitate
a acestui punct F(p) este marginita si prin urmare

lim F(p) =0,

p—00

deci ¢(0) = ap = 0. Revenind la variabila p, obtinem dezvoltarea (11.56).
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Conform egalitatii (11.30), termenul general al seriei (11.56) este imaginea functiei

an tnfl
(n—1)! ’

Consideram seria de puteri formaté cu originalele termenilor seriei (11.56),

- an n—1
— . 11.
;::1 (n—1)! (L1385

Vom demonstra ca aceasta serie este absolut i uniform convergenta si ca suma sa este o functie original.

an n—1 (Rt)n71
R < RSV
‘(n—l)!t S MRS

co s . M G
Datorita inegalitatilor lui Cauchy, |a,| < —=MR", termenii seriei
r

(11.58) nu depésgesc, in modul, termenii seriei

Rtnl
MR- eFt MRZ VL t>0,

despre care stim cé este absolut gi uniform convergenta pe intervalul [0, L], unde L este la voia noastra de mare.
De aici rezultic seria (11.58) este absolut si uniform convergenta pe intervalul [0, L], cu L oricandt de mare,

si ca suma sa f(t) are proprietatea
t)| < M Re®t t>0.
| £ @)l

Prima conditie din Definitia 11.2.1 o consideram indeplinita de la sine, conform conventiei adoptate. A doua
conditie este evident indeplinita, deci functia (11.57) este un original.

Datoritd convergentei uniforme, seria (11.57), inmultitd in prealabil cu e™P!, poate fi integrati termen cu
termen pe intervalul (0, c0) si obtinem functia (11.56).

Teorema este complet demonstrata. q.e.d.

p
(P2 +a?)(p? +b?)°

Exercitiul 11.5.11. Sa se determine originalul functiei F'(p) =

Solutie. Folosim prima teorema de dezvoltare, in care

Alp)=p,  B(p) = @*+a*)(p* +0%).

Polinomul B(p) are numai rad&cini simple: +ia, £ib. Cu

Alp) 1

B'(p)  2(2p* +a®+b?)

obtinem
1

2(a? — b2)

1
2 (cosat — cos bt). [ |
—a

f(t) — #(eiat _|_€7iat) 4

ibt | —ibt
207 —a?) (e +e™")

sau, cu o alta scriere, f(t) =

Exercitiul 11.5.12. Sa se determine originalul functiei

p+A

F®) = o= apm—v)
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Solutie. De data aceasta, B(p) are o radéacind tripld. Conform celor stabilite in Observatia 11.5.4, avem

Facand calculele, se obtine

bEA 4, [ bEA b4A . la+ Al .,
= - — t+ — t .
[(a—b)i% @02 24— Je

1

Exercitiul 11.5.13. Precizafi originalul functiei F(p) = e P, unde n este un intreg pozitiv.

pn+1

Solutie. Functia F(p) satisface conditiile din a doua teorema de dezvoltare. Folosind dezvoltarea in serie
Laurent in jurul originii a functiei

€

"=
Il

o0 k

—1)¥ 1
E ( k') ko |p| >R>Oa
k=0 -p

stabilim c& dezvoltarea in serie Laurent in jurul originii a functiei F(p) este

ZOO (=D~ 1
k=0

raza R a cercului in exteriorul careia au loc aceste dezvoltari fiind oricandt de mica dorim. Punctul de la infinit
este pentru aceasta functie un punct ordinar.
Conform celei de a doua teorema de dezvoltare, originalul functiei F'(p) este

= 1 ok
10 =2 D

k=0

Aceastd functie poate fi pusa in legdturad cu functiile lui Bessel de speta Intai si de ordin intreg .J,(t). Mai
precis, se poate arata ca
1

70 = VI 1, 2vD) = £7 (hpe P)).

anrl

In cazul particular n = 0, se obtine ca functia original corespunzétoare f(t) coincide cu functia rezultata din
compunerea functiei Bessel de speta intai si de ordin zero Jy(u) cu functia u = 2+/%. |
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Capitolul 12

ME—-12. Aplicatii ale transformarii
Laplace

12.1 Integrarea ecuatiilor diferentiale

S& considerdam problema determinérii functiei x(¢),t > 0, care verificd ecuatia diferentiala liniard de ordinul n
cu coeficienti constanti, neomogena

aoz™ + a2V 4+ a2+ an = f(t) (12.1)
i conditiile initiale
z(0+4) =9, 2/(04+) =1, 2"(04) =29,z D(0+) = 2,,_1, (12.2)
unde f(t) este o functie data, iar xg, z1,z2, -, T,—1 sunt n numere date.

Solutia generala a ecuatiei omogene asociate
apz™ +a ™V 4. ta, 12 faz=0

este o suma de functii de forma
e®'[P(t) cos Bt + Q(t) sin (],

unde P(t) si Q(t) sunt polinoame. Deci, functia z(t), nula pentru ¢ < 0, care verificd ecuatia omogena si
conditiile initiale (12.2), este o functie original impreund cu derivatele sale de orice ordin. In general nu putem
afirma acelagi lucru pentru ecuatia (12.1) datoritd prezentei functiei f(¢).
In cele ce urmeazi, vom presupune ci f(t) este un original si ci functia (t), care verificd ecuatia (12.1) si
conditiile initiale (12.2), indeplineste conditiile impuse originalelor, impreuna cu derivatele lor pana la ordinul
n. Notam

X(p) = Lx(t),  Flp)=Lf(1).

Datorita proprietatilor de liniaritate a transformatei Laplace, din ecuatia (12.1) deducem
ap L™ +ay LoV 4 4 ay_y La' + an Lo = Lf(L). (12.3)

Conform egalitatii (11.22) si tindnd seama de conditiile initiale (12.2), avem

L™ (t) = p"X(p)— (wop" P+ @i p" P+ Tp2p+ Tp_1),
Lo D(t) = p" 1 X(p) — (op" 2+ 21 p" P+ Tpoa),
La"(t) = P X(p) — (zop + 1),

La'(t) = pX(p) — o,

La(t) = X(p).

31
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Introducem in (12.3) si ordondm termenii convenabil. Obtinem
(aop™ +arp" 4+ apo1p +an) X (p) = F(p) + G(p), (12.4)

unde
G(p) = zolaop™ ' +a1p" 2+ +ap_op + an_1)+

t+z1(aop™ 2 +ar1p" P + -+ 3P + ap2)+

+x,_o (aop + a1)+

+Tp_1a0.

Egalitatea (12.4) se numeste ecuatia operationald corespunzitoare ecuatiei (12.1) cu conditiile initiale (12.2).
ecuatia operationala se retine ugor daca facem urmatoarele observatii:

e X(p) se inmulteste cu polinomul caracteristic
o(p) = aop”™ + ar1p" "+ -+ an_1p + an
al ecuatiei diferentiale (12.1);

e G(p) este o combinatie liniard de polinoame

G(p) = zowo(p) + 191(p) + - + Tro19n-1(p);

polinomul ¢((p) se obtine din polinomul caracteristic ¢(p) suprimand termenul liber si impartind cu p;

e prin acelagi procedeu se obtine o1 (p) din po(p);

©2(p) se obtine suprimand termenul liber al polinomului ¢;(p) si impéartind rezultatul cu p si asa mai
departe pana se obtine ¢,,_1(p) = ap.

Din ecuatia (12.4) deducem
_Fp)+Gbo)

X() ¢(p)

Solutia ecuatiei (12.1) care satisface conditiile initiale (12.2) este

w(t) = L7 X(p)

si se determind fie folosind formula lui Mellin—Fourier, fie prin descompuneri convenabile ale functiei X (p).

Solutie. Ecuatia operationala corespunzatoare este

(P +02)X(@) = (R4 g+ =)
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sl se mai poate scrie
P+ w?

2 L)X — .
(p* +w?) X (p) w+ P

Deducem
1 w

X = — 4 ——-.

) p+A + p? + w?

Folosind rezultatele din Exemplul 11.3.2 gi Exercitiul 11.5.1 determin&m originalul functiei X (p)
z(t) = e M fsinwt,

functia astfel gasita fiind solutie a problemei Cauchy date. ]

12.2 Integrarea sistemelor de ecuatii diferentiale liniare

Transformata Laplace se poate aplica si sistemelor de ecuatii diferentiale cu coeficienti constanti. Vom lua ca
exemplu, sistemul de ecuatii diferentiale

apz” + a1z’ + asx + boy” + bry’ + boy = f(t)

12.
apx” + a12’ + apx + Poy” + By’ + Bay = (1) (12.5)

si conditiile initiale
z(0+) = zo, 2'(0+) =z1; y(0+) =wo, ¥'(0+) =1 (12.6)

In ipoteza c& f(t) si o(t) sunt functii original si c& functiile z(t), y(¢) care verifici sistemul (12.5) si conditiile
initiale (12.6) sunt, de asemenea, functii original impreund cu primele doud derivate, aplicim transformata
Laplace celor doud ecuatii (12.5) obtinind astfel sistemul operational

(aop® + a1p + az) X (p) + (bop® + bip + b2)Y (p) = F(p)+
+xo(aop + ar) + z1a + yo(bop + b1) + y1bo,
(aop® + a1p + a2) X (p) + (Bop® + B1p + B2)Y (p) = ®(p)+
+zo(aop + a1) + z1ao + yo(Bop + B1) + y1o,

unde am notat, ca de obicei,
La(t) = X(p), Ly(t)=Y ), Lf({t)=TF(p), Lot)=2(p)

Din acest sistem se deduc functiile X (p), Y (p). Solutia problemei este sistemul de functii

z(t) =L X(p), y(t)=LY(p).
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Solutie. Sistemul operational corespunzator este
(P* +2p+DX(p) + (p* +p+ 1Y (p) = % +p+1
(2p+2)X(p) + (P> +2p)Y (p) = z% +p

Scazand a doua ecuatie din prima gi simplificand cu p — 1, obtinem sistemul echivalent

b+ OXE)  — V() - 2
2p+1)X(p) + @*+2p)Y(p) = pSszr 2
Solutia acestui sistem este
I R I s
Deoarece trinomul p? + 2p + 2 are radicini imaginare, vom scrie
XG) = gtr—rmrs Y0) = -t

P2 (p+1)2417 P2 (p+1)241

Originalele acestor functii sunt
x(t) =t +e tsint, y(t)=—t+e tcost

si cu aceasta problema Cauchy este rezolvata. |

12.3 Integrarea unor ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti vari-
abili

In cele expuse mai sus, am ardtat cum metoda operationalda transformé& problema integrarii unei ecuatii
diferentiale liniare cu coeficienti constanti, cu conditii initiale date, in problema rezolvarii unei ecuatii algebrice.
Se obtine astfel imaginea X (p) a solutiei x(¢). Dificultéatile de calcul sunt legate de determinarea originalului
x(t), cunoscuta fiind imaginea sa.

Aceasta metoda poate fi extinsa si pentru unele ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti variabili. AplicaAnd
transformarea Laplace ecuatiei date, aceasta se transforma uneori tot intr—o ecuatie diferentiala, care se poate
intampla sa se integreze mai usor.

Sa consideram, de exemplu, ecuatia diferentiala liniara

apz™ +ay 2™V 4 a2 4 a, = f(t) (12.7)
in care coeficientii a; sunt polinoame in ¢

ag :Olkotrﬁ-akltril+"‘+Oékr71t+04kr

Ecuatia (12.7) contine in membrul stdng termeni de forma

x, tx, tzx, e
', tx', 2
! tx,  t2a - (12.8)

x(n)’ t.’,C(n), t2w(n>7 e
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Presupunem ci f(¢) si functia necunoscuta x(t), Impreund cu derivatele sale pana la ordinul n inclusiv,
sunt originale. AplicAnd transformarea Laplace ecuatiei (12.7), va trebui sa calculam imaginile functiilor (12.8).
Pentru aceasta folosim egalitatile (11.22) si (11.28). Avem

Lo =X(p), L(tz) = —X'(p). L(tx) = X"(p), -
L' = pX(p) — 2(0+), L(t2') = ~[pX )], L") = pX (@), (129)
L = X (p) — [pr(0+) +2/(04)], L{ta") = ~[PX (D)) +#(0+), -

daca se aplicd transformarea Laplace in ecuatia (12.7) si se folosesc relatiile (12.9) se obtine ca ecuatie operati-
onala tot o ecuatie diferentiala liniara

Ao X 4 A XD 4 AX = D(p).

Ordinul acestei ecuatii este cel mult r, unde r este cel mai mare dintre gradele polinoamelor a. Coeficientii
Ap, A1, -+, A, In numar uneori mai mic dect gradul ecuatiei initiale, sunt polinoame in variabila p.

Exercitiul 12.3.1. Sa se determine solufia ecuatiei diferentiale
tz" +2' +2=0

care satisface conditiile initiale x(0+) = zo, z'(0+) = ;1.

Solutie. Avem
L(tz") = —p*X'(p) — 2pX (p) + 0,

Lx' =pX(p) — xo.
Obtinem ecuatia operationala
P’X'(p) +(p—1)X(p) =0

a carei solutie generala este

C fiind o constanta arbitrara.
Observam ca, in conformitate cu Exercitiul 11.5.13, originalul sau este

z(t) = CJo(2V1),
unde Jy(7) este functia lui Bessel de speta intéia si de ordinul zero

()

oo

=2 (-

=0

Constanta C' se determina folosind conditiile initiale. Avem

:CZ(_

k=0

CZ kkt k=1

Conditiile initiale dau
z(04) = C =z, 2'(04) = =C = ;.

Rezulta ca cele doua conditii initiale nu pot fi date arbitrar. Va trebui sé avem xog = 1. Presupunand

pot fi independente se poate explica amintind ca ecuatia de tip Bessel de forma celei din enunt are solutia
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generald x(t) = A Jo(2v/t) + BYy(2Vt), unde Yy(t) este functia lui Bessel de speta a doua, cu proprietatea
hm [Yo(7)] = 0.

Pentru a fi Indeplinitd ultima conditie trebuie sa luam B = 0. Solutia ecuatiei, cu conditii initiale date, se
construieste numai cu primul termen

{E(t) = A J0(2\/£)

si pentru determinarea constantei A este suficienta doar o conditie initiala. |

12.4 Integrarea unor ecuatii cu derivate partiale

Sa consideram ecuatia liniara

0u ou 0%u
aﬁ—kba——f— Tl +ﬁ +7u—90(17t), (12.10)

unde a,b, a, §, sunt functii numai de x, continu e pe un interval [0, ].
Se pune problema determinarii solutiei u(x,t) a acestei ecuatii pentru

(z,t) € [0,1] x (0,00),
care satisface conditiile initiale

ou

u(z,0) = f(x), a(m,O) =g(z); (¥V)z€][0,]] (12.11)
si conditiile la limita
[A@ 2y Cu} — h(t)
u
(Mg, + B+ | = k()

unde A, B, C, Ay, By, C; sunt constante, iar h(t) si k(t) functii date.
Vom presupune ci h(t) si k(t) sunt functii original. Fie H(p) si K (p) imaginile lor. De asemenea, presupunem
cd p(x,t) este un original In raport cu ¢ si notam

O(x,p) = Lo(x,t) = /00 o(z,t)e Pidt.

0

In ipoteza ca solutia u(x,t) a problemei, precum si derivatele sale partiale de primele doua ordine satisfac
in raport cu t conditiile impuse functiilor original oricare ar fi # € [0,!], putem aplica transformarea Laplace
ecuatiei (12.10) si conditiilor (12.12). Deoarece a, b, ¢, cv, 3, nu depind de ¢, avem

aE% +b£% +a£% +ﬁ£% +vLu = P(z,p). (12.13)
De asemenea,
[Acg + Bc@ + C’LuL o= Hp)
S 8 (12.14)
[A Ea +BILS + clﬁu} = KO
pentru ca integrarea in raport cu ¢ i inlocuirile x = 0, = [ sunt operatii independente.

Avem

Lu(x,t) = /°° u(z, t)e P'dt = Uz, p),

dU
_pf
/ oz dt = dx Pl
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0?u < 0% ot d*U
@(x,t) :A ﬁ(m,t)e Prdt = W(Cb,p)

dU d*U
Am notat derivatele functiei U(z,p) in raport cu x cu d—(x,p), W(m,p) deoarece, in cele ce urmeaza, p

L

figureaza ca un parametru in raport cu care nu avem de derivat. Pe de altd parte, in conformitate cu (11.22) si
tindnd seama de conditiile initiale (12.11), avem

E%(:ﬁ,t) = pU(,p) — f(x),
c%@,t) = pPU(,p) - [ f(@) + 9()].

Introducem in (12.13) gi (12.14). Obtinem ecuatia operationald

2
acclng + b(jl—g +cU =d, (12.15)
unde
c=ap’+Bp+y, d=®(z,p)+ (ap+ ) f(z) + ag(z),
si conditiile la limita
= H@)+BOH)
(12.16)

(45 + (B ] K(p) + B £()

[A% +(Bp+ C)U]

=l

Ecuatia operationald (12.15) este o ecuatie diferentiald ordinard liniard cu coeficienti functii de x si de
parametrul p. De obicei, integrarea acestei ecuatii cu conditiile (12.16) este o problema mai simpla decandt
problema initiali. Fie U(x,p) solutia ecuatiei (12.15) care verifica egalitatile (12.16). Solutia problemei initiale
va fi originalul acestei functii,

u(z,t) = LU(z,p).

conditii la limita.

Solutie. In ipoteza ca solutia u(z,t) a problemei si derivatele sale partiale de primele doud ordine satisfac
in raport cu ¢ conditiile impuse functiilor original, oricare ar fi « € [0, £], se poate aplica transformarea Laplace
ecuatiei date si conditiilor la limita. Se obtine ecuatia operationala

d2U
a® e —P2 U(:c,p) =

Aw
p2 + w2



38 Ion Craciun Paul Valeriu Georgescu

cu conditiile la limita

U(Oap) =0, U(&p) =0,

unde

U(z,p) = Lu(z,t) = /000 u(x,t)e Prdt.

Solutia generala a ecuatiei operationale este
p p
x x

U(z,p) = Crea” + Che @+ Aw

PO+
Din conditiile la limita se determina C; si Co, dupa care rezulta ca

Py —B(.r —0)
Aw Aw ea +e a
p*(p? + w?) P?(p? + w?) Py
1+ea

U(z,p)

Solutia problemei la limita si cu conditii initiale date va fi

Py —B(x—ﬁ)

w w ea He a

u(z,t) = AL'—F—— — AL7! .
(&) p*(p* +w?) p*(p? +w?) by
1+ea

Ramane acum sa determinam inversele prin transformata Laplace a functiilor de mai sus. Aceasta se poate

face folosind formula lui Mellin—Fourier. [ ]
12.5 Rezolvarea unor ecuatii integrale
In cele ce urmeazi vom da doud tipuri de ecuatii integrale care pot fi rezolvate prin metode operationale.
Prima ecuatie are forma
t
Az(t) + B / z(T)k(t — 7)dT = Cf(1), (12.17)
Jo

in care A, B, C sunt constante, iar f(t) si k(¢ — 7) sunt functii cunoscute. Functia necunoscutd este z(t) si
figureaza gi sub semnul de integrare. De aceea egalitatea (12.17) se numeste ecuatie integrald. Functia k(t — 7)
se numeste nucleul ecuatiei integrale si in general este o functie de doua variabile, k(t, 7). Deci, putem spune ca
ecuatia (12.17) este un caz particular al ecuatiei

Az(t) + B/O 2(F)k(t, 7)dr = CF (D),

in care nucleul k(¢, 7) este o functie de doua variabile.
S& presupunem ci functiile f(¢), k(t) si functia necunoscuta z(t) sunt originale. Not&m

Lf(t) = F(p), K(p)=Lk(®), X(p)= La(t).

Conform egalitatii (11.47) din Teorema 11.5.9 (Borel), avem

L ; x(T)k(t — 7)dr = X(p)K(p).

Deci, aplicaAnd transformata Laplace, ecuatia integrald (12.17) se transforma in egalitatea
[A+ BK(p)|X(p) = CF(p) (12.18)

care se numeste ecuatia operationald corespunzéitoare ecuatiei integrale (12.17).
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Din aceasta se deduce CP()
X(p) = P

A+ BK(p)’

Solutia ecuatiei integrale (12.17) este originalul acestei functii.

Solutie. Ecuatia operationald corespunzatoare este

2

2w p
<1—p—2+w2)X(p) =\ o
Rezulta N 1 )
p
X(p)=A = — .
(p) p? — w? 2(p—w+p+w>

Solutia ecuatiei integrale este originalul acestei functii,
x(t) = X\ coshwt.

Pentru determinarea rezultatului s—a tinut cont de faptul ca originalul fractiilor simple de mai sus sunt respectiv
functiile e M gi e A, [

Cea de a doua ecuatie integrala careia i se poate aplica metoda operationala este
t
Ax(t) + B/ x(T)x(t —7)dr = Cf(t). (12.19)
0

Ecuatia operationala corespunzatoare este

BX?(p) + AX (p) — CF(p) = 0. (12.20)

Solutiile acestei ecuatii algebrice sunt imaginile solutiilor ecuatiei integrale.

Solutie. Aplicaind teoria de mai sus, se obtine ecuatia operationala

2p
X2(p) —2X(p) — =
() (p) o 0,

care are solutiile

V14p2+ 1
X(p) = PPy

VIt O Jl+p?
Daca din cele doua solutii alegem

X(p):—p+\/1+p2_ 1
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atunci originalul ei este
z(t) = Ji(t) — Jo(t)

unde Jy, J; sunt functiile Bessel de speta intai: prima, de ordin zero; a doua, de ordin unu. Functia original
z(t) este o solutie a ecuatiei integrale date. ]

12.6 Calculul unor integrale improprii
Aratam pe un exercitiu cum se utilizeaza transformata Laplace pentru calculul unor integrale improprii.

Exercitiul 12.6.1. Sa se calculeze integralele improprii:
I /oo sian do: I = /oo CcoS T do I = /oo sind x .
0 a5 0 1 + .'E2 0 a5

Solutie. Pentru calculul primei integrale consideram integrala improprie depinzand de parametrul ¢

oo 1.3
t
Il(t):/ SIHQxd'Iv
0

T

careia 1i aplicam transformata Laplace. Avem

.00 0o - 3 00 00
Sin” ¢ 1
LI(t) = / (/ s 5 x d:z:) e Pldt = / — dx/ (sin® tz)ePldt.
x x
0 0 0

0

Integrala din interior este

3 1 3 T 1 3z
S _ I 3 .
Lsin® tx = Zﬁsm tx — Zﬁsm 3t = 1 P 1 21022

Inlocuind aceasta valoare a integralei din interior si efectuand schimbarea de variabild 22 = u, gisim

o 1
= 3/0 7w + o)

Valoarea acestei integrale se determina imediat si se gaseste

LI(t) = (Z

3t

1 In3

1
1n3)]¥ — L(t)=

de unde, luand ¢t = 1, se deduce I = %ln 3.

> costx
Pentru calculul celei de a doua integrale se procedeaza analog considerand functia I (t) / T S dx
0 X

careia 1i aplicam transformarea Laplace. Avem

e ° costw >~ 1 o0
LI (t) = dz)e Pldt = ——d tx)e Pldt.
1(t) /0 (/0 T2 x)e /0 T2 a:/o (costx)e

Integrala din interior este transformata Laplace a functiei costx care se stie ca este Lcostr = % astfel
p?+x
y . o1 P . . .
ca putem scrie L£I;(t) = - ———dx. Valoarea acestei integrale se poate determina fie folosind
1+22 p?2+a?
descompunerea in fractii simple, fie utilizand teorema reziduurilor. Se gasegte
T T ™
LIi{()=—— = L{H=Ze! = IT=_—.
1®) 2(p+ 1) 1) =3 2¢
. . . . > sin ta3 ) < a?
Pentru a treia integrald, pornind de la integrala I (t) = dx se ajungela LI (t) = ﬁdm =
0 €T o D T
™ ™
& si de aici la valoarea I = s a integralei date. ]
P
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