Ton CRACIUN

ANALIZA MATEMATICA
CALCUL INTEGRAL

EDITURA PIM
IASI 2007






Cuprins

1

2

Integrale improprii 9
1.1 Introducere . . . . . . . . . ... 9
1.2 Definitia integralei improprii . . . . . . . . . ... ... ... 10
1.3 Formula Leibniz-Newton . . . . . . . . .. ... ... ... .. 18
1.4 Proprietati ale integralelor improprii . . . . . . . .. .. ... 19
1.5 Reducerea integralelor improprii la siruri si serii numerice . . . 21
1.6 Criteriul integral al lui Cauchy . . . . . . ... ... ... ... 25
1.7 Metode de calcul ale integralelor improprii . . . . . . .. . .. 26

1.7.1  Schimbarea de variabila in integrala improprie . . . . . 26

1.7.2 Integrarea prin parti in integrala improprie . . . . . . . 30
1.8 Testul lui Cauchy de convergenta a integralelor improprii . . . 33
1.9 Integrale improprii absolut convergente . . . . . ... ... .. 35
1.10 Criterii de comparatie ale integralelor improprii . . . . . . . . 38
1.11 Criterii de convergenta ale integralelor improprii cu integran-

tul de semn variabil . . . . . ... ..o 49

1.12 Convergenta in sensul valorii principale a unei integrale improprii 55

Integrale depinzand de un parametru 61
2.1 Integrale proprii depinzand de un parametru . . . . . . . . .. 61
2.2 Integrale improprii simple depinzand de un parametru. . . . . 73
2.3 Integrale improprii depinzand de un parametru, uniform con-
vergente . . oL ... 78
2.3.1 Definitia integralelor improprii depinzand de un para-
metru, uniform convergente . . . . .. .. .. ... .. 78
2.3.2  Reducerea integralelor improprii depinzand de un pa-
rametru la giruri de functii . . . . . ... ..o 81
2.3.3 Proprietatile integralelor improprii uniform convergen-
te in raport cu parametrul y . . . . ... ... L. 86



2.4
2.5
2.6

CUPRINS

Criterii de convergenta uniforma . . . . . . . . ... ... ..
Integrale Cauchy—Frullani . . . . . ... ... ... ... ..
Integralele lui Euler . . . . . ... ... ... ... ......
2.6.1 Definitiile functiilor Beta gi Gama . . . . . . . . . ..
2.6.2 Proprietati ale functiei Gama . . . . . ... ... ..
2.6.3 Proprietati ale functiei Beta . . . . . . ... ... ..
2.6.4 Relatie intre functiile Beta si Gama . . . . . . . . ..

Integrale curbilinii

3.1
3.2
3.3
3.4

3.5

3.6
3.7
3.8
3.9
3.10

3.11

Drum, drum rectificabil, curba . . . . . . ... .. ... ...
Definitia integralei curbilinii de primul tip . . . .. ... ..
Proprietatile integralelor curbilinii . . . . . . . . .. ... ..
Aplicatii ale integralelor curbilinii de primul tip . . . . . ..
3.4.1 Masa i centrul de greutate ale unui fir material . . .
3.4.2 Momente de inertie ale unui fir material . . . . . ..
Definitia integralei curbilinii de al doilea tip . . . . . .. ..
3.5.1 Lucrul mecanic al unui camp de forte . . . . . . . ..
3.5.2  Definitia integralei curbilinii de al doilea tip . . . . .
Legatura dintre cele doua tipuri de integrale curbilinii . . . .

Formula de calcul a integralei curbilinii de al doilea tip

Proprietati ale integralelor curbilinii de al doilea tip . . . . .
Integrale curbilinii de tipul al doilea pe curbe inchise . . . .

Independenta de drum a integralei curbilinii de al doilea tip

3.10.1 Formularea problemei. . . . . . . . . ... ... ...
3.10.2 Cazul unui domeniu plan simplu conex . . . . . . ..
3.10.3 Cazul unui domeniu in spatiu simplu conex . . . . . .
3.10.4 Operatorul rotor . . . . .. ... ...
Primitiva unei expresii diferentiale . . . . . . . . .. ... ..

Integrala dubla

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7

Elemente de topologie in IR* . . . . . .. .. ... .. ....
Aria figurilor plane . . . . . ... oo
Definitia integralei duble . . . . . . .. .. ... ...
Conditii de integrabilitate . . . . . . . . .. ... ... ...
Clase de functii integrabile . . . . . . . ... ... ... ...
Proprietatile integralei duble . . . . . . . ... ... ... ..
Evaluarea integralei duble . . . . . . ... ... .. ... ..
4.7.1 Integrala dubla pe intervale bidimensionale inchise . .

121
121
131
137
138

. 139

144
147
147
150
152

. 154

158
158

. 159

159
160
164
165
166

171
171
174
179
183
187
189
193

. 193



CUPRINS 5

4.7.2 Integrala dubla pe domenii simple in raport cu axa Oy 197
4.7.3 Integrala dubla pe domenii simple in raport cu axa Oz 200

4.8 Formula integrala Riemann-Green . . . . . . . . . . ... ... 203

4.9 Schimbarea de variabile in integrala dubla . . . . ... .. .. 212

4.10 Aplicatii ale integralei duble in mecanica i geometrie . . . . . 220

4.10.1 Masa si centrul de greutate ale unei placi . . . . . . .. 220

4.10.2 Momente de inertie ale unei placi . . . . .. ... ... 224

4.10.3 Momente statice ale unei placi . . . . .. .. ... ... 226

4.10.4 Flux luminos incident pe o placa . . . . . ... . ... 227
4.10.5 Debitul unui fluid prin sectiunea transversala a unui

canal . . ... 228

4.10.6 Volumul unui cilindroid . . . . .. ... ... ... ... 229

4.11 Integrale duble improprii . . . . . . . .. .. ... .. 233

4.11.1 Domeniul de integrare nu este marginit . . . . . . . .. 233

4.11.2 Integrale duble din functii nemarginite . . . . . . . .. 244

5 Integrale de suprafata 247

5.1 Elemente de geometria diferentiala a suprafetelor . . . . . .. 247

5.1.1 Panze parametrice netede . . . . ... ... ... ... 247
5.1.2 Semnificatia geometrica a conditiei de regularitate. Li-

nii parametrice . . . .. ... 249

5.1.3 Interpretarea geometrica a diferentialei functiei vecto-

riale r = r(u, v) in punctul (ug,vg) € A . Plan tangent . 251

5.1.4 O alta definitie a planului tangent . . . . . . . . . . .. 256
5.1.5  Definitia suprafetei . . . . . . ... ... 257
5.1.6  Ecuatia carteziana implicita a unei suprafete . . . . . . 257
5.1.7  Vector normal unei suprafate intrun punct regulat . . . 258
5.1.8 Element de arie al unei suprafete netede . . . . .. .. 261

5.2 Aria unei suprafete netede . . . . ... ... 267
5.3 Integrala de suprafata de primul tip . . . . . .. .. ... ... 274
5.4 Aplicatii in inginerie ale integralelor de suprafata de primul tip 283
5.5 Integrale de suprafata de al doilea tip . . . . . . .. ... ... 288
5.6 Formula integrala a lui Stokes . . . . . .. .. ... ... ... 298
6 Integrala tripla 305
6.1 Elemente de topologiein R® . . . . . . .. ... .. .. ... . 305
6.2 Definitia integralei triple . . . . . . .. .. ... ... ... .. 308

6.3 Conditii de existenta a unei integrale triple . . . . . . . . . .. 309



7

CUPRINS

6.4 Proprietatile integralei triple . . . . . . . ... ... 312
6.5 Evaluarea integralei triple . . . . . . ... ... ... ... .. 314
6.5.1 Integrala tripla pe intervale tridimensionale inchise . . 314
6.5.2 Integrala tripla pe un domeniu simplu in raport cu axa
Oz . . o 320
6.5.3 Integrala tripla pe un domeniu simplu in raport cu axa
Ox . .. . e 324
6.5.4 Integrala tripla pe un domeniu simplu in raport cu axa
Oy . . 325
6.5.5 Integrala tripla pe un domeniu oarecare . . . . . . . . . 327
6.6 Formula integrala Gauss—Ostrogradski . . . . . .. ... ... 330
6.7 Schimbarea de variabile in integrala tripla . . . . ... .. .. 336
6.7.1 Coordonatele cilindrice sau semi—polare in spatiu . . . 338
6.7.2 Coordonatele sferice sau polare in spatiu . . . . . . .. 339
6.7.3 Coordonate polare (sferice) generalizate . . . . . . . . . 341
6.7.4 Elementul de volum in coordonate curbilinii . . . . . . 342
6.7.5 Schimbarea de variabile in integrala tripla . . . . . . . 343
6.8 Aplicatii ale integralei triple . . . . .. ... ... . 348
6.8.1 Calculul volumelor . . . . . ... ... ... ...... 348
6.8.2 Masa gi centrul de greutate ale unui solid . . . . . . .. 349
6.8.3 Momente de inertie ale unui solid . . . . .. ... ... 350
6.8.4 Potentialul newtonian al unui solid . . . .. ... ... 352
6.8.5 Atractia exercitata de catre un solid . . . . .. . . .. 352
Ecuatii diferentiale ordinare 357
7.1 Cateva generalitati despre ecuatii diferentiale ordinare . . . . . 357
7.2 Ecuatii diferentiale ordinare, de ordinul intai, integrabile prin
cuadraturi . . . . ... Lo 365
7.2.1 Ecuatii diferentiale cu variabile separate . . . . . . .. 365
7.2.2  Ecuatia diferentiala exacta . . . . .. .. ..o 368
7.2.3 Ecuatii diferentiale de ordinul intai care admit factor
Integrant . . . . ..o oL 370
7.2.4 Ecuatii diferentiale cu variabile separabile . . . . . .. 374
7.2.5 Ecuatia diferentiala omogena . . . . .. .. ... ... 376
7.2.6 Ecuatii diferentiale reductibile la ecuatii diferentiale
OIMOZENE . . .« « v v vttt e e e 381

7.2.7 Ecuatia diferentiala liniara de ordinul intai . . . . . . . 387



CUPRINS 7

7.2.8 FEcuatii diferentiale de ordinul intai reductibile la ecua-

tii linfare . . . . . ..o 395
7.3 Ecuatii diferentiale algebricen ¢/. . . . . . .. ... ... ... 402

7.4 Ecuatii diferentiale de ordinul intai, nerezolvate in raport cu
Y, integrabile prin metode elementare . . . . . . . .. .. ... 403
7.4.1 Ecuatia diferentiala de formay = f(y/) . . . . . .. .. 403
7.4.2 Ecuatia diferentiala de tipul F(y,¢/)=0 . ... .. .. 405
7.4.3 Ecuatia diferentiala de forma z = f(y/) . . . . . . . .. 406
7.4.4 Ecuatia diferentiala de tipul F(z,y')=0 . ... .. .. 407
7.4.5 FEcuatia diferentiala de tip Lagrange . . . . . . . . . .. 409
7.4.6 Ecuatia diferentiala de tip Clairaut . . . . . ... ... 413
7.4.7 Ecuatia diferentiala de forma y = f(x,y') . . . . . . .. 415
7.4.8 Ecuatia diferentiala de tipul z = f(y,y) . ... .. .. 417

8 Ecuatii diferentiale ordinare de ordin n integrabile prin cua-

draturi 419
8.1 Ecuatii diferentiale de tipul y™ = f(z) . . . . ... ... ... 419
8.2 Ecuatia diferentiald F(x,y™)=0. ... ... ... .. ... .. 420
8.3 Ecuatia diferentiald F(y™ Y y™)y=0 . ... ... .. ... . 422
8.4 Ecuatia diferentiald F(y™=2 y™)=0 . ... ... . ... .. 423
9 Ecuatii diferentiale ordinare care admit micsorarea ordinului425
9.1 Ecuatia F(z,y®, y*tD o yy=0 0000000 425
9.2 Ecuatia F(y,y,y",---,y™)=0. ... ... .. ... ..... 427

9.3 Ecuatia F(z,y,v/, y”,é- -,y™) =0, omogena in y, ¢/, ---, y™ 429
. dy d~y d™y

9.4 Ecuatia F(x,y,%,ﬁ,---,%
dy, d®y, -, d™ . . . . 430

9.5 Ecuatia F(y, 2y, 2%y, -, 2"y™)=0. . ... ... ... ... 433

) = 0, omogena in x, y, dr,

Bibliografie 437



CUPRINS



Capitolul 1

Integrale improprii

1.1 Introducere

Definitia integrabilitatii Riemann a unei functii reale de o variabila reala,
marginita, f : [a,b] — IR, ca limita finita a sumelor integrale Riemann

0A<f7 5k) = zi: f(fk)(l’k — xkfl),

pentru lungimea celui mai mare interval [x;_1, zx] C [a, b] tinzand la zero, nu
inglobeaza cazul cand integrantul f este o functie nemarginita sau intervalul
de integrare |a,b] este infinit.

Lungimea celui mai mare interval [xp_q, x| se noteaza cu ||All si se
numeste norma diviziunii

A:{x0:a7'xlyx27'”axn:b}7 Tp—1 < T, k= 1,TL

iar &, € [xg_1, k] se numesc puncte intermediare.

Pentru ca functia reala marginita f sa fie integrabila Riemann pe com-
pactul [a,b] trebuie ca limita sumelor integrale Riemann pentru ||A]| — 0 sa
fie finita si sa nu depinda de alegerea punctelor intermediare. Aceasta limita
se numeste integrala definita si se noteaza cu simbolul

| fla)da.

a
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deci putem scrie egalitatea
[ rds = 1w Zf &) (k= 711).

In fizica matematici se intalnesc atat integrale din functii nemarginite
cat gi integrale pe domenii de integrare nemarginite.

Astfel de integrale se numesc integrale improprii.

Pentru a defini aceste tipuri de integrale nu este suficient sa aplicam o
trecere la limita intro suma integrala Riemann ci este necesar sa folosim o
trecere la limita suplimentara care sa implice domeniul de integrare.

Pentru aceasta, domeniul initial de integrare, unde definitia integrabili-
tatii Riemann nu se poate aplica, se inlocuieste cu un subdomeniu pe care
functia sa fie integrabila Riemann. Apoi, acest subdomeniu se extinde pana
coincide cu domeniul initial de integrare. Limita integralei luata pe subdome-
niu, cand acest subdomeniu tinde sa devina multimea initiala de definitie a
functiei, se numeste integrala improprie.

Aceasta este ideea generala pe care se bazeaza definitia integralelor im-
proprii.

1.2 Definitia integralei improprii
Fie elementele a,b € IR cu proprietatile —oo < a < b < +o0 si

f:la,b) — R, (1.1)

o functie integrabila Riemann pe orice interval compact [a,t] C [a,b) si ne-
marginita intro vecinatate a lui b daca b € IR.

Definitia 1.2.1 Limita in punctul t = b a functiei
t
FH@@HR,F@z/me (1.2)

se numeste integrala improprie cu limita superioara de integrare
punct singular si se noteaza cu simbolul

L%@m. (1.3)
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Din aceasta definitie rezulta

t

/abf(m)dx = limF(t) = lim [ f(z)dx. (1.4)

t—b t—b Ja

Definitia 1.2.2 Functia f se numeste integrabila in sens generalizat
daca exista si este finita limita functiei F' pentru t — b.

Definitia 1.2.3 Daca functia (1.1) este integrabila in sens generalizat, spu-
nem ca integrala improprie (1.3) este convergenta; daca limita pentrut — b
a functiei (1.2) este infinita sau nu ezista, integrala improprie (1.3) se nu-
meste divergenta.

Definitia 1.2.4 Prin natura unei integrale improprii se intelege pro-
prietatea sa de a fi convergenta sau divergenta.

Observatia 1.2.1 Fie a1 € IR astfel incat a < ay < b. Egalitatea
t al t
/ fl)dr = / fla)dz + / F(x)da

b b

implica faptul ca integralele improprii / f(z)dz i / f(z)dz sunt simul-
a al

tan convergente sau divergente. Astfel, cand testam convergenta integralei

improprii (1.3), o putem inlocui prin integrala improprie

/ab f(z)dz (1.5)

1

In plus, daca integrala improprie (1.3) este convergenta, legatura sa cu inte-
grala improprie (1.5) este

/abf(x)dx — /a“lf(x)dx + /all)f(x)dx, (1.6)

iar din (1.4) si (1.6) deducem

lim ’ f(z)dz = 0. (1.7)

a1—b Ja,
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Daca f este o functie continua i nenegativa pe segmentul [a,b), atunci
integralei improprii (1.3) i se poate da o interpretare geometrica. Consideram
regiunea 2 a planului Ozy limitata inferior de segmentul [a,b), superior de
graficul functiei f si la stanga de segmentul inchis paralel la axa Oy avand
extremitatile in punctele A(a,0) si A'(a, f(a)). Definitia masurii sau a cara-
bilitatii §i notiunea de arie a unei figuri plane este inaplicabila multimii
) deoarece aceasta este nemarginita. Un segment paralel cu extremitatea
stanga a domeniului 2 cu extremitatile in punctele M(t,0) si M'(t, f(t))
taie din € trapezul curbiliniu AM M’A’ situat in stanga liniei considerate a
carui arie este integrala definita (1.2). Este natural sa extindem notiunea de
carabilitate la domenii nemarginite daca aria trapezului AM M'A’ tinde la o
limit# finitd cand ¢ — b. In acest caz spunem ca {2 este carabil, iar limita de
mai sus se numeste aria domeniului (). Aceasta arie se exprima prin integrala
improprie (1.3).

In mod analog se introduce integrala improprie cu limita inferioara punct
singular.

Definitia 1.2.5 Simbolul
b
/g(:c)dx (1.8)

reprezinta notatia pentru integrala improprie cu limita inferioara punct
singular daca functia

g:(a,b] = R, —o0o<a<b<+4o0 (1.9)

este integrabilda Riemann pe orice compact [t,b] C (a,b] i nemarginita cand
a € R.

Definitia 1.2.6 Functia (1.9) se numegte integrabila in sens generalizat
sau, altfel spus, integrala improprie (1.8) este convergenta dacd ezistd i
este finita limita functiei

b
G:(a,b) — R, Gt)= / g(z)dz (1.10)
t
pentru t — a. In acest caz, simbolul (1.8) reprezinta numarul real
b b
/ g(z)dr = %im G(t) = %im g(x)dz. (1.11)
a —a —a J¢

Daca functia (1.10) nu are limita in t = a, sau limita (1.11) este infinita sau
nu exista, integrala improprie (1.8) se numeste divergenta.
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Pentru integrala improprie cu limita inferioara punct singular au loc rezul-
tate analoage celor din (1.6) si (1.7), adica daca (1.8) este convergenta, atunci
al

integrala improprie g(x)dx este convergenta oricare ar fi a; € (a, b| si:
a

[ ot = [ grde+ [ gtaras

ai

lim g(x)dx = 0.

ai—a Jq

Definitia 1.2.7 Simbolul matematic

/bh(x)da: (1.12)

se numeste integrala improprie cu ambele limite de integrare puncte singulare
daca functia

h:(a,b) - R, —oco<a<b<+oo (1.13)
este integrabila Riemann pe orice compact [u,v] C (a,b) si nemarginita cand
cel putin una din limitele de integrare este finita.

Definitia 1.2.8 Functia h din (1.13) este integrabila in sens generalizat
sau, integrala improprie cu ambele limite de integrare puncte singulare (1.12)
este convergenta, dacd pentru o alegere oarecare a punctului ¢ € (a,b)
integralele improprii:

/a *h(z)d; / " hw)da, (1.14)

sunt convergente i

/abh(a:) _ Lch(x)dx+/cbh(x)dx.

Daca cel putin una din integralele improprii (1.14) este divergentd, atunci
integrala improprie (1.12) este divergenta.

Teorema 1.2.1 Integrala improprie (1.12) este convergentd dacd si numai

daca limitele
C

¢
lim [ h(x)dzr, lim [ h(z)dx (1.15)

u—a f, t—b Je

exista si sunt finite. In acest caz, valoarea integralei improprii (1.12) este

b t
/ h(z)dx = ygg/ h(x)dzx. (1.16)
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Demonstratie. Integralele improprii (1.14) sunt convergente daca si numai
daca limitele (1.15) exista si sunt finite. Pe de alta parte

/uth(x)dx = /: h(z)dx + /Cth(x)dx. (1.17)

Trecand la limita in (1.17) pentru u — a si t — b, din notatia

lim [ h(x)dz + hm x)dr = hm/
si Definitia 1.2.8 rezulta concluziile teoremei. [ ]

Observatia 1.2.2 Studiul integralelor improprii cu limita inferioarda punct
singular se reduce la studiul celor cu limita superioara punct singular.

Intr-adevir, functia
f: [—b, —a) — IR, —00 < —b < —a < +00, flz) = g(—2)

este integrabila Riemann pe compactul [—b, —t] C [—b, —a) si avem

/tbg(:c)da: = /_btg(—u)du = /_btf(u)du. (1.18)

Trecand la limita pentru ¢ — a in (1.18), gasim relatia

[ otz = [ " fayir,

—b

care arata ca integrala improprie cu limita inferioara punct singular din (1.8)
este egala cu o integrala improprie avand limita superioara punct singular. m

Observatia 1.2.3 FEste posibil ca intro integrala improprie sa existe si alte
puncte singulare nesituate in una sau ambele limite de integrare. Astfel, sim-
bolul

/abgp@)da: (1.19)

reprezinta o integrala improprie cu singularitatile in punctele cg, c1, - -+, Cp_1,
¢, unde
—xo<a=¢<c< < epoy <6 =b< +o0,
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daca functia reala de variabila reala
©: (a7b)\{cl7027"'7cn—1} — IR

este integrabild pe orice compact inclus in oricare din intervalele (cx_1,cy),
k=1n.

Daca toate integralele improprii

/Ck p(x)dx, k=1,n

Ck—1

sunt convergente, atunci integrala improprie (1.19) este convergenta si

/abgp(x)da: = kzi:l/% p(z)dz.

Ck—1

Definitia 1.2.9 Urmatoarele integrale improprii din functic marginite defi-
nite pe intervale nemarginite:

/a+oof(x)da:; /a f(x)dx; /+Oof(x)dx (1.20)

—0o0 — o
se numesc integrale improprii de prima speta sau de tipul intai.

Conform Observatiei 1.2.2, oricare din ultimele doua integrale improprii
(1.20) se reduce la una in care limita superioara de integrare este +o0.

Definitia 1.2.10 Integralele improprii ale functitlor nemarginite definite pe
intervale marginite se numesc integrale improprii de a doua speta sau de
tipul al doilea.

Aceste integrale au singularitati finite situate in una sau ambele limite
de integrare. Singularitatile, in numar finit, pot fi situate de asemeni in
intervalul finit de integrare (a,b).

Definitia 1.2.11 Integralele improprii de forma (1.12) in care —o0 < a <
b= 400 sau —00 = a < b < +00 se numesc integrale improprii de speta a
treia.

Observatia 1.2.4 O integrala improprie de speta a treia este egald cu suma
dintre o integrala improprie de prima speta $i o alta de speta a doua.
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+oo
Exemplul 1.2.1 Integrala tmproprie de prima speta / sinzdz este di-
0

vergenta.

Intr-adevar,
—+o00 t
/ sinzdr = lim sinzdr =1 — lim cost
0

t——+o00 Jo t——+o00

Deoarece functia cosinus nu are limita in punctul de la infinit, rezulta ca
aceasta integrala improprie de primul tip este divergenta. ]

Exemplul 1.2.2 Integrala improprie de primul tip cu ambele limite puncte

singulare
+o0 1 d
[m 1 —+ 1'2 v

este convergenta si valoarea sa este egala cu 7.

Intr-adevér, limita din (1.16) existi si este finitd deoarece

! to1 g o T
55% s de = ?:1%(arctgt—arctgu) =5 (—5) =T.

Prin urmare, aceasta integrala improprie este convergenta si valoarea sa
este 7. |

Exemplul 1.2.3 Integrala improprie de speta a doua cu ambele limite punc-
te singulare

1 1
[
1 1— x2
este convergenta, iar valoarea sa este T.

Intr-adevar,

lim (arcsint — arcsinu) = T (—=)=m.

s
u——1 2 2
t—1

Acest rezultat, impreuna cu Teorema 1.2.1, demonstreaza ca integrala im-
) b
proprie considerata este convergenta si are valoarea 7. [ ]

In exemplele urmatoare sunt prezentate integrale improprii utilizate in
criteriile de comparatie pentru testarea naturii unor integrale improprii.
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Exemplul 1.2.4 Integrala improprie de prima speta

I(a) = /:’O C e, (1.21)

xa

unde C' € IR si a > 0 sunt constante date, este convergenta pentru o > 1 $i
divergenta pentru o < 1.

Intr-adevar, avem

t
o Cln—, pentru a =1
a
/ —dr = . .
a ¥ t —a —«
C’lia, pentru « # 1
-«
sl prin urmare,
&1—11
t O C ——, pentru a>1
I(a) = lim [ —dx= a—1

t—+o0 Jq T

+00, pentru o < 1.

Rezultatele gasite arata ca integrala improprie considerata este conver-
genta pentru a > 1 gi divergenta pentru a < 1, iar cand este convergenta,

valoarea integralei este ——«—. [
s (v — 1)al—=

Exemplul 1.2.5 Integralele itmproprii de speta a doua:

I(a) :/ab (1adm; (o) :/b 1 g (1.22)

b—x) a (x—a)

prima cu limita superioara punct singular, iar o doua cu singularitatea in
limita inferioara, sunt convergente pentru o < 1 si divergente daca o > 1.

Intr-adevar, din

1 1 1
_ 5 .
/t ;dqj— 1—a((b—a)a1 (b—t)al) daca ()47&
a (b — 1’)04 o
—In(b—t)+1n(b—a) dack =1,
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prin trecere la limita pentru ¢ — b, obtinem

1 1

t _ ’ _ a—1"
lim b dz = 1-a (b-q)
t—b Ja (b — I)a

daca a <1

400, daca a>1,

rezultat care demonstreaza afirmatiile referitoare la prima integrala.
In mod similar se deduce

400, daca o >1
b 1
lim/ <7d:c = 1 1

u—a T —a)® . . daca <1
) —a =)ot aca o

Din cele deduse mai sus rezulta ca in cazul a < 1, ambele integrale (1.22)
sunt convergente, iar valorile lor sunt

1 1

(o) = I(a) = 1 — o (b—a)>1"

Pentru a > 1, ambele integrale sunt divergente. [ ]

1.3 Formula Leibniz—Newton

Teorema 1.3.1 Daca functia f : [a,b) — IR, integrabila Riemann pe orice
compact [a,t] C [a,b), admite o primitiva continua ® : [a,b) — IR pentru
care exista limita in t = b, atunci integrala improprie (1.3) este convergenta
st valoarea sa este

/abf@)dx = lim &(t) — @(a) = ©(b) — &(a). (1.23)

Demonstratie. Din ipotezele teoremei rezulta ca pe orice compact [a,t] C
[a,b) are loc formula Leibniz—Newton de calcul a unei integrale definite

t

= ®(t) — D(a), te€a,b). (1.24)

a

[ f@)dr = o)
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Din (1.24) si (1.4) rezulta ca integrala improprie (1.3) este convergenta
daca si numai daca exista si este finita limita in t = b a functiei ®. Daca se
introduce notatia

®(b—0), daca be R,
lim ®(t) = ¢(b) =
=0 ®(+o00), dack b= +oo,

rezulta ca pentru calculul unei integrale improprii cu limita superioara punct
singular se poate utiliza formula (1.23) care se numeste formula Leibniz—
Newton pentru calculul integralelor improprii. [ |

Formule analoage se pot scrie si pentru integralele improprii cu limita
inferioara punct singular sau cu ambele limite de integrare puncte singulare.

dx

Exercitiul 1.3.1 Sa se studieze integrala improprie / _.
2 x2—2x+2

Solutie. O primitiva a functiei

1

f:[2,oo)—>]R, f(l'):m

este functia
Q:[2,00) = R, &(z)=arctg(z—1).

T
Aceasta functie are limita in +oo si limita ®(c0) = 5 Conform Teoremei

1.3.1, rezulta ca valoarea integralei improprii este

™

00 dx T T
T pleo)—d(2) =L =T
/g 2 op a2 =5 - =7

1.4 Proprietati ale integralelor improprii

Avand in vedere (1.4), deducem ca proprietatile integralelor improprii decurg
din cele ale integralelor definite.

Teorema 1.4.1 Multimea functiilor integrabile in sens generalizat pe [a,b)
este un spatiu liniar real.
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Demonstratie. Fie f; : [a,b) — R si fo : [a,b) — IR functii integrabile in
sens generalizat gi A1, A numere reale arbitrare. Pe compactul [a,t] C [a,b)
are loc egalitatea

/:(Mfl + Ao fo)dr =\ /at fi(x)dx + Ao /at fo(x)dz.

Trecand la limita in aceasta egalitate, constatam ca functia A\ f; + Ao fo :
[a,b) — IR este integrabila in sens generalizat si valoarea integralei improprii
a acestel functii pe intervalul [a, b) este

b b b
[ Outit dapodz =i [ fia)de + e [ o).

Acest rezultat demonstreaza teorema. ]

Teorema 1.4.2 Daca integralele improprii cu limita superioara punct sin-
qular

b b
| f@de, [ f@)d (1.25)
sunt convergente st
f1<1’> < f2($)7 T e [CL, b), (126)

atunci are loc inegalitatea

[ e < [ pan (1.27)

Demonstratie. Inegalitatea (1.26) si o proprietate a integralei definite im-
plica

/at fi(z)dx < /at fo(x)dx,

de unde, dupa trecerea la limita pentru ¢ — b si folosirea faptului ca inte-
gralele improprii (1.25) sunt convergente, rezulta (1.27). n

Teorema 1.4.3 Dacd una din integralele improprii (1.25) este convergentd
st cealalta este divergenta, suma lor este divergenta.

Demonstratie. Presupunand prin absurd ca suma integralelor improprii
(1.25) este integrala improprie convergenta, conform Teoremei 1.4.1, diferen-
ta dintre aceasta suma si integrala improprie convergenta este o integrala
improprie convergenta, fapt ce contrazice ipoteza. [
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Observatia 1.4.1 Daca integralele improprii (1.25) sunt divergente, suma
lor poate fi o integrala improprie divergentda sau convergentda.

fntr—adevér, integralele improprii de speta intai:

+o00 1 +oo
/ dx; / dx
0 r+1 0 T+ 2

sunt divergente dar suma lor

+00 1 +oo 1 too 1
[ e [ [
o x2+3x+2 o x+1 0o T+2
este convergenta caci
+00 1 | t 1
o= Im ([ dr+ [ dz) =
/0 2 +3r 2 t3+moo(ox+1x+ox+2 $)

= lim <ln

t——+o0

+1
In2=1n2
x+2 2+n s

valoarea sa fiind In 2. - -
Considerand integralele improprii / sin? xdzx si / cos® xdx, ambele di-
0
vergente dupa cum se constata simplu folosind Definitia 1.2.2, suma lor,
[e.e]

dx, este o integrala improprie divergenta.
0
Prin urmare, suma a doua integrale improprii divergente poate fi sau o

integrala improprie convergenta sau una divergenta. [ |

1.5 Reducerea integralelor improprii la siruri
si serii numerice

Convergenta unei integrale improprii cu limita superioara punct singular se
poate reduce la convergenta unui gir numeric sau a unei serii de numere reale.
Pentru aceasta este suficient sa aplicam definitia cu siruri a limitei in punctul
t = b a functiei

Fo) = [ " f(2)da (1.28)

de a carei valoare depinde natura integralei improprii cu limita superioara
punct singular

/abf(x)dx. (1.29)
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Observatia 1.5.1 Reamintim ca functia F(t) are limita finita in punctul
t = b daca si numai daca oricare ar fi sirul de numere reale (t,)n>0, Cu
proprietatile

tO =a, a< tn < b7 m tn = b7 (130)

li
n—-+o00

sirul numeric (F(t,)) are limita finita si aceastd limita nu depinde de alegerea
sirului (t,).

Teorema 1.5.1 Integrala improprie (1.29) este convergenta daca §i numai
daca pentru orice sir de puncte (t,)n>0, cu proprietatile (1.30), sirul numeric

(/:" f(@)dz), (1.31)

este convergent la aceeagi limita finita. Daca integrala improprie (1.29) este
convergenta, limita sirului de numere reale (1.31) este egald cu valoarea in-
tegralei tmproprii.

Demonstratie. Termenul general al girului (1.31) este valoarea in ¢,, a func-
tiei F' din (1.28).
Concluziile teoremei rezulta din Observatia 1.5.1. ]

Observatia 1.5.2 Termenii sirului (1.30) sunt sumele partiale ale seriei nu-
merice

gj /: F(@)da. (1.32)

Teorema 1.5.2 Conditia necesara si suficienta ca integrala improprie cu
limita superioara punct singular (1.29) sd fie convergenta este ca pentru orice
alegere a sirului de puncte (1.30), seria numerica (1.32) sa fie convergenta,
iar suma sa sa fie independentd de alegerea particulard a sirului. Dacd inte-
grala (1.29) este convergentd, atunci valoarea sa este suma seriei (1.32).

Observatia 1.5.3 Daca functia f schimba de semn de o infinitate de ori pe
intervalul [a,b), convergenta seriei numerice (1.32) pentru o anumita alegere
a sirului de puncte (1.30) nu implica, in caz general, convergenta integralei
improprii (1.29) cu limita superioard punct singular.
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fntr—adevér, integrala improprie de speta intai din Exemplul 1.2.1 este diver-

genta desi seria
100 27(n+1)
> / sin wdx
2

n=0 <7

este convergenta deoarece toti termenii sunt egali cu zero. ]

Teorema 1.5.3 Integrala improprie cu limita superioara punct singular a
unei functii f : [a,b) — IR care pastreaza semn constant pe |a,b) este con-
vergenta daca $i numai daca seria numericd (1.32) converge pentru cel putin
o0 alegere a unui gir monoton crescator de tipul (1.30).

Demonstratie. Prima parte a teoremei rezulta din teorema precedenta.

Sa demonstram ca are loc si reciproca teoremei.

In acest sens s presupunem ci f (x) > 0 pentru toate valorile lui z € [a, b)
si ca seria numerica (1.32) este convergenta pentru un sir de puncte monoton
crescator de tipul (1.30). Atunci girul sumelor partiale al seriei este monoton
crescator si tinde la o limita finita J care este suma seriei.

Vom demonstra ca pentru orice alta alegere a sirului de puncte

(t Ym0, th=a, a<t, <b lim t =b,

m—-+0o0

seria numerica corespunzatoare

=t

3 / f(a)de (1.33)
m=1 t;n—l

este convergenta si suma sa este egala cu J.

Pentru a demonstra aceasta vom folosi sumele partiale ale seriilor (1.32) si
(1.33). Deoarece J este totodata limita superioara a sirului sumelor partiale
ale seriei (1.32), rezulta ca pentru orice € > 0 exista t,, astfel incat sa aiba
loc inegalitatea

tng
J—5</ f(x)dx < J.

Sa alegem numarul natural mg astfel incat pentru toti m > myg sa fie sat-
isfacuta inegalitatea ¢/ > t,,. Apoi, pentru orice ¢/ exista t,, >t/ si prin
urmare, inegalitatea

J—e< /atno f(z)dx < /at;n f(z)dx < /atnm flz)dz < J
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are loc pentru toti m > myg, deoarece f este functie nenegativa. In consecinta

tm,
lim f(x)dx = J,
m——+oo Jq
care, in baza Teoremei 1.5.1, arata ca integrala improprie cu limita supe-
rioara punct singular a unei functii pozitive pe intervalul de integrare este
convergenta. m

Exemplul 1.5.1 Integrala improprie/ f(z)dz, unde
1

1
2" pentru n§x§n+27n, neIN*
flz) = . (1.34)
0  pentru n+2ﬁ<x<n+1, n € IN*

este convergenta si are valoarea 1.
Solutie. Aplicand Teorema 1.5.3 pentru alegerea lui ¢, = n, gasim
n+1 too

f(x)dz = Jrzj/n f(z)dx = 1 1

n
n=1 2

—+00

ceea ce arata ca integrala improprie de speta intai

| rayr,

unde f este functia (1.34), este convergenta si are valoarea 1. [ ]

Observatia 1.5.4 Ezemplul de mai sus arata ca chiar daca functia [ este
nenegativa faptul ca integrala improprie de prima speta

/:OO f(z)dz

este convergenta nu atrage ca f(x) — 0 cind x — +o0.

intradevér, folosind criteriul de nonexistenta a limitei unei functii intrun
punct, rezulta ca ca functia definita prin (1.34) nu are limita in punctul de
la infinit. [ ]
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1.6 Criteriul integral al lui Cauchy

Teorema 1.6.1 Daca functia f : [1,4+00) — IR, integrabila Riemann pe
orice compact [1,t] C [1,00), este pozitiva si descrescdatoare, atunci seria
+00 +o0

Z f(n) si integrala improprie de speta intai / f(x)dx au aceeasi natura.
n=1 1

Demonstratie. Deoarece f este functie descrescatoare pe intervalul [1, +00)
avem

flk+1) < f(z) < f(k), x€lk,k+1], ke N*
si deci, dupa integrarea pe compactul [k, k + 1],

fk+1) < /:“ f@)dr < f(k), ke N*. (1.35)

Sumand inegalitatile (1.35) dupa k = 1, n, obtinem
n n+1 n
S rkHD < [ f@de <Y k),
k=1 1 k=1
adica,
n+1
sma1 — f(1) < / fla)de < s, (1.36)
1

n
unde s, = Y _ f(k) este suma partiald de ordin n a seriei numerice
k=1

i F(n). (1.37)

Din (1.36) rezulta ca girul sumelor partiale (s,) a seriei (1.37) este mar-
ginit daca si numai daca sirul de puncte

(/lnf(@dx) (1.38)

este marginit. Fiind si monoton crescator, rezulta ca girul (s,) este con-
+oo

vergent, adica seria numerica Z f(n) este convergenta daca gi numai daca
n=1

sirul (1.38) este convergent, adica daca si numai daca integrala improprie de

—+o00
primul tip / f(z)dz este convergenta. ]
1
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Exemplul 1.6.1 Seria numerica cu termeni pozitivi

+o0o 1
Z nn®n @ >0,
n=2

este convergenta pentru o > 1 gi divergentd pentru o € (0, 1].

Solutie. Se aplica criteriul integral al lui Cauchy, unde functia f este

1
= 2, +00).
f(z) O a>0, x€2,+00)

Integrala improprie de care avem nevoie pentru a aplica criteriul este

/ ) B /+oo lIlI /-l-oo du
2 xln x In“x m2 u®
Ultima integrala este de tipul (1.21) in care a = In2 gi C' = 1. Prin urmare,
integrala este convergenta pentru o > 1 si divergenta cand o < 1. Conform

criteriului integral al lui Cauchy, seria este convergenta pentru a0 > 1 si
divergenta pentru « € (0, 1]. u

1.7 Metode de calcul ale integralelor impro-
prii

Plecand de la observatia ca o integrala improprie se definegte ca limita a

unei integrale definite gi ca pentru calculul acesteia din urma se pot utiliza

metode ca schimbarea de variabila si integrarea prin parti, este natural sa

punem problema daca aceste tehnici de calcul nu sunt aplicabile si integralelor
improprii.

1.7.1 Schimbarea de variabila in integrala improprie

Teorema 1.7.1 Daca f : [a,b) — R, —oo < a < b < 400, este o functie
integrabila Riemann pe orice compact |a,t] C [a,b) si

T—r=p(r)eR, T€[a,f), —oo<a<f< +oo,
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este o functie strict crescatoare cu derivata continud pe [a, 3) care satisface
conditiile:

a=p(a);  lime(r) =0, (1.39)

atunci integralele improprii:

[ 1@z [ )¢y ar

au aceeasi natura. Daca una din ele este convergenta, atunci are loc egalitatea

[ s@r= [ f(etr) @ dr

care se numeste formula schimbarii de variabila in integrala impro-
prie.

Demonstratie. Fie ¢t € [a,b) si u = ¢ '(f). Tinand cont c& intervalul
compact [, u] C [, 3) este corespondentul prin aplicatia ¢! a compactului
la,t] C la,b), prin aplicarea formulei schimbarii de variabila in integrala
definita, obtinem
t U
[ f@)de = [ f(e(r) -/ (r) dr. (1.40)
Din proprietatile functiei ¢ rezulta ca

lim (1) = 8. (1.41)

t—b

Definitia integralei improprii i egalitatile (1.40), (1.41) demonstreaza teo-
rema. [

Observatia 1.7.1 Teorema se extinde usor la celelalte tipuri de integrale
improprii prezentate in primul paragraf.

Observatia 1.7.2 Functia @ care realizeaza schimbarea de variabila intro
integrala improprie poate fi strict descrescatoare, derivabila si cu derivata
continud pe (e, B]. In acest caz, conditiile (1.39) devin

a=p(B); lim () =0,

tar formula schimbarit de variabila este

[ f@ar=- [ f(e) - oryar
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Observatia 1.7.3 FEste posibil ca in urma unei schimbari de variabila o in-
tegrala improprie sa treaca intro integrala proprie $i reciproc.

Exemplul 1.7.1 Sa se calculeze integrala

1 cos (y arcsin x)

-1 V1 — 12

unde y este un numar real pozitiv.

I = dx,

Solutie. Pentru fiecare y > 0, functia

fi(-1,1) = R, f(z)= COS\(}J%CST%), v e (—1,1),

este continud, ca atare este integrabila Riemann pe orice compact [u,t] C
(—1,1) si putem spune ca [ este o integrala improprie cu ambele limite de
integrare puncte singulare. Functia

o:(—7m/2,7/2) = (—1,1), z=¢(1T)=sinT

satisface conditiile cerute de formula schimbarii de variabila in integrala im-
proprie, iar
lim o(r)=-1, lim ¢(7)=1.

T——m/2 T—T/2

Aplicarea formulei schimbarii de variabila conduce la

7 1 cos (y arcsin :L‘)d /”/2 p L, ‘Tr/2 2 . my
= r = cosyt dr = —sinyr = —sin —.
RN app Y Tl B D>

Schimbarea de variabila folosita a transformat integrala improprie cu am-
bele limite de integrare puncte singulare in integrala definita (proprie). m

Exemplul 1.7.2 Sa se calculeze integrala definita

271' dl'
0 SIn-x -+ cos*x
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T
Solutie. Deoarece integrantul este functie periodica de perioada 5 avem

3 dx 3
J = 4/2 _— :/ dx. 1.42
o sinfx+costz Jo f(w)de (1.42)

Efectuam schimbarea de variabila tgx = 7. Prin urmare, functiile ¢ i ¢’

sunt
1

1+ 72
Prin aceasta schimbare de variabila, intervalul finit de integrare [0, 7]
transforma in intervalul infinit [0, +00) si

@, ¢ 1 [0,400) = R, (1) =arctgr, ¢'(7)=

se

1 72 _ 1472

2 . - sinx = =
cos”w = T2 sin“x = 14,2 fle(r)) ¢'(7) —4m‘

Folosind schimbarea de variabila mentionata, integrala proprie (1.42)
devine integrala improprie de speta intai dintr—o functie rationala

+001+7'
4/ 1.4
J = 1—|—7’4 (1.43)

Functia de integrat din (1.43) se descompune in fractiile simple

41472 2 2

= —+ ,
I+7 247241 72—7v2+1

iar aceste fractii simple admit ca primitive functiile

2v/2arctg (Tv/2 + 1), 2v/2arctg (1v/2 — 1)

care au limite finite in 7 = +o0 si fiecare din aceste limite este egala cu 7.
Prin urmare, aplicand formula Leibniz—Newton (1.23), se gaseste ca val-
oarea integralei proprii J este J = mv/8. [ |

Observatia 1.7.4 Studiul naturitc unei integrale improprii pe un interval
marginit dintr—o functie nemarginita (integrala improprie de speta a doua) se
reduce la studiul naturii unei integrale improprii pe un interval nemarginit.

Intr-adevar, schimbarea de variabila

B br+a
o +1
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efectuata in integrala improprie de speta a doua cu limita superioara punct
singular din functia f conduce la integrala improprie de speta intai

b too b4 a dr
L i@ =0-a [ 1)

fapt care este evident.
Conform acestei observatii, mai departe se pot studia doar integralele
improprii de speta intai. [ ]

1.7.2 Integrarea prin parti in integrala improprie
Teorema 1.7.2 Daca functiile
u,v:fa,b) = R, —oo<a<b< +oo,

admit derivate continue pe [a,b), iar limita lim u(x)v(x), notata cu

Tr—

lim u(z)v(z) = u(b)v(b),

z—b

exista si este finita, atunci integralele improprii

/ab u(z)v'(z)dx, /ab o' (z)v(x)dz (1.44)

au aceeasi naturd. Dacd una din integralele (1.44) este convergentd, atunci
are loc egalitatea

a

b b
/au(a:)v'(x)dm = wu(zx)v(z)] — /au’(x)v(x)dx, (1.45)

care se numeste formula integrarii prin parti in integrala improprie.

Demonstratie. In ipotezele teoremei, are loc formula integrarii prin parti
pe compactul [a,t] C [a,b)

- /at o' (z)v(z)dx. (1.46)

Trecand la limita pentru ¢ — b in (1.46), rezulta ca integralele improprii
(1.44) au aceesi natura i, in plus, are loc (1.45). [ |
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Exercitiul 1.7.1 Sa se calculeze urmatoarele integrale improprii de speta a
doua

w/2 w/2
I :/ In sin zdx, J:/ In cos xzdz. (1.47)
0 0

Solutie. Prima integrala are limita inferioara punct singular iar cea de a
doua are singularitatea in limita superioara, ambele singularitati fiind intelese
in sensul ca functia de integrat este nemarginita in vecinatati ale acestor
limite de integrare.

Integrarea prin parti a primei integrale conduce la

/2 w/2
/ Insin xdr = —/ i (1.48)
0 o tgz

De remarcat ca integrala din membrul doi al relatiei (1.48) este proprie

x
caci functia de integrat ten este continua pe intervalul (0,7 /2) si are limite
g
finite In extremitati, deci este prelungibila prin continuuitate la compactul
[0,7/2]. Acest rezultat arata ca integrala improprie I este convergenta. La
fel se demonstreaza ca si J este integrala improprie convergenta.
Integralele I si J sunt egale deoarece dupa efectuarea substitutiei z =

7/2 —t in prima integrala se obtine cea de a doua integrala. Apoi,

/2 in 2 w/2
2[=1+J :/ In sm2 - —%11124—/ In sin 2zdzx. (1.49)
0 0

Efectuand schimbarea de variabilda 2z = u In ultima integrala din (1.49),
obtinem

w/2 1 7
/ In sin 2zdx = 5 / In sin udu. (1.50)
0 0

Pe de alta parte, proprietatea de aditivitate in raport cu intervalul de inte-
grare a integralei definite conduce la

s

T w/2
/ lnsinudu:/ lnsinudu+/ In sin udu. (1.51)
0 0

w/2
Daca in ultima integrala din (1.51) efectuam schimbarea de variabila u =

T — x, gasim

T 0 /2
/ Insinudu = —/ In sin xdx = / Insin xdx = 1. (1.52)
0

w/2 w/2
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Din (1.49), (1.50) si (1.52) deducem
20l =1 —Zn2
2

din care, tinand cont si de faptul ca I = J, avem 1n final

/2 ) /2 T
/ Insinzdr = / Incoszdr = -3 In 2. (1.53)
0 0

w o . . ™
Agadar, valoarea comuna a celor doua integrale considerate este 5 In2. m

Exercitiul 1.7.2 Pornind de la integrala I din (1.47) si folosind cele doud
metode de calcul ale integralelor improprii, sa se determine valoarea integralet

L arcsinx
dzx.
0

T

Solutie. Schimbarea de variabila sinz = ¢ in integrala I din (1.47) arataa
ca
Int

/2 1 1
/o lnsinmdm:/() mdt:/o (Int)(arcsint)'dt,

iar integrarea prin parti in ultima integrala conduce la

I arcsint

1 Int . 1
/0 e dt = (Int)(arcsin t)’o — /0 ; dt. (1.54)

Folosind (1.53) si (1.54) se gaseste

1 int
/ arcsin g — T 2,
0 t 2

cu mentiunea ca integrala a carei valoare am determinat—o este proprie, sin-

: N y : o arcsint
gularitatea in origine fiind aparenta deoarece functia continua ¢ — ,

t € (0, 1] poate fi prelungita prin continuitate la compactul [0, 1]. |
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1.8 Testul lui Cauchy de convergenta a inte-
gralelor improprii

Convergenta unei integrale improprii cu limita superioara punct singular

b t
/ fl@)de =lim F(t) = lim [ f(z)dz (1.55)
a t—b t—b Jq

este echivalenta cu existenta limitei in punctul ¢ = b a functiei F. Conform
teoremei Bolzano-Cauchy, care asigura existenta limitei finite intr-un punct
de acumulare a domeniului de definitie a unei functii reale de variabila reala,
functia F' are limita finita in punctul ¢t = b daca si numai daca pentru orice
e > 0 exista b(e) € [a,b) astfel incat

IF(t)—F(t")| <e (V) te®e)b) si (V) ebeE),b). (156)

Teorema 1.8.1 (Testul lui Cauchy de convergenta al unei integrale
improprii cu limita superioara punct singular) Integrala improprie
(1.55) este convergenta dacd si numai dacda pentru orice € > 0 exista b(e) €
la,b) astfel incat inegalitatea

‘/tt”f(x)dx‘ <e (1.57)

are loc pentru orice t',t" € (b(e),b).

Demonstratie. Convergenta integralei improprii (1.55) este stabilita de
comportarea valorilor functiei

Filab) — R F(t):/tf(x)dx (1.58)

a

in vecinatatea punctului ¢ = b. Aplicand teorema lui Bolzano—Cauchy in care
functia F' este (1.58), din (1.55) si (1.56) rezulta concluzia teoremei. [

Observatia 1.8.1 Inegalitatea (1.57) este echivalentd cu conditia

t//
lin% f(z)dx = 0. (1.59)
t/— t/
t! —b
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Exercitiul 1.8.1 Folosind testul de convergenta al lui Cauchy sa se demon-
streze ca integrala improprie de speta intai cu limita superioara punct singular

400 gj
[= / Y (1.60)
0

T

este convergenta. Aceasta integrala se numeste integrala lui Dirichlet.

Solutie. Sa remarcam intai ca singularitatea in limita inferioara a acestei
integrale este aparenta caci functia

sin x

f1:(0,400) = R, fi(z)= > 0, (1.61)

poate fi prelungita prin continuitate luand pe 1 ca valoare in x = 0 a functiei
f, prelungirea prin continuuitate a functiei f;. Valoarea in x = 0 a functiei
f este limita in origine a functiei f; din (1.61).
Atunci functia
sin x
frl0400) = R, flx)=4q *
1 pentru x =0

pentru x> 0,

este continua pe intreg domeniu de definitie deci se poate vorbi de integrala
improprie (1.60).

Evaluarea integralei de tipul (1.59) folosind metoda integrarii prin parti
conduce la

dz.

€Tr =
’ T tl t//

/t" sinx J cost’ cost” /t” COS T
t v a2
Prin urmare,

’/t s1n$dx’_7+t”+‘/t/ |COSI‘|d }<

<ptpt \/t Blsor

pentrut’ — +o0git” — +00. Deci, In baza partii a doua a testului lui Cauchy
de convergenta a unei integrale improprii, integrala improprie de speta intai
(1.60) este convergenta. Mai tarziu vom vedea ca valoarea integralei lui
Dirichlet este g |
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De remarcat ca aplicarea testului lui Cauchy la o integrala improprie
concreta este laborioasa, in schimb, In multe aplicatii, acest test este folosit
pentru stabilirea unor conditii suficiente (criterii) de convergenta.

Criteriile de convergenta pe care le vom demonstra se vor referi la in-
tegrale improprii cu limita superioara punct singular, si aceasta pentru ca
studiul oricarui alt tip de integrala improprie, printr—o schimbare de variabila
adecvata, se reduce la studiul uneia cu singularitatea in limita superioara.

Inainte de a trece la prezentarea acestor criterii vom introduce notiunea
de integrala improprie absolut convergenta care este asemanatoare notiunii
de serie numerica absolut convergenta.

1.9 Integrale improprii absolut convergente

Definitia 1.9.1 Fie [ : [a,b) — IR o functie integrabila in sens generalizat
pe intervalul [a,b) si integrala improprie cu limita superioard punct singular

/a " fa)de. (1.62)

Integrala improprie (1.62) se numeste absolut convergenta daca integrala
mmproprie

[ 1)l (1.63)

este convergenta.

Teorema 1.9.1 Daca integrala improprie (1.62) este absolut convergentd,
atunci ea este convergenta.

Demonstratie. Intr-adevir, integrala (1.63) fiind convergenta, rezulta ca
pentru € > 0 exista b(e) astfel incat sa avem

t”
| / D)lda] <, () 8" > ble). (1.64)
4
insé, intotdeauna avem

/. " e dx‘<’/ ©)|dz]. (1.65)
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Inegalitatile (1.64) si (1.65) implica
| " e )da| < \/ 2)ldz| <& (V) £,1" > be).
t/

Fiind indeplinite conditiile testului lui Cauchy pentru integrala improprie
(1.62), aceasta este convergenta si teorema este demonstrata. [ ]

Observatia 1.9.1 Convergenta integralei improprii (1.62) nu implica con-
vergenta absoluta a sa, cu alte cuvinte reciproca Teoremer 1.9.1 nu este
adevaratd.

Pentru a justifica aceasta afirmatie este suficient sa dam un exemplu. Fo-
losind testul de convergenta al lui Cauchy s—a demonstrat ca integrala im-
proprie de speta intai (1.60) este convergenta. Demonstram ca integrala

modulului | |
+oo |sinx
/ dx
0 T

este divergenta. Pentru aceasta este suficient sa aratam ca seria numerica

+o00

m(n+1) | qi
/ [sinzl ), (1.66)

n—0J7mn €T

este divergenta fapt ce se poate constata prin aplicarea criteriului de compa-
ratie pentru seriile numerice cu termeni pozitivi. Intradevar, pentru n > 1,
avem

n(n+1) | & 1 m(n+1) 2
/ |Smx|dm > 7‘/ sinxd:v‘ = —) (1.67)
n x m(n+ 1) Jan m(n+1)

iar seria numerica cu termeni pozitivi

400 2 +c>o 1
> o= Zl ; (1.68)

. . . . . 2
este divergenta deoarece difera de seria armonica prin factorul constant —.
T

Divergenta seriei numerice (1.68) si inegalitatea (1.67), impreuna cu cri-
teriul de comparatie pentru seriile numerice cu termeni pozitivi, atrage di-
vergenta seriei numerice (1.66). u
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Definitia 1.9.2 Integrala improprie (1.62) se numeste semiconvergenta
sau simplu convergenta daca ea este convergenta dar nu este absolut con-
vergenta.

Observatia 1.9.2 O integrala improprie se poate plasa in unul din cazurile:
integrala improprie semiconvergenta; integrala improprie absolut convergen-
ta; integrala improprie divergenta.

Observatia 1.9.3 Integrala tmproprie cu limita superioara punct singular
(1.62) este absolut convergentd daca si numai daca integrala improprie

/abf(a:)dx, (1.69)

1

unde a < ay < b, este absolut convergenta.

Intr-adevir, daci una din integralele improprii (1.62) si (1.69) este absolut
convergenta, in baza Definitiei 1.9.1 si a testului de convergenta al lui Cauchy,
avem

t//
/ |f(z)|dz — 0 pentru ¢, ¢" — b. (1.70)
t/

Dar relatia (1.70) este conditie necesara si suficienta de convergenta si
pentru cealalta integrala improprie din cele doua mentionate mai sus. [ |

Exemplul 1.9.1 (Un exemplu de integrala semiconvergenta) Pe seg-
mentul [n — 1,n] C IR ca bazd, se construieste triunghiul isoscel T, de arie

—, cu varful in sus sau in jos, dupa cum n este numar intreg pozitiv impar

sau par. Multimea laturilor egale ale triunghiurilor
T07T17T27' o 7Tn7 e

constituie graficul unei functit f continue pentru x > 0. Sa se arate ca inte-
grale improprie de prima speta

/0+OO f(z)dx

este convergenta, in timp ce integrala

JAIEI

este divergenta.
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Solutie. Sa consideram un numar pozitiv x cu proprietatea ca partea sa
intreaga este n — 1. Daca n este par, putem scrie

/ dt</ dt</n1

Daca n este impar, avem inegalitatile contrarii

/ ﬁ</ ﬁ</

Dar, din interpretarea geometrica a integralei Riemann, avem

n—1 n—1 1
/ Ft)dt = 3 (~1)F1=
0 s k
daca r — +o00, atunci n — +o0, iar
+oo 1
Y (-1)F = =n2,
k=1 k

+oo
deci integrala improprie / f(z)dz este convergenta si are valoarea In 2.
0

Pe de alta parte, este usor de vazut ca
| x "1
- < S o,
NI RLLEPN.
+oo
deci integrala / |f(z)|dz este divergenta deoarece seria numerica Z — este

n=1
divergenta.

+oo
Prin urmare, integrala improprie de speta intai / f(x)dx este semi-
0

convergenta. [ ]

1.10 Criterii de comparatie ale integralelor
improprii

Pentru studiul convergentei absolute si divergentei unor integrale improprii
de regula se folosesc unele criterii in care sunt implicate doua integrale impro-
prii ale caror natura este comparata, motiv pentru care aceste criterii sunt
numite criteric de comparatie.
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Teorema 1.10.1 (Criteriul general de comparatie) Daca functiile
frg:]a,b) = R, —oco<a<b<+o00

sunt integrabile Riemann pe orice segment [a,t] C [a,b), atunci au loc urma-
toarele afirmatii:

1. daca exista ay € [a,b) astfel incat are loc inegalitatea

|f(2)] < g(@), 2 € la1,b),

st integrala tmproprie cu limita superioara punct singular

/abg(x)dx (1.71)

este convergentd, atunci integrala improprie (1.62) este absolut conver-
genta;

2. daca exista ay € |a,b) astfel incat
f(x) = g(x) =0, x € [az,b)

si integrala improprie (1.71) este divergenta, atunci integrala improprie
(1.62) este divergentd.

Demonstratie. Pentru a demonstra prima dintre afirmatii sa observam ca
pe orice segment [t',t"] C [a1,b) avem

‘/t,t” |f(:76)|d:v‘ < ‘/t/t”g(x)dx‘. (1.72)

In baza inegalititii (1.72) si a testului lui Cauchy de convergenta a unei inte-
grale improprii, rezulta ca integrala improprie (1.63) este convergenta, deci
in baza Definitiei 1.9.1 integrala improprie (1.62) este absolut convergenta.
Demonstratia celei de a doua afirmatii se face prin reducere la absurd.
Presupunand prin absurd ca integrala improprie (1.62) este convergenta, in
baza primei afirmatii a acestei teoreme rezulta ca integrala improprie (1.71)
este convergenta, ceea ce contrazice ipoteza. |

Din aceasta teorema rezulta cateva consecinte care sunt foarte utile si
ugor de manevrat in stabilirea naturii unor integrale improprii.



40 Ion Craciun

Corolarul 1.10.1 (Criteriul de comparatie cu limita) Daca in inte-
gralele improprii (1.62) si (1.71), cu limita superioara punct singular, func-
tiile f si g sunt nenegative pe segmentul [a,b) si existd

atunci au loc urmatoarele afirmatii:

1. daca integrala improprie (1.71) este convergenta i 0 < k < 400, atunci
integrala improprie (1.62) este convergenta,

2. daca integrala improprie (1.71) este divergenta si 0 < k < 400, atunci
integrala improprie (1.62) este divergenta.

Demonstratie. Pentru a arata ca prima afirmatie este adevarata sa ob-
servam ca din definitia in limbajul "¢ — ¢” a limitei unei functii reale de
o variabila realaa, intr-un punct de acumulare a domeniului ei de definitie,
rezulta ca exista a; € [a,b) astfel Incat

@) <k+1, x€la,b) = f(z) <(k+1g(x), x € lay,b).

g9()

Convergenta integralei (1.71) implica convergenta integralei

/ab(k; +1)g(z)dz

si in baza punctului 1 al Teoremei 1.10.1 rezulta afirmatia 1 din acest corolar.
Pentru a demonstra punctul 2 sa consideram £’ € (0, k). Definitia limitei
asigura existenta lui ay € [a, b) astfel incat

@) >k, x€lag,b) = f(x)>Kg(x), x € ay,b). (1.73)

g(z)

Inegalitatile (1.73), divergenta integralei improprii (1.71) si ipoteza de la
punctul 2 al Teoremei 1.10.1 conduc la divergenta integralei (1.62). ]

Observatia 1.10.1 Daca 0 < k < 400, atunci integralele (1.62) si (1.71)
au aceeast naturd.
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Corolarul 1.10.2 (Criteriu special de comparatie) Pentru integrala im-
proprie de speta intai cu limita superioara punct singular

/+°° flx)dz, a>0 (1.74)

sunt adevarate urmatoarele afirmatii:

1. daca exista a; € [a,4+00), « > 1 gi C' > 0 finit astfel incat

C
’f(x)‘ < xioﬂ VIS [CL17—|—OO>,
atunci integrala improprie (1.74) este absolut convergentd;

2. daca existd ay € [a,+00), a <1 §i C' > 0 astfel incat
C
’f(fl?)‘ > xiav YIS [ag,—i—OO),

iar functia f are semn constant pe [ay, +00), atunci integrala improprie
(1.74) este divergentd.

C
Demonstratie. Punand ¢g(z) = — in criteriul general de comparatie si
xa

tinand cont de faptul ca integrala improprie

+oo ()
/ —dx
a xre
este convergenta pentru a > 1 gi @ > 0, deducem ca integrala (1.74) este
absolut convergenta. Sa observam ca presupunerea a > 0 nu este restric-
tiva caci daca se Intampla ca in (1.74) limita inferioara de integrare sa nu
fie pozitiva, atunci a poate fi inlocuit prin ¢ > 0, iar integralele improprii
+oo
f(z)dr i / f(z)dz sunt simultan convergente sau divergente.
a (&
Pentru a demonstra cea de a doua afirmatie, presupunem ca exista ay >
a, C > 0 s a < 1 astfel incat f(r) > — pentru z € [ag, +00). Daca
x

: y : : . [t O : y

tinem cont ca in acest caz integrala improprie / —adx este divergenta
as xXr

si aplicam partea a doua a criteriului general de comparatie, deducem ca

f(z)dz este divergenta rezultat care, impreuna cu Observatia 1.2.1,
a2
implica divergenta integralei improprii (1.74).
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In cazul in care valorile functiei f sunt negative pe [ag, +00), daci f(x) <

C )
——pentruz >ay >a>0,C>0sia<1, putem pune f*(z) = — f(z).
x
) ) C .
Functia f* are proprietatea f*(x) > — pentru orice x > az > a > 0.
x

In consecinta, integrala / o f*(z)dz este divergenta, ceea ce atrage fap-
tul ca integrala ‘
+oo . t . 4 .
| f@yde = tim [ fayde == tim [ f(@)de

este de asemeni divergenta, pentru ca ultima limita nu exista. [ ]

Corolarul 1.10.3 (Criteriul de convergenta in « cu limita) Daca ex-
ista limita
lim_|f(z)]2° = C,

Tr——400

atunci au loc urmatoarele afirmatii:

1. daca 0 < C < 400 §i a > 1, integrala improprie (1.74) este absolut
convergenta;

2. daca 0 < C < 400, a <1 gi functia f pastreaza acelasi semn pentru
T > as, unde as > a, integrala improprie (1.74) este divergenta.

Demonstratie. Din definitia limitei cu vecinatati rezulta ca daca 0 < C' <
+00, exista a; > a astfel incat au loc inegalitatile:

|f(z)]xz* <2C, pentru C >0 g € J[ag,+0) —

|f(x)|z* <1, pentru C=0 s =x€]la,+0) =

7@ < . o an, +o0).

Prin urmare, in baza punctului 1 al Corolarului 1.10.2 integrala improprie
de speta intai (1.74) este absolut convergenta.

Pentru a doua afirmatie, daca 0 < C' < +o00 i a < 1, au loc urmatoarele
inegalitati

C
|f(z)] z* > 2 pentru C < 400 s§i ¥ € [ag, +00) =
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@) > o

|f(z)]xz* >1, pentru C =00 si =€ [ay,+x) —

>

, T € [ag, +00);

F@)] >~ @ € fan, +o0),

de unde, conform celei de a doua afirmatii din Corolarul 1.10.2, rezulta ca
integrala improprie (1.74) este divergenta. n

Exemplul 1.10.1 Integrala improprie

oo P(x)
dz, 1.75
. 0@ )
unde P(x) = Z arz® este un polinom de gradul m cu coeficienti reali, iar
k=0
Qx) = ijxj un polinom real de grad n, care nu are radacini reale in

=0
intervalul de integrare [a,+00), este convergentd daca n > m + 1.

Solutie. fntr—adevér, functia de integrat se poate scrie

A
ggxiz R z zn. (1.76)
o2 b0+£+- I

Efectuand produsul cu "™ in ambii membri ai relatiei (1.76) si trecand
la limita pentru x — +o00, obtinem
P(z) ao
Tr——400 Q(ZL’) bO !

care arata ca daca n —m > 1, integrala improprie (1.75) este convergenta.m

Exercitiul 1.10.1 Sa se studieze natura integralelor improprii de prima
speta:

+oo dr V14 x?

—+00
I = I :/ Vo T
! 1 V14221 + a3 2 2 Va2 -—1
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Solutie. Integrala I; este convergenta deoarece

1 1 . +oo dx 5
Ve R < ot lar /1 o) este convergenta.

A doua integrala improprie este divergenta pentru ca

1+ 22 223 .
> = iar integrala /
2

72— 1 x xl/3’

too dx
/3

este convergenta.

In studiul naturii ambelor integrale s—a folosit criteriul special de compa-
ratie din Corolarul 1.10.2. [ ]

Exemplul 1.10.2 Integralele improprii de prima speta:
+oo +oo
/ e 77 gin mxdx; Iy = / e 7" cos madr

sunt absolut convergente deoarece:

2

k2 _
K2 cosma| < e ke,

2z

K ginmz| < e ¥ e

e
war integrala improprie de speta a doua

+oo 2
/ e M Ty
a

este convergenta in baza definitiei naturii unei integrale improprii.

Comparand integrala improprie de speta a doua

b
/ f(z)dz, —oo <a<b< 400, (1.77)

cu punctul singular in limita superioara (respectiv in limita inferioara) cu
integrala improprie deja studiata

/bd:v (res ectiv /bdx)
o« b—z)a VP o (x—a)/)

convergenta pentru o < 1 si divergenta pentru o > 1, obtinem criterii de
convergenta in « ale integralelor improprii de speta a doua.
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Corolarul 1.10.4 (Criteriu special de comparatie pentru integrale
improprii de speta doua) Pentru integrala improprie (1.77), cu limita
superioara (respectiv limita inferioarda) punct singular, au loc urmdatoarele
afirmatii:

1. daca ezista ay € [a,b), (respectiv ay € (a,b]), a <10 <C < 400
astfel incat

@) € Gy € lond)
(respectw |f(x)| < (x_ca)a,iﬁ € (a,alD,

b

atunci integrala improprie de speta doua / f(x)dz, cu limita supe-
a

rioard (respectiv limita inferioard) punct singular, este absolut conver-

genta,

2. daca existd as € [a,b) (respectiv as € (a,b]), a > 1 i C' > 0 astfel incat

x € [az,b)

(Tespectiv |f(x)| > NS (CL,CLQ]),

(z —a)

iar funclia f are semn constant pe [as,b) (respectiv pe (a,as)), atunci
b
integrala improprie de speta doua / f(z)dz, cu limita superioard (res-

a
pectiv limita inferioara) punct singular, este divergentad.

Demonstratie. Punand g(z) = (bC> (respectiv g(x) = L) in
—x)* T —a)®

criteriul general de comparatie din Teorema 1.10.1 si tinand cont de faptul
ca integrala improprie

b C C(b—a)l™
/a (b—x)“alaj a—1 7

(respectiv / ' de = C(b_a)la)

a (z—a)® a—1
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este convergenta pentru @ < 1 avand valoarea scrisa alaturat, deducem ca
b

integrala improprie de speta doua / f(z)dz, cu limita superioara (respec-
a
tiv limita inferioara) punct singular, este absolut convergenta si deci prima
afirmatie este demonstrata.
Sa presupunem ca functia f este nenegativa. Atunci avem

C ) C
f(l') > m (reSpeCth f(l’) > M)
si @ > 1 pentru toti x € [ag,b) C [a,b) (respectiv z € (a,as] C (a,b]). In
acest caz integrala improprie de speta doua

b C ) as C
/a2 mdl’ (reSpeCth /a (x_a)adff)

este divergenta. Aplicand partea a doua a criteriului general de comparatie
b az

deducem ca integrala improprie / f(z)dz (respectiv / f(x)dx) este di-
a a

vergenta. Aceasta ultima integrala are aceeasi natura cu integrala improprie
de speta doua cu limita superioara (respectiv limita inferioara) finita punct
singular din (1.77), rezultat care implica divergenta acestora.

In cazul in care functia f este negativi pe intervalul [ag, b) C [a, b) (respec-

tiv (a,as] C (a,b]), daca f(z) < — (respectiv flz) < —

¢ )
(b— )" (r —a)*
pentru toti x € [ag,b) (respectiv x € (a,az]), C' > 0 §i o > 1, introducem
functia f* ale carei valori se determina dupa legea f*(z) = — f(x). Rezulta
ca f*(x) > ¢ 7) entru orice x € [ag,b)
(b= (@ —ap) "

b
(respectiv x € (a,as]) si In consecinta integrala / f*(z)dzx este divergenta.
a

(respectiv f(z) >

Prin urmare, integrala

/abf(x)dx = —/ab [ (z)dz

este divergenta cea ce arata ca si cea de a doua afirmatie din enuntul teoremei
este adevarata. [ ]

Corolarul 1.10.5 (Criteriul de convergenta in « cu limita a inte-
gralelor improprii de speta doua) In ipoteza ca exista limita

lim | f(2)[ (b —2)* = C,
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au loc urmatoarele afirmatii:

1. daca exista a; € [a,b), a« < 1 i 0 < C < 400, atunci integrala im-
proprie de speta doua cu limita superioara punct singular este absolut
convergenta;

2. daca 0 < C' < 400, a <1 g1 functia f pastreaza acelasi semn pentru
x € [ag,b), unde a < ay < b, atunci integrala improprie de speta doua
cu limita superioara punct singular este divergenta.

Demonstratie. Din definitia limitei cu vecinatati rezulta ca daca 0 < C <
+00, exista a; > a astfel incat au loc inegalitatile:

|[f(x)] (b—x)*<2C, pentru C>0 si x€ayb) =

2C
|fz)] < b—2) x € [az, b);
f(@)|(b—2)*<1, pentru C=0 s z€la,d) =
/(@) s(b_lx)a, z € [az,b).

Prin urmare, in baza punctului 1 al Teoremei 1.10.1 integrala improprie
de speta doua cu limita superioara punct singular este absolut convergenta
si deci prima afirmatie este demonstrata.

Daca 0 < C' < 400 si a < 1, avem

C
|f(:p)|(b—x)a>§, pentru C <400 s§i =€ lag,b) =

C

|f ()] > S—ap “€ [az, b);
|lf(x)](b—x)*>1, pentru C=o00 s x€]Jagb) =
b
o

de unde, in baza punctului 2 al Teoremei 1.10.1, rezulta ca integrala impro-
prie de speta doua cu limita superioara punct singular este divergenta, ceea
ce arata ca si a doua afirmatie este adevarata. [ |

()] > z € [as, b),
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Observatia 1.10.2 Se poate enunta criteriul in o cu limita de convergenta
a integralelor improprii de speta doua cu limita inferioara punct singular.
Pentru aceasta, in Corolarul 1.10.5 §i demonstrafia lui, funcfia (b — x)%,
acolo unde apare, se trece in (x — a)®, iar segmentul [as,b) se inlocuieste cu
segmentul (a, as] C (a,b].

Exercitiul 1.10.2 Sa se calculeze integrala improprie

+o0 dx
I (z+ )y /le =1

Solutie. Se observa ca integrantul este nemarginit intro vecinatate a punc-
tului « = 1. Scriem integrala ca suma dintre o integrala improprie de speta
doua, cu limita superioara punct singular, si o alta, de speta treia, care are
ambele limite de integrare puncte singulare. Avem:

/+°O dz _ /1 dz n
o (@+)fler-1 D @+1VI-a?

1 (z+1)Va? -1 S

Integrala I; este convergenta, deoarece exista a = 1/2 < 1 cu proprietatea

1 1
lim(1 —x)¢

= @+ )VI—a2 2V2

Integrala de speta treia se descompune in doua integrale, prima de speta doua
cu limita inferioara, finita, punct singular, iar a doua, integrala improprie
de speta intai cu limita superioara punct singular. Ambele integrale sunt
convergente in baza criteriului in « cu limita caci:

: 1 1 1
lim (1 — x)“ = , pentru a = o

1 (z+1)vVa? =1 2v2

(07

x
lim

z—+oo (g 4+ 1)1 — 22

Fiind o suma de integrale convergente rezulta ca I, este convergenta. Prin

urmare, integrala initiala este convergenta. Integrala I; se reduce la integrala

=1, pentru a =2 > 1.
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1
15 prin schimbarea de variabila x = —. Putem spune ca integrala data este
egala cu de doua ori integrala I5. Pentru calculul lui I facem schimbarea de

variabila z + 1 = 7 Gasim:

0 dt 0
Lh=-| ———==vi-af =1
2 1/2 /1 — 2t )1/2
Rezultatele stabilite arata ca valoarea integralei date este 2. ]

1.11 Criterii de convergenta ale integralelor
improprii cu integrantul de semn vari-

abil

Consideram ca functiile f : [a,b) — R si h : [a,b) — IR, unde —c0 < a <
b < 400, sunt alese astfel incat f si f-h sunt functii integrabile Riemann pe
orice compact [a,t] C [a,b).

Teorema 1.11.1 (Criteriul lui Abel) Daca integrala improprie cu limita

b
supertoara punct smgular/ f(z)dz este convergentd si functia h este mo-

notond §i marginita pe [a,b), atunci integrala improprie

/a " f(2)h(x)dz, (1.78)

cu limita superioara punct singular, este convergenta.

Demonstratie. Fie M = sup{|h(x)| : x € [a,b)} < 400 si € > 0 arbitrar.
Primele doua ipoteze ale teoremei referitoare la functia f si testul general de
convergenta al lui Cauchy implica existenta unui b(e) € [a,b) astfel incat

t// 8
)/t f(w)da] < 5. (1.79)
oricare ar fi t',t"” € (b(¢),b). Se poate demonstra ca exista & € [t/,t"] astfel
incat

t// t//

/t F(@)h(z)de = h(t') /j Fl@)dz + h(t") /5 fw)dz. (1.80)

!
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Luand modulul ambilor membri din (1.80) si folosind pproprietatile acestuia,
obtinem

[ f@made] < a)

Deoarece t',£,t" € (b(e), b), din (1.79), (1.80) si (1.81), deducem

z)dz| + |h(t")]

/;” f(x)dz|.  (1.81)

t//

care, impreuna cu testul de convergenta al lui Cauchy, arata ca integrala
improprie (1.79) este convergenta. n

Teorema 1.11.2 (Criteriul lui Dirichlet) Daca functia
t— F(t /f Ydz, t € [a,b),

este marginita, functia h este monotona i

lin}j h(xz) =0,
atunci integrala improprie (1.78), cu limita superioarda punct singular, este
convergenta.

Demonstratie. Din prima ipoteza rezulta existenta constantei K > 0 astfel
incat

[ f@yia| < K, te o) (1.82)

Din cea de a doua ipoteza rezulta ca oricarui € > 0 ii corespunde b(¢) € [a, b)

astfel Incat -
|h(x)| < a x € (b(e),b). (1.83)

Din (1.82) obtinem

’/: f(fb)dx‘ = ’/{j f(x)dx — /at,f(x)dx’ <

‘§2K.
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In mod asemanator demonstram marginirea celelaltei integrale care in-
tervine in membrul al doilea al relatiei (1.80).
Agadar, avem:

3 t!
]/t f(fv)d:rﬂ < 2K; ]/é f(:c)dx] <2K. (1.84)

Atunci, din (1.81), (1.83) si (1.84) rezulta

| /t " f(a)h(@)da| <&, (V) £, € (b(e),b). (1.85)

/

Testul de convergenta al lui Cauchy si (1.85) demonstreaza teorema. [ |

Exercitiul 1.11.1 Fiea > 0 gi b € IR*, numere reale arbitrare. Sa se arate
ca integralele improprii

“+00 “+00
I, = / e “cosbxdr, I,= / e sin brdx
0 0

sunt convergente si sa se determine valorile lor.

Solutie. Pentru studiul naturii integralelor, folosim criteriul lui Dirichlet.
Pentru ambele integrale, h(x) = e~ *. Deoarece a > 0, rezulta ca functia h
este monoton descrescatoare si liIJP h(z) = 0.

T— 100

Pentru prima integrald, f(z) din criteriul lui Dirichlet este cosbz, iar
pentru a doua f(x) = sinbz. Rezulta ca functiile F(z) = / f(t)dt cores-
0

punzatoare sunt

x 1 x 1
F(z) = / cos btdt = 5 sinbr, F(z)= / sin btdt = 5(1 — cosbx).
0 0

1
Functia |F'|(z) este marginita de ol in primul caz, iar in cel de al doilea este
o |
Conform criteriului lui Dirichlet, ambele integrale sunt convergente.
Pentru calculul acestor integrale, aplicam de doua ori formula integrarii

_a __ b
a2 +0 T a2

marginita de

prin parti si obtinem I, = [ |



H2 Ion Craciun

toosing
Exemplul 1.11.1 Integrala / dx este convergenta pentru o > 0
T e
1
deoarece, daca in criteriul lui Dirichlet luam f(x) = sinz ¢i h(z) = —,
:LvOé
avem

|F(t)| = ’/tf(x)dx’ = ‘/tsinxdx’ = |cosm — cost| < 2

1
pentru m < t < 400, iar h(z) = — este o functie monoton descrescatoare
x

care tinde la zero pentru t — +o0o §t o > 0.

Exercitiul 1.11.2 Sd se cereceteze natura integralelor Fresnel!

+oo +o0
/ sin (2?)dw, / cos (2%)dx,
0 0
care sunt utilizate in opticad.

Solutie. Punand 2% = ¢, obtinem

+o0 +00 g1
/ sin (2%)dr = / smi dt,
0 0 2/t

de = —— dt.
/0 cos (x%)dx N

(1.86)

~ +o0
In criteriul lui Dirichlet, aplicat integralei improprii / f(&)h(t)dt, luam
0
pe rand f(t) = sint i f(t) = cost, iar in ambele cazuri din (1.86), functia
h o luam de forma h(t) = i Functia h satisface ipotezele criteriului lui

Dirichlet, iar un calcul simplu arata ca valoarea absoluta a functiei
w i F(u) :/ F(t)dt, ue (0,+00),
0

in ambele cazuri ale alegerii functiei f, este marginita de K = 2. Atunci,
conform criteriului lui Dirichlet, ambele integrale sunt convergente. |

Fresnel, Augustin Jean (1788 — 1827), geometru si optician francez
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Exemplul 1.11.2 Considerand integrala improprie

/+°° (Inz)sinx

X

Y

unde ¢ > 0, gi luand

Inz
f(z) =sinz, h(z)=—,

T

in baza criteriulut lui Dirichlet, constatam convergenta acesteia.

Exercitiul 1.11.3 Sa se cereceteze natura integralelor

+00 g] +00
/ smxdx’ / cosxd% a0 (1.87)
0 0

x T

Solutie. Din criteriul lui Dirichlet rezulta ca integralele

+00 gj +o00
/ sm:ndm’ / COST , (1.88)
1 1

x x¢

sunt convergente pentru « > 0. Intr-adevar, considerand ca f(z) = sinx si

g(x) = —, unde z € [1,+00), constatam cd aceste functii satisfac ipotezele
x

+oo ginx

dx

criteriului lui Dirichlet daca o > 0, astfel ca integrala improprie / -
1 x
este convergenta.

+oo cosx
dx este conver-

Analog se demonstreaza ca integrala improprie / -
1 x
genta pentru o > 0.

Pe de alta parte, deoarece pentru x > 1 avem

sinx 1 cos T 1

e e e Rt

> T xe > T x®

o : . [Teodx y <

iar integrala improprie / — este convergenta pentru o > 1, rezulta ca
1.

integralele improprii (1.88) sunt absolut convergente pentru a > 1.

+oo dyx . L. +oo cos 2z
Deoarece — este divergenta, iar
1

dx este convergenta in
x

1 x
baza criteriului lui Dirichlet, rezulta ca integrala improprie

+00 gin?2 1 +o0 +o0 2
/ Sin .de _ 7(/ 7ZE _ COS ZL’dx) (189)
1 2\ )1

T T 1 T
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este divergentd. Dacd avem in vedere ci |sinx| > sin®z din (1.89) tragem
concluzia ca integrala improprie

+o00 | g1
/ [sina] . (1.90)
1

X

este divergenta. La rezultatele de pana acum adaugam faptul ca pentru orice
x> 1siae€(0,1) are loc inegalitatea evidenta

|sinz| _ |sinz|
> .

(1.91)

r* T

Din (1.90), (1.91) si partea a doua a criteriului de comparatie rezulta ca
+oo | sin x|

integrala improprie dx este divergenta pentru a € (0,1).
1 x

Agadar, prima integrala din (1.88) este simplu convergenta pemtru a €
(0,1). Analog se arata ca a doua integrala din (1.88) este simplu convergenta.

Sa ne ocupam acum de integralele

1 g 1
/ il / BT iz (1.92)
0 0

T x

Prima integrala din (1.92) este convergenta pentru a € (0, 1] deoarece

0 dacd a€(0,1)

. sinz
hm+ — =
w0t T 1 daca a=1.
. ao1/SInT o UV
Din lim x* 1( ) = 1 si criteriul in « cu limita rezulta ca prima
z—07F xr¢

integrala din (1.92) este convergenta pentru 1 < a < 2 i divergenta pentru
a > 2.
Prin urmare, integrala improprie (1.87) este semiconvergenta pentru o €

(0,2) si divergenta pentru a > 2.
COS T

Deoarece pentru o > 0 avem lim = 400, rezulta ca a doua inte-

z—0t %

grala din (1.92) este o integrala improprie cu limita inferioara punct singular

cos T
“(

pentru orice a > 0. Apoi, din limta evidenta lim x ) = 1 i Corolarul

xz—0+t T
1.10.3, rezulta ca cea de a doua integrala din (1.92) este convergenta pentru

orice av € (0, 1) si divergenta pentru orice o > 1.
Ultimul rezultat arata ca cea de a doua integrala improprie din (1.87)
este semiconvergenta pentru « € (0, 1) si divergenta pentru o > 1. [ ]
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1.12 Convergenta in sensul valorii principale
a unei integrale improprii

Definitia 1.12.1 Daca integrala improprie de speta intai cu ambele limite
de integrare puncte singulare

/+Oof(a:)da: (1.93)

—0o0

este divergenta dar exista si este finita

lim f(z)dx, (1.94)

t——+oo J_¢

atunci spunem cd functia f : (—oo,+00) — IR este integrabila in sen-
sul valorii principale sau cd integrala (1.93) este convergenta in sensul
valorii principale, iar

V.p. /:O f(z)dz = lim tf(x)dx

t—+oo J_¢

se numeste valoarea principala (in sens Cauchy) a integralei (1.93).

Fie functia f : [a,b] \ {¢} — IR integrabila Riemann pe orice compact
[u,t] C [a,c) sau [u,t] C (c¢,b]. In acest caz se poate vorbi de integrala
improprie

/ab f(a)de (1.95)

avand punctul singular ¢ € (a,b). Din cele prezentate in primul paragraf al
acestui capitol rezulta ca integrala improprie (1.95) este convergenta daca

C
fiecare din integralele improprii / f(z)dx si / f(z)dz este convergenta.
Aceasta inseamni c& limita de mai jos exista si este finiti

n=c Ja
n<c E>c

n b
lim [ f(x)dz + Jim /f fla)de =

ulirg}r (/ac_u f(x)dx + /:Lv f(x)dx)

v—0t
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pentru £ i n (respectiv u si v) tinzand independnt la limitele lor. In acest
caz ,
/f( Jda = lim / flz dx+/
a u—0t +1}
v—0+

Definitia 1.12.2 Daca integrala improprie (1.95), avand punctul singular in
c € (a,b) este divergenta, insa exista si este finitd

ulir(r)l+ (/ac_u f(z)de + /:ru f(z)dz

atunci spunem cd f este integrabila pe [a, b] in sensul valorii principale
a lui Cauchy sau ca integrala improprie (1.95) este convergenta in sensul
valorii principale a lui Cauchy iar

v.p. / x)dr = ulir& (/acu f(x)dx + /c-bm f(z)dx

se numegte valoarea principala in sens Cauchy a integralei (1.95).

Exercitiul 1.12.1 Sa se arate ca daca —o0o < a < ¢ < b < +00, integrala

. , b dx
improprie
a T —C

principale a lur Cauchy.

este divergenta, insa este convergenta in sensul valorii

Solutie. Punctul singular al integralei improprii considerate este in interi-
orul intervalului de integrare si pentru a studia natura acesteia trebuie sa
determinam limitele

A dx . _ b dx

si lim .
A—0+0 Jq xr—c p—=0+0 Jetp x — C

Aceste doua limite au respectiv valorile

—ln(c—a)—l—)\ligioln)\ si In(b—rc)— HEI(’)rJlrolnu

Prin urmare, avem




Capitolul 1 — Integrale improprii o7

Insa limita de mai sus nu exista ceea ce inseamna ca integrala improprie
considerata este divergenta.
Considerand cazul particular A = u, deducem ca ultima limita este zero
si deci integrala improprie considerata este convergenta in sensul valorii prin-
b—c
=In

Tr—cC C—CL

cipale a lui Cauchy si v.p. / [ |

Exemplul 1.12.1 Integrala improprie de speta a doua, cu ambele limite
puncte singulare, a unei functic impare f este convergenta in sensul valorii
+oo

principale a lui Cauchy si v.p./ f(z)dz = 0.

N t
Solutie. Intr-adevar, functia f fiilnd impara avem ca / f(z)dz = 0, oricare
—t

ar fi t > 0. In consecinta exista limita din (1.94), deci integrala improprie
considerata este convergenta in sensul valorii principala a lui Cauchy si are
valoarea principala egala cu 0. [ |

“+00

Exemplul 1.12.2 Integrala improprie divergentd/ f(z)dz a unei func-

tii pare f: (—o00,+00) — IR nu este convergentd in sensul valorii principale
a lut Cauchy.

Solutie. Intr-adevir, functia f fiind par si integrabili Riemann pe orice
compact de forma [—t,t], t > 0, avem

/if@)dx:Q/Otf(x)d$:2/if(x)dx

+o0o
Cum integrala improprie / f(x)dx este divergenta, cel putin una din in-

— 00

+oo +o00
tegralele improprii / f(z)dz s / f(z)dz este divergenta. Din aceasta
—o0 0

“+oo
afirmatie si din egalitatea precedenta rezulta ca nu exista v.p. f(z)dzm

— 00

Exemplul 1.12.3 Sa se aplice notiunea de valoare principala in sensul lui
Cauchy a unei integrale improprii divergente pentru a se calcula valoarea

integralei improprii
J= / 1.96

unde m st n sunt intregi pozitivi cu 0 < m < n.
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2m

T
Solutie. Radacinile numitorului functiei de integrat, f(z) = T sunt
€T n

radacinile de ordinul 2n ale numarului complex —1. Avand in vedere ca forma
trigonometrica a acestui numar complex este —1 = cos 7 + ¢sinm, rezulta ca
radacinile numitorului functiei f au expresiile

(2k+1)7 . (2]6 — 1)7T o (2]€ + 1)71'
rp=¢€"2n =a+iby =cos——— +i1sin ——,
2n 2n

k=0,1,2,---,2n — 1.

Prin urmare, cele 2n radacini ale ecuatiei 14 22" = 0 nu sunt reale si deci
functia de integrat este definita pe intreaga axa a numerelor reale.

Integrala improprie (1.96) este convergenta deoarece, in baza Exemplul
1.10.1, diferenta gradelor polinoamelor de la numitorul gi numaratorul func-
tiei de integrat este mai mare decat 1, aceasta diferenta fiind cel putin 2.

Cu mentiunea prealabila ca integrala Riemann a unei functii complexe de
variabila reala u(z) + iv(x), unde u si v sunt functii reale, este definita prin

b b

u(z)dx +z'/ v(x)de,

a

b[u(:c) +v(x)|dr =
J J

a

sa calculam integrala definita de la —¢ la ¢, unde ¢ > 0, din functia f. In

acest scop vom folosi descompunerea numitorului functiei f in factori primi
2n—1
complexi si a functiei de integrat in suma de fractii f(z) = )
k=0
coeficientii A sunt dati de raportul dintre valoarea numaratorului functiei

f In x = x; si valoarea, in acelasi punct x, a derivatei polinomului de la

, unde

2m 1
numitor, adica Aj = % = ——xzmﬂ, k=0,1,2,---,2n — 1.
2nx;, 2n
Avem
0 $2m 2n—1 ¢ dax 2n—1 ¢ dr
/zl—l—x?" lgj i —x— Xy Ig) g —t (x — ay) — iby
2n—1 Y T — ay Y bk
=S [ e [ e} -
,;) k{ 0 (v —ag)?+ b} 0 (z—ap)?+ 03 }
n—l (£ — ak)z + bz

. . E—ak £—|—6Lk
_];Ak{ln(€+ak)2+bi+z{ar(:tg b + arctg b ”
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Trecand la limita pentru ¢ — 400, obtinem

+00 x2m 2n—1
dr = +miA
fimJ 1%—x2" 22% T i

unde semnul plus corespunde lui by > 0, iar semnul minus se ia cand by < 0.
Integralele improprii cu ambele limite de integrare puncte singulare

+oo m_ak i +oo bk
Y R e S / %
/oo T — T / (x — ag)? + b7 T —o (z—ap)?2+ 03 v

unde k ia valori intregi de la zero pana la 2n—1, sunt divergente, iar numerele
t dx

lim =
t—+oo J_g & — 1y,
, (0 —ap)*+b; . {— ay {4+ ay,
=1 In—— tg ——— t
Z—l>£-noo{ n(£+ak)2+bz+2[arcg by +arctg k }}’

egale cu +mi sau —7i, dupa cum b, > 0, respectiv b, < 0, reprezinta valorile
principale ale integralelor.

Se constata simplu ca by, by, bs, -+, b,_1 sunt numere pozitive, iar
urmatoarele, adica b, b,+1, - - -, bap_1, sunt negative. Deci, putem scrie
400 x?m 2n—1
/OO e m{ZAk— Z A (1.97)
Prima suméa din membrul doi al relatiei (1.97) are expresia
n—1 n—1 n—1
1 1 | (2m41)(2k+1)
S A= Yt Y T (1.98)
k=0 2n 15 (o

de unde constatam ca este suma a n termeni ai unei progresii geometrice cu
. -6 2m—+ 2m41

ratia ¢ = €'?72» " si primul termen egal cu e’ “5 ™ Efectuand calculul sumei

din (1.98), gasim

no1 1 €i 2’;::1# . 62- (2m-~-12)7(12n-4-1)7r
Ak g _— fr—
o 2ml
z:: 2n 1 —¢i2 S
; 2mtl ¢(2m+1)(1+i)w
B 1 e "—e o (1.99)
fry _— 5 1 =
2n 1 — ¢t2 ZLJ ™
2m+1 2m—+1
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n—1
Insa factorul ' ?™+H™ de la numaratorul expresiei (1.99) a sumei Z Ay, este

_ k=0

—1. Ca urmare, suma devine
; 2mtl 2m+1 ; 2mtl
ZA v L= (1.100)
k= —5 2mT1 - 2m . :
2n 1—@22:7T n 1_622:17r

Sa determinam acum valorea celei de a doua sume. Avem

2n—1 1 2l P 1 22! eminery
Z Ak _ . g xk —_ — . g e 2n

— 2n = 2n =
k=n k=n k=n

Indicele de sumare de aici se poate scrie in forma £ = n + s, unde s va lua
valori de la zero pana la n — 1. Expresia celei de a doua sume devine acum

2n—1 n—1
Dt Wi
s=0

Daci se tine cont de faptul ca ¢! @™*t)7™ = —1 gi de rezultatul stabilit in

(1.98), (1.99) si (1.100), rezulta ca expresia finala a celei de a doua sume este

2n—1 ; @mED(2s+1) n+1)(2 +1) 1 et 27;:1
k=n - n
Din (1.97), (1.100) si (1.101) rezulti
- 2m—+1
27rz et T s 1
2J = / = = — 1.102
o 142 n o 1_ ei2¥5HT . sin 2”21;% ( )

Integrantul din (1.102) fiind o functie para, rezulta valoarea unei alte
integrale importante

+oo  p2m 7 1
J = / dr = — « ———+—. 1.103
o 14 a2 v 2n sin 2’3;% ( )

care se va utiliza in calculul unei integrale improprii depinzand de un para-
metru. |



Capitolul 2

Integrale depinzand de un
parametru

2.1 Integrale proprii depinzand de un para-
metru

Fie f o functie reala de doua variabile reale definita pe intervalul bidimen-
sional inchis

cu proprietatea ca restrictia sa la segmentul de dreapta paralel cu axa Ox
care trece prin punctul (0, y)

fGy) a0 — IR

este functie integrabila Riemann pentru orice valoare fixata a lui y din inter-

valul [c, d].
Definitia 2.1.1 Functia reala de variabila reala
b
Jiled =R, )= [ [y, (2.1

se numeste integrala proprie depinzand de un parametru. Variabila y
se numeste parametru.

61
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Observatia 2.1.1 Pot fi introduse si integrale proprii care depind de
doi sau mai multi parametri.

Definitia 2.1.2 O integrala proprie care depinde de mai multi pa-
rametri are forma

b
(I)<y17y27"'7yn) :/a f(x7y17y27"'7yn)d$' (22)

Parametrii vy, ys, - - -, ¥, pot fi considerati coordonatele in baza canonica din
IR™ ale vectorului parametru y care apartine intervalului n—dimensional
inchis

L, = [c1,dy] X [ca,do] X -+ X [cp,dy] C IR

Observatia 2.1.2 Integrala proprie care depinde de mai mulli parametri
(2.2) poate fi prezentatd ca o integrald depinzand de un parametru,

b
o(y) = [ f(w,y)da. (2.3)
cu mentiunea ca parametrul este vectorul y € I,,.

Ne propunem sa studiem proprietatile integralelor proprii care depind de
un parametru.

Teorema 2.1.1 (Continuitatea integralelor proprii depinzand de pa-
rametru) Dacd funclia f este continud pe intervalul bidimensional inchis
I, atunci functia J : [c,d] — IR, definita de integrala (2.1), este uniform
continud.

Demonstratie. Deoarece functia f(z,y) este continua in intervalul bidi-
mensional inchis II ea este uniform continua. Deci, pentru orice € > 0 exista
d = d(e) astfel incat inegalitatile

|z —a"| < d0(e), Iy —y"| <d(e)

implica inegalitatea

PGy = fa )] < o (24)

Numarul ¢ depinde numai de ¢ fiind independent de pozitia ocupata de
punctele (2/,y) si (z”,4”) in intervalul bidimensional inchis II.
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In particular, luand 2/ = 2/ = x se constatd c& pentru orice v/ si v’ =y
din intervalului [c, d] cu proprietatea

ly' =yl < d(e) (2.5)

si pentru orice x € [a, ], are loc inegalitatea

) = Fay)l < 57— (2.6)

Prin urmare, pentru orice y si ¢’ apartinand intervalului [c, d] care satisfac
(2.5), avem

[ (7))~ fa9)ar] <

J(Y) = J(y)| =
(2.7)

< [1Ge9) = Fla )i

Din (2.6) si (2.7) rezulta ca pentru orice y,y’ € [¢,d] cu proprietatea (2.5)
are loc

W) = Tl < —

Aceasta inegalitate demonstreaza ca functia J din (2.1) este uniform conti-
nud. n

(b—a)=c¢.

Corolarul 2.1.1 In ipotezele teoremei precedente, functia

v

F(u,v,y) :/ f(z,y)dz (2.8)

u

este uniform continua in intervalul inchis tridimensional
I = {(u,v,9) €R’: a<u<b a<v<b c<y<d}

Demonstratie. Din continuitatea functiei f pe intervalul bidimensional
inchis II, care este o multime compacta in IR?, deducem ci f este marginita
si 1si atinge efectiv marginile, deci exista constanta pozitiva si finita C astfel
incat

lf(x,y)] <C, (z,y) €11
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Sa evaluam diferenta valorilor functiei F' in punctele
(,U//’,U/’y/)’ (UH,’UH,y”) e ]i[*7
adica
AF = F' v y") — Fu" 0" y"). (2.9)
Mai intai, AF este diferenta integralelor

"

AF = /:,f(x,y’)dm - /ui f(z,y")dx.

In membrul al doilea a acestei diferente adunam si scadem integralele

1 1"

/uu f(a,y")de; / fz,y")da.

’

Folosind proprietatea de aditivitate a integralei definite in raport cu intervalul
de integrare, diferenta de integrale din membrul doi al relatiei (2.9) se scrie

,U//

AF = /ui/ (f($,y’) — f(ﬂf,y/,))d:v + /;H f(z,y")dr — /v/ flz,y")dz.

Luand modulul ambilor membri si folosind proprietatile integralelor definite,
gasim

aF|<| [ ag ande] +] [ 1G]] [ 1)l

unde, pentru simplitatea scrierii, s—a facut pentru moment notatia

Af(l',Ay) = f(xay/) - f(xay”)‘

Prin urmare, o noua evaluare pentru valoarea absoluta a diferentei (2.9) este

aF|<| [y~ T

dx‘ + C’(!u” — |+ " = v/|).

Functia f fiind continua in intervalul bidimensional inchis II, este uniform
continud, prin urmare pentru orice € > 0 exista d;(¢) > 0 astfel incat oricare
ar fi y',y" € [c,d] cu proprietatea

1y — | < d1(e) (2.10)
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aveln
9

2(b—a)’

Sa observam ca oriunde ar fi situat punctul (¢, ") in intervalul bidimensional
[a,b] x [a,b], diferenta |u' — v'| < b — a deci, folosind aceasta observatie si
(2.11), rezulta ca oricare ar fi punctele y',y” € |[c,d]| care satisfac (2.10),
modulul diferentei (2.9) se reevalueaza dupa cum urmeaza

|f(z,y) = fz,y")] < (2.11)

IAF| < % + Ol — | + 0" = ']).

Analiza rationamentului de mai sus conduce la concluzia ca pentru orice

e > 0 exista -

107
astfel incat oricare ar fi punctele (v',v',v'), (u”,v”,y") € II* ale caror coor-
donate satisfac inegalitatile

d(e) = min{d (¢)

U —u"| < d(e), |V =" <d(e), |y —y"| <d(e), (2.12)

avem ca
|F(u', v, y) — F(u" 0" y")| < e. (2.13)

Din (2.12) si (2.13) si definitia uniformei continuitati a unei functii reale de
trei variabile reale rezulta ca functia F' : II* — IR ale carei valori sunt date
de (2.8) este uniform continua. ]

Teorema 2.1.2 (Derivabilitatea unei integrale proprii care depin-

0
de de un parametru.) Daca f si —f sunt functii continue pe intervalul

Iy
bidimensional inchis 11, atunci functia J definita de integrala depinzand de
parametrul y (2.1) este derivabila pe compactul [c,d] si are loc relatia

g(y) = /abg:];(x’y)dx, s [c, d] (2.14)

Demonstratie. Trebuie sa demonstram ca raportul incrementar al functiei
J in punctul y are limita in y si aceasta limita este chiar integrala din ultimul
membru al lui (2.14), adica

i @AY = JIy) _
Ay—0 Ay

/ab fo(@,y)dz. (2.15)
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In acest scop vom demonstra ca pentru Ay # 0 diferenta

J(y+AAZ/;_J(y) —/abf;(x,y)dx

tinde la zero cand Ay — 0. Sa remarcam intai ca, in baza teoremei cresterilor
finite a lui Lagrange, exista numarul pozitiv gi subunitar 6 astfel incat

Jy+Ay)—Jy) _ /bf(w, y+Ay)—f(z,
Ay a Ay

b
v) dr = / [z, y + 0Ay)dx.

In consecinta, putem scrie

J(y + AAy; —J(y) /ab (o) = /ab (f;@y s oay - f;(:c,y))dx.

Sa evaluam diferenta din membrul doi a acestei relatii pentru valori sufi-
cient de mici ale lui |Ay|. Deoarece derivata f, (z,y) este continud in intervalul
bidimensional inchis II ea este uniform continua si deci pentru orice € > 0
exista d(g) > 0 astfel incat, pentru orice cregtere a lui y care satisface

1Ay| < 6(e) (2.16)

este adevarata inegalitatea

fywy+Ay) = ()] < - (2.17)

(V) x € [a,b] si (V) y, y+ Ay € [¢,d]. Cum 0 < 0 < 1, din (2.16) avem si
|0Ay| < 6(¢e) (2.18)

ceea ce, In baza lui (2.17), atrage

£y +02y) = fi(a.y)] < -—. (2.19)

Atunci, luand in consideratie relatiile stabilite mai sus, avem inegalitatea

’J(y+Ay)—
Ay

J(y) _ /ab fz’/(a:,y)dx' < ﬁ(b —a)=-¢, (2.20)

adevarata pentru toate valorile lui Ay care satisfac (2.16). Rezultatul stabilit
in (2.20) arata ca are loc (2.15) si teorema este demonstrata. n



Capitolul 2 — Integrale depinzand de un parametru 67

Formula (2.14), cunoscuta ca regula lui Leibniz de derivare a unei integrale
depinzand de parametru, poate fi scrisa si in forma

o fet = [[Fepae yela

Observatia 2.1.3 Deriwata unei integrale care depinde de un parametru este
egala cu integrala derivater partiale a integrandului in raport cu variabila
paramatru.

Teorema 2.1.3 (Derivabilitatea unei integrale proprii depinzand de

parametru a carei limite de integrare depind de parametru) Dacd
0

functiile f si (9f sunt continue pe intervalul bidimensional inchis I1, iar x =

r1(y) s x = x2(y) sunt functii derivabile pe intervalul [c,d] cu wvalori in
intervalul [a, b, atunci integrala depinzand de parametrul y
z2(y)
T) = [ F (221)
z1

este o functie derivabila pe compactul [c,d] si are loc relatia

dl’g d(El

dJ, . w0 of
@(y) = /Il(y) afy(ra y)dz + f(wa2(y),y) - Ty(y) — (=), ) - Ty(y),
oricare ar fi parametrul y € [c, d).
Demonstratie. Avem
J(y) = F(1(y), 22(9), ), (2.22)

unde functia F, definita in relatia (2.8), poseda derivate partiale continue pe
paralelipipedul IT* si :

oF

%(ua U7y) = = f(u7 y);

T wey) = fww) (229
oF v

aiy(uavvy) = /uajyc<x7y)d$



68 Ion Craciun

Primele doua relatii din (2.23) exista si sunt egale cu expresiile din membrul
al doilea ale acestora in baza rezultatului cunoscut de la integrale definite
care afirma ca daca functia g : [a,b] — IR este continua, atunci functiile G,
si Gy definite pe [a, b] prin

Gi(t) = /atf(x)da:, Golt) = /tbg(x)dx
sunt derivabile si
Gt = ft),  Gyt) = — @), () tead] (2.24)

Dupa Teorema 2.1.2 este adevarata si cea de—a treia egalitate din (2.23), iar
din Corolarul 2.1.1 rezulta ca toate derivatele partiale din (2.23) sunt functii
continue pe paralelipipedul II*. Deoarece functiile z = x1(y) si © = x2(y)
sunt derivabile, aplicand functiei y F(xl(y),xz(y),y) regula de derivare
a functiilor compuse de o variabila, obtinem

CZ/F(wl(y>7$2<y)’y) - g(xl(y)’my)’y) | CZ/I(W (2.25)
+(?£(x1(y),:c2(y)7y) : Cif;(y) + g(ml(y)’”(y)’y)'

Insd, functia J din (2.21) este astfel incat are loc egalitatea (2.22). Acum,
din relatiile (2.23), (2.25) si (2.22) rezulta concluzia teoremei. n

Exemplul 2.1.1 Folosind teorema de derivabilitate a integralelor depinzand
de un parametru cu limitele de integrare variabile, sa se evalueze integrala

vin(1+yx)
= | — 2. 2.2
) = [ e (2:26)
Solutie. Suntem in ipotezele Teoremei 2.1.3 astfel ca putem scrie

dJ, . In(l1+y?) y T
@(y)_ 1+ y? /0(1+y:v)(1+x2)

dz.

Integrala din membrul doi este o integrala dintr—o functie rationala. Descom-
punand in fractii simple aceasta functie rationala, obtinem

T B Y 1 1 T+y

= — . . : 2.27
(1+yx)(1 + 22) 1+ y? 1—|—yx+1+y2 14 22 (227)
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Deoarece, primitivele fractiilor rationale din membrul doi al egalitatii (2.27)
se exprima prin functii elementare, avem

T = + + -arctgy.

/y x In(l+y*) Wmd+y*) vy
o (1+yz)(1+a?) 1+y? 20+y?) 14y

In acest fel am obtinut

dj< )_1n(1+y2) y
dy " T 2012 1442

-arctgy.
Trecand aici pe y in ¢, integrand apoi intre 0 si y si tindnd cont ca din (2.26)
rezulta J(0) = 0, obtinem

vin(1+ %) v oot
J(y) = ——— 2 dt /7 tgtdt.
(v) ) 20151 + | T acts dt

Cea de a doua integrala de mai sus se calculeaza folosind metoda integrarii
prin parti. Avem

vy 1 v o)/
/Ow-arctgtdtZQ/O arctgt - (In (1+2)) dt =

vin (14 t?)
0o 2(1+1¢?)

Folosind acum ultimele doua rezultate, deducem ca expresia functiei J
este

= ;(arctgt ~In (1 + tz)) ‘z - dt.

1
J(y) = B arctgy - In (14 y?).

Teorema 2.1.4 (Integrabilitatea unei integrale proprii depinzand de
parametru) Daca functia | este continuad pe intervalul bidimensional inchis
II, atunce

/Cd J(y)dy = /cd dy /abf(x,y)dx = /ab dx /cdf(x,y)dy, (2.28)

Demonstratie. In locul egalititii (2.28) vom demonstra o alta mult mai
generala, si anume

/Cd dy /at f(x,y)dx = /: dx /Cdf(x, y)dy, (V) t € |a,b]. (2.29)
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Pentru aceasta, introducem notatiile

o) = [y [ e, v = (@ [Cswpa. @)

Atunci, relatia (2.29), care o avem de demonstrat, este echivalenta cu relatia

o(t) =), (V) teEla,b]. (2.31)

Pentru a demonstra (2.31) este suficient sa aratam ca au loc egalitatile:
©'(t) =¢'(t), (V) te€la,b]; (2.32)
p(a) = P(a). (2.33)

Egalitatea (2.33) este evidenta deoarece din expresiile (2.30) constatam ca

Pentru demonstratia egalitatii (2.32) sa introducem functiile F'(t,y) si
&(z) prin:

t

Fy) = [ fwods €= [ fepi. 39

a

Vedem acum ca functiile ¢ si ¢ se exprima cu ajutorul functiilor nou introduse
din (2.34) in modul:

o(t) Z/CdF(t,y)dy; W(t) Z/atﬁ(a:)dx.

Conform Corolarului 2.1.1, functia F' din (2.34) este continua, iar derivata
partiala a acesteia in punctul (¢, y), fata de variabila ¢ este, in baza lui (2.24),
egala cu f(t,y) si aceasta derivata este functie continua pentru (t,y) € [a, b] x
[c, d]. Aplicand Teorema 2.1.3 deducem ca avem

dt) = [ Sty = [ 5t.0)dy (2.35)

Functia ¢ = {(x) fiind uniform continua pe compactul [a, b] in baza Teoremei
2.1.1, este continua pe [a, b]. Fiind indeplinite ipotezele Teoremei 2.1.3, prin
aplicarea ei functiei ¢, gasim

o) = [ ewar =)= [ 1tv)ay
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Din aceasta egalitate si (2.35) rezulta ca are loc (2.32) deci, in baza uneia
din consecintele teoremei cresterilor finite a lui Lagrange, functiile ¢ si ¢
difera printr-o constanta C', constanta care este diferenta valorilor acestor
doua functii in orice punct din domeniul lor de definitie. Luand acest punct
sa fie t = a si avand in vedere (2.33), deducem ca are loc relatia (2.31) si
drept urmare are loc si egalitatea (2.29). In particular, o(b) = 1(b), adica
are loc egalitatea (2.28), care este ceea ce trebuia demonstrat. n

Observatia 2.1.4 FEgalitatea (2.28) aratd ca pentru a integra pe intervalul
[c, d] integrala depinzind de un parametru (2.1), integram functia f(x,y) in
raport cu acest parametru pe acelast interval, iar rezultatul integrarii, care
va fi o functie de x, se integreazd pe compactul [a,b].

Exemplul 2.1.2 Folosind teorema de integrabilitate a integralelor depinzand
de un parametru, sa se calculeze integrala proprie depinzand de doi parametri

1yt b2
= [ ——dx.
J(yh yQ) /O Inz €z
Solutie. Se observa ca
Y1 __ Y2 Y1
i / xVdy. (2.36)
lnl' Y2

Folosind aceasta observatie, rezulta

2

1 Y1
J(y1,y2) :/0 da:/ xYdy.
y

In ultima iteratie de integrale aplicam teorema de integrabilitate a inte-
gralelor depinzand de parametrul y si obtinem
=1 y1
dy = / 4
z=0 v 1+y

Ty, o) /yld /1 vy /yl o
, = r’dr =
Y1, Y2 e Yy 0 e U+ 1

Cum ultima integrala este imediata, avem in final

T+uy

J(y1, =1 )
(y1y2) n1+y2




72 Ion Craciun

Exemplul 2.1.3 Sa se determine functia J definita ca o integrala improprie
depinzand de dot parametri a $i b
1gb — g0

1
J(a,b) :/0 e -cosln ;dw.

Solutie. Folosim mai intai rezultatul (2.36) in care y; = b si y2 = a. Atunci,
J(a,b) se scrie

1 1 b
J(a,b) :/0 cosIn ;dx/a xvdy.

In membrul doi al acestei relatii aplicam teorema de integrabilitate a
integralelor depinzand de un parametru si obtinem

J(a,b) = / " 1)y, (2.37)

unde am introdus notatia
1 1
Ji(y) = / 2 cosln —dz. (2.38)
0 x

Pentru calculul integralei (2.38), efectuam schimbarea de variabila
hr=t = z=¢ = dzx=¢dt, t€ (00,0

Folosind formula schimbarii de variabila intro integrala improprie, suntem
condusgi la

0
Ji(y) = / eWHt cost dt.
Daca in ultima integrala se aplica de doua ori formula integrarii prin parti,
obtinem
Ti(y) =y +1—(y+1)*N(y),
de unde deducem ca valoarea lui J(y) este

y+1
J =
1(v) 1+ (y+1)°
Folosind acum acest rezultat in (2. 37) deducem
y +1
J(a,b) dy.
1+ (y+1) 1+ (y+1)2
Ultima integrala este imediata si are valoarea
1 b1 V+b+2
J(a,b) = - In (1 ?) ==-In——=.
(a,) 2 n( +y+1) )’a 2 " @ rat2
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2.2 Integrale improprii simple depinzand de
un parametru

Teoremele demonstrate in paragraful precedent pot fi extinse fara dificultate
la integralele improprii de tipul particular

TW) = [ ) g, (2.39)

unde functia f : [a,b) X [¢,d] — IR este continud gi marginita, iar functia
g : [a,b) — IR poate fi discontinua in caz general, insa integrala impro-
prie f;’ g(x)dx, cu limita superioara punct singular, este absolut convergenta.
Limita superioara poate fi finita sau infinita. Consideratii analoage se pot
face cand a este punct singular.

Ipotezele pentru care teoremele din capitolul precedent sunt adevarate
pentru integrale de tipul (2.39) le vom formula in teoremele care urmeaza.
Aceste teoreme sunt folosite frecvent in fizica matematica si in teoria inte-
gralelor Fourier.

Teorema 2.2.1 (Teorema generalizati de continuitate a unei inte-
grale improprii simple depinziand de un parametru) Daca functia
reala de doua variabile reale

f:la,+00) X [¢,d] — IR (2.40)

este continua si marginita, iar integrala improprie de speta intai

[ lgt)las (2.41)

este convergenta, atunci integrala tmproprie de speta intair depinzand de un
parametry

)= [ Sy gw)da (2.42)
este functie uniform continua de y pe intervalul [c, d).
Demonstratie. Fie C' > 0 si K > 0 constante reale cu proprietatile:
[f(z,y)] < C, (V) (z,y) € [a,+00) x [c,d];

- (2.43)
[ lg@)ldr = K < +o0,
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existenta carora rezulta din ipotezele teoremei. Fie acum € > 0 luat arbitrar.
Integrala improprie (2.41) fiind convergenta, exista ¢ > a, suficient de mare,
astfel incat

20/ (w)ldz < °. (2.44)

Luand un astfel de ¢ incat sa aiba loc inegalitatea (2.44) si alegand arbitrar
pe ¢’ si ¢ din intervalul [c, d], putem reprezenta diferenta J(y') — J(y”) in
forma

90~ I = [ (Fef)  fay))gla)de+

'+A+mﬂﬂ%y3—f@uwngmym.

Deoarece functia f este continua in intervalul bidimensional inchis [a, ¢] X
[c, d], ea este uniform continua. Prin urmare, pentru & > 0, ales arbitrar mai
sus, exista 6 = d(e) astfel incat la orice alegere a lui 3/ si y” din compactul
[c, d] care sa satisfaca inegalitatea

ly' —y"| <d(e), (2.45)

valorile corespunzatoare ale lui f in punctele (z,v’) si (z,y”) satisfac inega-
litatea

) = Fay) < 5z (V) @€ fa, L],

Aceasta egalitate, impreuna cu (2.43), (2.44) si (2.45), implica relatiile
¢
@) = I < [ If@y) = fay")] - lg(a)lda+
[T ) 1y lo(e) e <

<= m@wm+QCA lg(@)|de <

2K Ja

€ €

= K4+ =
<2K —i—2 g,

care arata ca integrala improprie depinzand de parametrul y din (2.39) este
o functie continua pe compactul [c, d|, deci si uniform continua. ]
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Teorema 2.2.2 (Derivabilitatea unei integrale improprii simple de-
pinzand de un parametru) Dacd functia (2.40) si derivata sa partiald in
raport cu y

of

dy
sunt continue gi marginite, iar integrala improprie de speta intai (2.41) este

convergenta, atunci integrala improprie simpla (2.42), de speta intdi si de-
pinzand de parametrul y, este o functie derivabila si

7= g§<x, y)g(x)de.

s |a, +00) X [¢,d] — IR

Exercitiul 2.2.1 Folosind teorema de derivabilitate a integralelor improprii
simple depinzand de un parametru, sa se calculeze

I(y) = L arctg yx
= V1 — a2

Solutie. Integrala improprie depinzand de un parametru din acest exemplu
este de forma (2.39), unde:

dz.

f@y) arctg yx (z) 1
T,Y) = ——; T) = —F——.
Yy " 9 1.2

Constatam ca sunt indeplinite ipotezele Teoremei 2.2.2 astfel ca, putem scrie

I )_/1 x dx—/l dx
Y= c(1+1222)V1—a22  Jo (1+y2a2)V1— a2

In ultima integrala efectuam schimbarea de variabila z = sint. Obtinem

integrala
w/2 dt
J(y) = / s
(v) o 1+y2sin’t

care, dupa schimbarea de variabila v = tgt, devine
+oo du
J(y) = / .
) o 14 (1+y?)u?

O primitiva a functiei de integrat din ultima integrala improprie de-
pinzand de un parametru este simplu de calculat. Prin urmare,

1
/ = - 2
J'(y) e arctg (uy/1 + y?)

u=-+00 T 1

w0 TRV
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Deoarece valoarea in y = 0 a functiei J este zero, avem

I(y) :/OyJ’(t)dt:g/oy\/ﬁ_ﬁ.

Cum primitiva ultimei functii de integrat este In (¢ + v/1 4 t?), rezulta in final

I(y) = g In (y + /1 + 42).

Exercitiul 2.2.2 Folosind teorema de derivabilitate a integralelor improprii
simple depinzand de un parametru, sa se calculeze

) - [ 0=

unde parametrul y este astfel incat |y| < 1.

dx,

Solutie. La fel ca in exercitiul precedent, J(y) este de forma (2.39), unde

fay) =In(1— %), g(z) = ﬂl_f

Constatam ca sunt indeplinite ipotezele Teoremei 2.2.2, deci
2

W=~ TN

Efectuand in ultima integrala schimbarea de variabila x = sint, obtinem

/2 gin? tdt
P e
) 0o 1—ysin®t

dupa care, daca schimbam variabila folosind u = tgt, deducem
+oo u?du
J(y) = — / .
V=) Grdnsa-ge

Noua functie de integrat se descompune in fractii simple si, dupa inte-
grarea acestora, gasim

w1 1
J(y)==(- - ———).
2 (y yv1— y)
Procedand asemanator ca la exercitiul precedent, gasim ca valoarea lui

1+41-—
J(y) este J(y) = wln +2y n
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Teorema 2.2.3 (Integrabilitatea unei integrale improprii simple de-
pinzand de un parametru) Daca functia (2.40) este continud gi marginitd,
iar integrala improprie de speta intai (2.41) este convergentd, atunci inte-
grala improprie simpld de speta intdi (2.42), depinzind de parametrul y, este
o functie de y integrabila Riemann pe intervalul [c,d] si

/Cd J(y)dy = /Cddy/:oo f(x,y) g(x)dz =

- /:OO (g(x) /cdf(%y)dy)dx.

Operatiile de derivare si integrare ale integralelor improprii depinzand de
un parametru de forma speciala (2.42) se aplica pentru a calcula valorile unor
integrale proprii sau improprii care nu contin neaparat parametri dar in care,
in prealabil, se introduc unul sau mai multi parametri.

Exemplul 2.2.1 Sa se evalueze integrala improprie de prima speta depin-
zand de parametrul y € [—A, A]

+o gin z
I(y) = / SIMTY o-avgy, (2.46)

0 x
unde « este o constanta reald pozitiva fixata.

sin zy o

Solutie. Punand f(z,y) = si g(x) = e~ ** observam ca f(x,y) si
fy(x,y) sunt functii continue i marginite pe intervalul bidimensional nemar-
ginit

[0, +00) x [-A, A],

+oo +o0 1
/ lg(x)|dx = / e dr = —
0 0 a

iar integrala

este convergenta. Prin urmare, putem aplica Teorema 2.2.2. Dupa derivarea
sub semnul integrala in (2.46), obtinem

+o0o
J(y) = /0 e~ cos zydz. (2.47)

Integrand prin parti de doua ori in membrul al doilea al relatiei (2.47), gasim

J(y) =

(%

e (2.48)



78 Ion Craciun

de unde, prin integrare de la 0 la y si J(0) = 0, obtinem

J()—/yJ’(t)dt—/yLdt— tg Y (2.49)
Y) = 0 =)o 22 —arcga. )

Exista si o alta cale de calculare a integralei (2.46) pornind de la rezultatul
intermediar (2.48) care constd mai intai in determinarea unei primitive a

functiei
o

— .
Yy a2+y2

Y Yy . .
O asemenea primitiva poate fi arctg = si prin urmare vom avea
Q

J(y) = C + arctg %, (2.50)

unde C' este o constanta arbitrara. Punand y = 0 in (2.50) si tinand cont ca
J(0) = 0 gasim ca C' = 0 si din nou ajungem la (2.49).

Daca in egalitatea (2.49) trecem la limita pentru o — 40 si In rezultatul
obtinut punem y = 1, gasim valoarea integralei improprii a lui Dirichlet, a
carei natura am studiat—o anterior,

+oo gin x T
de = —. 2.51
/0 T v 2 ( )

Desigur, pornind de la integrala (2.46), a carei valoare este data in (2.49),
putem sa dam valorile altor integrale improprii. Ca exemplu, avem

o0 sin x
/ SR TY -ody = arctgy,
0 x

care se obtine din (2.46) si (2.49) ludnd o = 1. u

2.3 Integrale improprii depinzand de un pa-
rametru, uniform convergente

2.3.1 Definitia integralelor improprii depinzand de un
parametru, uniform convergente

Sa consideram o functie reala de doua variabile reale

f:la,+00) X [¢,d] — IR (2.52)



Capitolul 2 — Integrale depinzand de un parametru 79

cu proprietatea ca restrictia sa la orice paralela la axa Ox care trece prin
punctul (0,y), adica functia f(-,y) : [a,+00) — IR, este integrabila in sens
generalizat, ceea ce este echivalent cu a spune ca integrala improprie de speta
intai depinzand de parametrul y

W)= [ sy (2.53)

este convergenta. In baza definitiei convergentei unei integrale improprii,
avem

I = [ fede = tim_ [ fy)de (2.54)

Integralele improprii de speta a doua care depind de un parametru se
definesc in mod aseméanator. De exemplu, daca

fila, b) x[e,d C R> — IR (2.55)

este o functie reala de doua variabile reale nemarginita in vecinatatea punc-
telor (b,y), iar integrala improprie

b
[ 1@ y)da (2.56)
este convergenta pentru orice valoare fixata a lui y din compactul [c, d], atunci
b—A
/ f(z,y)dx = hm f(z,y)dz (2.57)
O a

este o functie de y definita pe compactul [c,d] care se numeste integrald
improprie de speta a doua care depinde de un parametru.

In studiul integralelor improprii depinzand de un parametru (2.54) si
(2.57) un rol important il are notiunea de uniforma convergenta.

Definitia 2.3.1 Spunem ca integrala improprie de speta intdi (2.53), de-
pinzand de parametrul y, este uniform convergenta in raport cu para-

metrul y pe intervalul [c, d], daca pentru orice e > 0 exista L = L(e) astfel
incat inegalitatea

‘J(y)—/ xydx—‘/ a:yda:<5

este satisfacuta simultan pentru toti € > L(e) siy € [c,d].
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Uniforma convergenta a unei integrale improprii de speta a doua, de forma
(2.57), care depinde de parametrul y € [c,d], se definegte asemanator.

Definitia 2.3.2 Integrala improprie de speta a doua (2.57), care depinde de
parametrul y € [c,d], se numeste uniform convergenta in raport cu pa-
rametrul y pe intervalul [c, d], dacd pentru orice e > 0 exista 6 = §(g) > 0
astfel incat inegalitatea

7o) - [ ] =| [ ey <<

are loc simultan pentru tofi A < b — a care satisfac conditia 0 < X\ < §(¢) si
pentru toti y € [c,d].

Exemplul 2.3.1 Integrala improprie de speta intai depinzand de un para-
metry

J(y) = /;oo ye “dx (2.58)

este convergentd pentru fiecare y € [0, 1], insd nu este uniform convergenta
in raport cu parametrul y pe compactul [0, 1].

Intr-adevar, avem

¢ —zy by —u |t — by
ye Ydr = e du=—e =1—e ",
0 0 0
de unde deducem
Ly ‘
lim e Wdr= lim (1—-e ¥)=1
l—+0.J0 l——+o0

ceea ce arata ca integrala improprie (2.58) este convergenta pentru fiecare
y € [0,1].

Conform Definitiei 2.3.1, pentru studiul convergentei uniforme trebuie
calculata diferenta

¢ o0 400
J(y)—/ ye*zydx:/ ye*’”yd:z::/ e “du=e Y.
0 0 Ly

Pentru o valoare fixata si arbitrar de mare ¢ > 0, aceasta diferenta intrece pe
1/2 pentru toate valorile lui y suficient de apropiate de zero si, in consecinta,
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pentru € = 1/2 nu exista L(e) astfel incat, pentru ¢ > L(e) si pentru toti
y € [0,1], sa fie satisfacuta inegalitatea

‘/+Oo “Ydx <€—;

Acest rezultat arata ca integrala improprie de speta intai (2.58) nu este
uniform convergenta in raport cu parametrul y pe intervalul [0, 1].

Exercitiul 2.3.1 Sa se arate ca integrala improprie (2.58) este uniform con-
vergentd in raport cu parametrul y pe intervalul [5,1], cu 0 < § < 1.

Solutie. Intr-adevar, avem

+oo too ¢ 05
/ ye_xydx:/ e Ydu=¢e"Y <e™
4 Ly

pentru 0 < 0 <y <1 gi prin urmare inegalitatea
“+o0o
‘ / xyd:c < €

are loc pentru orice

1
In —

£>Tg, 0<e<l, (2.59)

si pentru toti y € [0,1], unde 0 < § < 1. In baza Definitiei 2.3.1, rezulti
ca integrala improprie (2.58), de speta intai si depinzand de parametrul y,
este uniform convergenta in raport cu parametrul y pe compactul [, 1], cu
0<0<l. [

2.3.2 Reducerea integralelor improprii depinzand de
un parametru la siruri de functii

O integrala improprie depinzand de un parametru poate fi redusa la un sir
de functii, iar aceasta reducere face posibila demonstratia teoremelor funda-
mentale referitoare la astfel de integrale in baza teoremelor corespunzatoare
ale sirurilor de functii.

Daca integrala (2.53) este convergenta pentru fiecare y € [c,d], atunci,
pentru un sir numeric arbitrar, (¢,,), cu limita egald cu +o00 si termenii inclusi
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in intervalul nemarginit [a, +00), sirul de functii (F,,) definite pe intervalul
[c, d], cu termenul general

¢
Fn<y):/kf($,y)d(l}7 TL:1,2,, CSySd

este evident convergent la J(y) pe intervalul [c, d].

Pentru a se urmari cu eficienta rationamentele de mai jos se impune sa
reamnitim definitiile convergentei i uniformei convergente ale unui sir de
functii.

Definitia 2.3.3 Sirul de functii (f,) se numeste convergent la functia f(x)
pe intervalul [a,b] daca pentru orice valoare fixatd x € [a,b] sirul numeric
(fu(z)) este convergent la numarul f(zx), adica daca pentru orice € > 0 i
orice x € [a,b] existd un numar N = N(e,z) (care depinde de € si in general
st de x, care nu este neaparat numar natural) astfel incat

\fu(z) — f(z)] < e pentru orice n > N(e,x).

Dintre sirurile de functii convergente de o importanta esentiala sunt asa
numitele siruri uniform convergente.

Definitia 2.3.4 Sirul de functii (f,) se numeste uniform convergent la
functia f(x) pe intervalul [a,b] daca pentru orice € > 0 existd un numdr
N = N(e) (dependent de €, insa independent de x i care nu este neaparat
numdar natural) astfel incat

|fu(x) — f(x)] <e pentru orice n > N(e)
si pentru orice x € [a,b).
Pentru demonstratiile teoremelor care formuleaza proprietatile integrale-

lor improprii depinzand de un parametru, vom avea nevoie de trei rezultate
stabilite la studiul sirurilor de functii pe care le reamintim mai jos.

Teorema 2.3.1 Daca sirul de functii continue (f,) definite pe compactul
la,b] este nedescrescator si convergent la funclia continud f(x), atunci con-
vergenta este uniformd.
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Teorema 2.3.2 Daca sirul de functii continuu diferentiabile (f,) este con-
vergent la functia f pe [a,b], iar sirul derivatelor (f)) este uniform convergent
la functia o(x) pe |a,b], atunci functia [ este derivabila pe |a,b] si

f'(x) = ¢(x) = lim _f (). (2.60)

Teorema 2.3.3 Daca sirul de functii continue (f,) este uniform convergent
pe intervalul [a,b] la functia f(z), atunci sirul integralelor

( /x j fa(t)dt)

este uniform convergent pe intervalul [a,b] la functia definita prin integrala
/ f(t)dt, oricare ar fi xy € [a,b].
To

Teorema de mai jos are loc in conditia ca integrala (2.53) sa fie convergenta
pentru orice y apartinand compactului [c, d].

+oo
Teorema 2.3.4 Pentru ca integrala J(y) = / f(z,y)dx sa fie uniform

a
convergentd in raport cu parametrul y pe compactul [c,d], este necesar si
suficient ca sirul de functii

Ln
F.(y) = flz,y)dz, n=1,2,--- (2.61)
a
sa fie uniform convergent spre J(y) pe compactul [c,d] oricare ar fi alegerea
sirulut 1, by, -+ Ly, -+, cu lirf l, =400 si b, > a.

Demonstratie. Necesitatea. Presupunem ca integrala (2.53) este uni-
form convergenta in raport cu parametrul y pe compactul [¢, d|. Atunci, con-
siderand e > 0, arbitrar, exista L(¢) > a, astfel incat pentru orice £ > L(¢)
inegalitatea

7) = [ Fwg)e] < <

este satisfacuta simultan pentru toti y € [c, d].

Sa consideram girul numeric (¢,,), cu limita egala cu 400 si termenii situati
in intervalul [a,+00). Considerandu-1 pe L(¢) de mai sus, din teorema de
caracterizare a limitei unui sir numeric, deducem ca exista N(g) € IN* astfel
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incat £, > L(e) pentru toti n > N(e). In consecinta, pentru un astfel de n,
inegalitatea

ln
1) = Falw)| = 1) = [ flay)de] < ¢

are loc pentru orice y € [c,d]. Aceasta inseamna ca sirul de functii (F},),
avand termenul general dat de (2.61), este uniform convergent la functia
J(y), definita de (2.53), pe intervalul [c, d].
Suficienta. Sa aratam ca daca orice gir de functii (F},), avand termenul
general dat de (2.61), unde ¢, — +o00, ¢, > a, este uniform convergent la
functia J(y), definita de (2.53), pe intervalul [c,d], atunci integrala (2.53)
este uniform convergenta in raport cu parametrul y pe acest interval.
Intr-adevir, daci presupunem ca (2.53), care prin ipoteza este conver-
genta pentru orice y € [c, d] fixat, converge neuniform in raport cu parametrul
y pe intervalul [c, d], atunci exista g astfel incat pentru orice L arbitrar de
mare exista ¢ > L si y € [c,d] aga fel incat sa avem

9w) ~ [ fen)del 2 e

Presupunand ca L ia valorile [a] 4+ 1, [a] + 2, -+, [a] +n, ---, obtinem girul
numeric (¢,), cu ¢, > n, gi un sir (y,), cu y, € [c,d], pentru care

ln
) = [ F(@,ya)dal = 1T (5n) = Falyn)] = <o
Aceasta inseamna ca girul de functii (F,), cu termenul general F,(y) =

Ln
/ f(z,y)dz, astfel construit, converge neuniform pe intervalul [c,d], ceea

ce contrazice ipoteza. [ ]

Observatia 2.3.1 Daca functia f nu schimba de semn, atunci pentru ca
integrala improprie (2.53) sa fie uniform convergentd in raport cu parametrul
y € [e,d] este suficient ca girul de functii (2.61) sa fie convergent la inte-
grala J(y) cel putin pentru o alegere particulard a girului numeric (¢,), cu
elementele din intervalul [a,4+00) si cu limita 4o0.

Intr-adevar, presupunand f functie nenegativa, avem

[ ez [7 fe g
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pentru orice £ > ¢,,. In consecinta,

9w) ~ [ Fe)del <176) - [ fe gy < <

pentru orice ¢ > ¢, si pentru toti y € [c,d] si cu ¢, suficient de mare. [ |

Observatia 2.3.2 Daca functia [ este continua si nu schimba de semn (de
exemplu, este nenegativa) si integrala improprie (2.53) este functie continua
de parametrul y € [c,d], aceasta integrald este uniform convergenta in raport
cu parametrul y pe intervalul [c, d).

Intr-adevir, considerand sirul numeric crescitor (£,) cu limita egala cu 400
si termenii situati in intervalul [a, +00) ajungem la girul de functii (F,,) avand
termenul general
ln

F.(y) = flz,y)dz, n=1,2---. (2.62)
Functia f fiind nenegativa, sirul de functii (F,,) cu termenul general (2.62)
este monoton nedescrescator, iar conform Teoremei 2.1.1, functiile F),(y) din
(2.62) sunt continue. Mai mult, acest gir de functii converge la functia con-

tinua
—+o00

J(y) = f(z,y)dx (2.63)

pe intervalul [c, d]. Dar Teorema 2.3.1 implica convergenta uniforma a sirului

de functii (2.62) la functia limita (2.63) si, in consecinta, dupa Observatia
+oo

2.3.1 integrala J(y) = / f(z,y)dz este uniform convergenta in raport cu

parametrul y pe acest interval. [ ]

Observatia 2.3.3 Integrala improprie de speta a doua

b b—X
7 = [ fayde = tim [0 e y)de

A—0+0 Jq

se poate reduce in mod asemandator la sirul de functii (), unde

b—An
Fiy) = [ fay)de,

iar (\,) este un gir numeric convergent la zero avand termenii cupringi in
intervalul (0,b — a).
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2.3.3 Proprietatile integralelor improprii uniform con-
vergente in raport cu parametrul y

In continuare prezentam unele proprietati ale integralelor improprii de tipul
(2.53) si (2.57) din care vom constata ca ipoteza suplimentara a uniformei
convergente in raport cu parametrul y ale acestora implica continuitatea,
derivabilitatea gi integrabilitatea lor.

Teorema 2.3.5 (Continuitatea unei integrale improprii depinzand
parametru) Daca functia f : [a,+00) X [c,d] — IR este continua §i integrala
(2.53) este uniform convergenta in raport cu parametrul y pe intervalul [c, d],
atunci functia J(y) din (2.53) este continud pe acest interval.

Demonstratie. Consideram sirul de functii (F,,) cu termenul general (2.62),
unde y € [¢,d]. Dupa Teorema 2.1.1, functiile (2.62) sunt continue pe inter-
valul [c,d]. Mai departe, Teorema 2.3.4 implica ca sirul considerat este uni-
form convergent la integrala J(y) din (2.53) si, in consecinta, functia J(y)
este continua pentru ca este limita unui sir de functii uniform convergent. m

Teorema 2.3.6 (Derivabilitatea unei integrale improprii depinzand
de parametru) Daca functiile
. of
fla,+o00) X [c,d] = R si 0 la,+00) X [c,d] = IR
Y
sunt continue, integrala improprie (2.53) este convergenta, iar integrala im-
proprie depinzand de parametrul y

+oo 9
/a a;j(:z,y)ala: (2.64)
este uniform convergentd in raport cu parametrul y pe intervalul [c, d], atunci
functia (2.53) este derivabila pe [c,d] si

dJ too Of
—(y) = —(x,y)dzx, € le, d]. 2.65
LW =] G yeled (2.65)
Demonstratie. Consideram din nou girul de functii (#,) cu termenul gen-
eral (2.62), unde y € [c, d], convergent la integrala (2.53) pe intervalul [c, d].
Conform Teoremei 2.1.2, functiile F,,(y) sunt derivabile si are loc egalitatea

145 n
Fw = [ o= [ g (2.66)
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unde n=1,2,---, ¢<y<d, iar functiile F/(y) sunt continue pe [c,d].

Din ipoteze si Teorema 2.3.4 rezulta ca sirul de functii (F))) este uniform
convergent la integrala improprie (2.64) si F)(y) sunt functii continue pe
[c, d]. Constatam ca sirul de functii (F},) satisface ipotezele din Teorema 2.3.2,
prin urmare, integrala improprie J(y) este o functie continuu diferentiabila
pe [c, d] si relatia

I = [ ey

are loc pentru orice y € [c, d], ceea ce trebuia de demonstrat. [ |

Observatia 2.3.4 Avand in vedere expresia (2.53) a functiei J(y), rezulta
ca identitatea (2.65) se scrie

d o0 © 9
I e = [ @,

de unde deducem ca in ipotezele Teoremer 2.3.6 operatiile de derivare si inte-
grare ale unei integrale improprii depinzand de un parametru sunt comutabile.

Teorema 2.3.7 (Integrabilitatea unei integrale improprii depinzand
de un parametru) Dacd functia f din (2.52) este continud si integrala
improprie depinzand de un parametru (2.53) este uniform convergentd in
raport cu parametrul y pe intervalul [c,d], atunci functia J(y) din (2.53) este
integrabila si

d d 400 400 d
[Iway=[ay [ fayde= [T ar [ flayay. (@67
Demonstratie. Pentru orice gir de numere
617627' o 7£n7' ) (gn > a, nh_{lgogn = +OO)7

sirul de functii corespunzator

129
Fo(y) :/a flz,y)dz, n=1,2,---

este uniform convergent la functia J(y) pe [c,d], aceasta rezultand din Te-
orema 2.3.4. Dupa Teorema 2.1.1, toate functiile F),(y) sunt continue pe
intervalul [c, d]. Fiindca sunt indeplinite ipotezele din Teorema 2.3.3, avem

d d
lim Fn(y)dyzfc J(y)dy.

n—+oo J.
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Pe de alta parte, Teorema 2.1.4 implica egalitatile

[ Futwdy= [y [ sz = [ ar [ gy

In consecinta, pentru orice alegere a sirului (¢,), cu limita egala cu +oo si
termenii apartinand intervalului nemarginit [a, +00), avem

ln d d
lim dx/c f(x,y)dy:/c J(y)dy.

n—+oo Jq

Aceasta Inseamna ca integrala improprie de speta intai

[ [ gy

este convergenta si egalitatea

/CLJFOOd:z;/Cdf(x,y)dy - /Cddy/:“’ f(z,y)da

este satisfacuta si astfel teorema este demonstrata. [ ]

Corolarul 2.3.1 Daca f(x,y) este o functie continud care nu schimba de
semn pentru a < x < +00, ¢ <y < d (de ezemplu, f(x,y) este nenegativa),
war integrala

J(y) = /:oo f(z,y)dx

este o functie continud de y pentru ¢ < y < d, atunci relatia (2.67) este
adevarata.

Demonstratie. Intr Observatia 2.3.2 implica convergenta uniforma a in-
+oo
tegralei improprii J(y) = / f(z,y)dz pe intervalul ¢ < y < d i, in

consecinta, dupa Teorema 2.3.7, egalitatea (2.67) este adevarata. [ ]
Observatia 2.3.5 Egalitatea (2.67) se mai poate scrie in forma

/Cd dy /;oo f(z,y)dr = /;oo dx /Cdf(x,y)dy,

din care deducem ca in ipotezele Teoremer 2.3.7 cele doua operatii de integrare
sunt comutabile.
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Teorema 2.3.8 (Schimbarea ordinii de integrare intro integrala im-
proprie iterata a unei functii de semn constant) Daca

f+la, +00) x [¢, +00) — R (2.68)

este o functie continuda de semn constant, integralele improprii depinzand de
parametrul y

W)= [ sy s @ = [ sy

sunt functii continue pe intervalele [c,+00), respectiv [a,+00), si cel putin
una din integralele improprii:

/C+Oody +oofxy / da:/+oof1:y (2.69)

este convergenta, atunci cealalta integrala improprie din (2.69) este conver-

genta si
+oo +oo +oo +oo
/ dy / (z,y)d / dx / (x,y)d

Demonstratie. Sa consideram ca functia f este nenegativa si ca integrala
improprie iterata

J = /+OO dy f x,y)dz (2.70)

este convergenta. Trebuie sa demonstram ca

lim / dm/ (x,y)dy = J = / dy /+OO (z,y)dz. (2.71)

{——~+00

Pentru aceasta vom arata ca valoarea absoluta a diferentei dintre cantitatea

variabila / dx / (x,y)dy si cantitatea constanta

+o0 +o0o
/C dya f(z,y)dx

poate fi facuta mai mica decat un € > 0 ales arbitrar.
Conform Corolarului 2.3.1, are loc egalitatea

/aedx :Oo f(:c,y)dyz/c+oo dy/jf(x,y)dx,
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Functia f(x,y) fiind nenegativa, putem scrie
+oo +oo ¢ +oo
0 < / dy/ f(w,y)dx—/ dﬂf/ Sl y)dy =
“+oo +oo
= / dy | J(@y)de=
c1 +o0o +o00 +00
= / dy/ﬁ f(fv,y)der/ dy/g [z y)dz <

< /Cc1 dy/;oo f(a:,y)dxjt/c:roo dy/joo f(z,y)dx,

unde ¢ < ¢; < +00.
Deoarece (2.70) este integrala improprie convergenta rezulta ca pentru
e > 0 exista ¢; > c astfel incat

(2.72)

/:OO dy /:OO flz,y)dr < % (2.73)

+oo
Din continuitaea integralei / f(z,y)dz pe intervalul ¢ < y < 400 (vezi
a
ipoteza) si Observatia 2.3.2 rezulta ca integrala de mai sus este uniform
convergenta in raport cu parametrul y pe orice compact [c, ¢;]. Prin urmare,
pentru € > 0 ales arbitrar mai sus exista L(¢) > a astfel incat pentru orice
> L(e) siy € [c, c1] are loc inegalitatea

/;OO flz,y)dz < (2.74)

21— )

Folosind acest rezultat constatam ca inegalitatea

c1 +oo glci—c) €
/c dy./Z f(x7y)dx<2(01—0)_§

are loc pentru toti £ > L(e). Acum, din (2.72), (2.73) si iterata (2.74) tragem
concluzia ca

0§/CJroody/aJroof(x,y)dx—/jd:v/;oof(:v,y)dy<5

pentru toti ¢ > L(e), ceea ce trebuia sa demonstram pentru a fi adevarata
concluzia teoremei. |
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Daca f(z,y) din (2.68) nu are semn constant si concluziile Teoremei 2.3.8
dorim sa fie adevarate, atunci ipotezele Teoremei 2.3.8 trebuiesc modificate
dupa cum urmeaza.

Teorema 2.3.9 (Schimbarea ordinii de integrare intro integrala im-
proprie iterata din functia f care schimba de semn) Daca f din (2.68)
este o functie care isi schimba semnul de o infinitate de ori si integralele 1m-
proprii depinzand de un parametru:

)= [ Sy 2@ = [ ey

sunt uniform convergente pe orice interval finit ¢ < y < C' gi respectiv pe
orice interval finit a < x < A, iar cel putin una din integralele improprii

iterate
“+oo +oo +oo +oo
[y [ ryld [ e [ @yl (279)

este convergenta, atunci integralele iterate

+00 +oo +o0 +OO
/ dy/ (x,y)d / dx/ (x,y)d (2.76)

sunt convergente i

+oo +o0 +oo +oo
/ dy/ (x,y)d / dx/ (x,y)d

Demonstratie. Pentru precizare, presupunem ca cea de a doua integrala din
(2.75) este convergenta. Aplicand criteriul de comparatie functiilor f(z,y),
|f(x,y)|, precum si functiilor

+o0 +0oo
| fade, [ 1S y)lde,

deducem ca cea de a doua integrala improprie din (2.76) este convergenta.
Mai avem de demonstrat ca

lim /Z dx /:Oof(m,y)dy = /CJFOo dy /:OO f(z,y)d. (2.77)

l——+00 Jq

“+o0o
Integrala improprie / f(z,y)dy fiind uniform convergenta, pe orice inter-

4
val finit [a, A] si pentru orice numar finit £ > a, avem

/; e /;oo fle,y)dy = /;OO dy/jf(x,y)d:v. (2.78)
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Sa calculam valoarea absoluta a diferentei dintre cantitatea variabila

+oo
/ dx / (x,y)dy si numarul / dy / (x,y)dx care intra in relatia
(2.77). Tinand cont si de (2.78), constatam ca au loc egalitatile si inegalitatile

—+oco —+oco
|/ dy f:vyda:—/dx/ flz,y)dy| =

= |/ dy/ xydw—/ dy/af(%y)dl’\:
- |/C+°Ody/;oof(x,y)d$|=

o +oo (2.79)
:|/ dy/ xydm+/ dy/ f(z,y)dx| <
c l
c1 —+o00 +00
< [y [ rdn+ [y [yl <
c C1
c1 —+o00 —+o00 “+o0
<[ Cdy [ faydel+ [ ay [ f@ylde
oricare ar fi ¢; > ¢. Din convergenta integralei iterate
+00
[ [ el
rezulta ca pentru orice € > 0 exista ¢; > ¢ astfel incat
+oo
/ dy/ flx,y)|dx < 5 (2.80)

Acum, fixand o valoare a lui ¢; > ¢ pentru care inegalitatea (2.80) are loc si
+o0
luand in consideratie ca integrala / f(z,y)dz este uniform convergenta,

alegem, la fel ca in demonstratia Teoremei 2.3.8, o cantitate L(e) astfel incat
sa fie satisfacuta inegalitatea

+oo
[ Sl < g =5

pentru orice ¢ > L(g) si pentru toti y € [, ¢;]. Atunci, avem

c) €

/Cdy +°°fxydx‘ 17:0):5 (2.81)
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pentru orice ¢ > L(e) si, in consecinta, in baza relatiilor (2.79) (2.80) si
(2.81), se obtine inegalitatea

+o00 +o00 1 +o00
[y [ fayyde— [Cde [ feydy] <

oricare ar fi £ > L(e), ceea ce trebuia sa demonstram. [

Observatia 2.3.6 Teoreme similare au loc pentru integrale tmproprii de
speta a doua care depind de un parametru.

Exercitiul 2.3.2 Sa se arate ca integrala lui Poisson
+oo 5
I= / e~ d (2.82)
0

are valoarea egald cu /7/2.

Solugle In (2.82) facem substitutia x = ut si apoi Inmultim in ambii membri
cu e ¥’ . Obtinem

7u _/ —(1+t2)u? dt.

Integrand in raport cu w pe intervalul [0,+o00) ambii membri ai acestei
egalitati si tinand cont de definitia lui I, gasim

—+00 “+00
2= / ( / we It du, (2.83)
0 0

In baza Teoremei 2.3.8 se poate schimba ordinea de integrare in (2.83) astfel

ca putem scrie
+oo +o0o
I :/ (/ we HO 4y dt. (2.84)
0 0

Dar integrala din interior din membrul doi al relatiei (2.84) este imediata
pentru ca se cunoaste o primitiva a functiei de integrat si valoarea sa este

oo 11
- t2)qu = — 5 2.85
/0 e Yoy (2.85)

Din (2.84) si (2.85) obtinem

+oo T
2/ 1+t2_7’

de unde gasim in final ca valoarea integralei lui Poisson este /7/2. [ |
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2.4 Criterii de convergenta uniforma

Teorema 2.4.1 (Conditie necesara si suficienta de convergenta uni-
forma a integralelor improprii de speta doua care depind de un
parametru) Integrala improprie

/:OO f(z,y)dz (2.86)

este uniform convergenta in raport cu parametrul y pe intervalul [c,d] daca
si numai dacd pentru orice € > 0 exista L = L(e) astfel incat inegalitatea

e//

’ ; f(a:,y)dx‘ <e (2.87)

are loc simultan pentru orice ', " > L(e) si pentru orice y € [c,d].

Demonstratie. Necesitatea. In ipoteza ci integrala (2.4.1) este uniform
convergenta, atunci aplicand Definitia 2.3.1 rezulta ca pentru orice € > 0
exista L = L(e) astfel incat pentru toti ¢ > L(e), ¢" > L(e) si y € [c,d]
inegalitatile:

‘/ fxyd:r;’ %; ‘/, fxydac<§

sunt indeplinite. Prin urmare, pentru orice ¢, ¢’ > L(e) si pentru orice
y € [c, d] obtinem inegalitatea

‘/e' (x ydx ’/ (z,y) dx—/{joof(x,y)dx‘ <

+o0
g]/ﬁ/ xyda:‘—i—‘/ xydx<2—|—§
Suficienta. Daca inegalitatea (2.87) are loc pentru orice ¢/, ¢" > L(e) si
pentru orice y € [c, d], conform criteriului general de convergenta uniforma al
lui Cauchy pentru integrale improprii, integrala improprie (2.86) este conver-
genta pentru orice y € [¢, d]. Prin urmare, trecand la limita pentru ¢ — +o0
obtinem, pentru toti ¢ > L(e), inegalitatea

flz,y)dz| < e < 2, (2.88)
[ i
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care are loc (V) y € [c,d]. Dar, in (2.88) recunoasgtem definitia uniformei con-
vergente in raport cu parametrul y pe compactul [c, d| a integralei improprii
(2.86). ]

Teorema 2.4.1 este cunoscuta sub numele de criteriul general de con-
vergenta uniforma al lui Cauchy.

Teorema 2.4.2 (Criteriul lui Weierstrass de convergenta uniforma
a unei integrale improprii depinzand de un parametru). Daca

[f(z,9)l < g(z), (V) z € la, +00), y € [¢,d] (2.89)

st integrala tmproprie de speta inta:

/:OO g(x)dx (2.90)

este convergenta, atunci integralele improprii

[ pwnde s [yl

sunt uniform convergente in raport cu parametrul y pe intervalul [c, d).

Demonstratie. Fie ¢ > 0 arbitrar. Din convergenta integralei improprii
(2.90) si criteriul general al lui Cauchy de convergenta a integralelor improprii
deducem existenta lui L = L(g) > 0 astfel incat conditia

/Z o) < = (2.91)

/

este satisfacuta pentru toti ¢/, ¢ > L(e) cu ¢" > {'. Pe de alta parte din
(2.89) si proprietatile integralelor definite, avem

[ e < [Cieplie< [ g (292)

Atunci, din (2.91), (2.92) si Teorema 2.4.1 rezulta concluzia teoremei. [

Criteriile corespunzatoare convergentei uniforme a integralelor improprii
depinzand de parametru din functii nemarginite gi limite finite de integrare
se formuleaza gi se demonstreaza intrun mod asemanator.

De exemplu, criteriul general al lui Cauchy de convergenta uniforma a
integralei improprii de speta doua depinzand de un parametru, cu limita
superioara punct singular, are formularea care urmeaza.
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Teorema 2.4.3 (Conditie necesara si suficienta de convergenta uni-
forma a integralelor improprii din functii nemarginite depinzand
de un parametru). Integrala improprie de speta doua depinzand de un
parametry

b b=\
J*(y):/a f(x,y)dx:lkiir&/a flz,y)dz, ¢c<y<d
>0

A

este uniform convergenta in raport cu parametrul y pe intervalul [c,d] daca
st numai daca pentru orice € > 0 exista 6 = d(e) > 0 astfel incat pentru
orice X' gi X apartinand intervalului (0, min{b — a,0(e)}) inegalitatea

b=\
\/ f(fv,y)dw\ <e
b—N
este satisfacuta pentru orice y € [c, d).

Exemplul 2.4.1 Sa se evalueze functia

I 0) = |

0

+00 2
e” " cosfrdr, >0, §€lR. (2.93)

Solutie. Conform criteriului lui Weierstrass, integrala improprie depinzand
de parametrii « si 3, definita in (2.93), este uniform convergenta in raport
cu parametrul § pe orice interval compact din IR deoarece

le= %" cos Bz| < e %

. _ 2 v . v . ~
si Jo7 e ** dx este convergenta. Este permisa derivarea in raport cu § sub
semnul integrald in J(a, ) deoarece in baza aceluiagi criteriu integrala

teo 9 —ax? d oo —az? _: d
/o %(e cosﬁx) a:——/o xre sin fxdx

este uniform convergenta in raport cu parametrul § pe orice interval compact

din IR. Avem deci

oJ +oo 1 [t+oo d
%(@,ﬁ) = _/0 me_ax2 Slnﬁxdx: %/0 Sinﬁx%(e_QIQ)dx,
Integrarea prin parti in ultima integrala conduce la ecuatia diferentiala simpla
oJ B

28~ 2a”
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din care obtinem
ﬁQ
J(a,B) =C(a)e 4o, (2.94)

Ramane sa determinam functia o — C(«). Luand pentru [ valoarea zero,
gasim

Cla) = J(o,0) = /0+Oo e % da. (2.95)

Ultima integrala se obtine din integrala lui Poisson dupa ce trecem pe x in

Var:

J(a,0) = 1@ /0+°° e~ (VaTP g\ /a ) \/15 \f (2.96)

Din (2.94), (2.95) si (2.96) rezult

+oo a2 1 T -
J(a,ﬁ):/o e cos frdx :2\/;e da,

Exemplul 2.4.2 Sa se calculeze valorile integralelor lui Fresnel

+00 +oo
/ sin (2?)dr i / cos (2?)dzx.
0 0

Solutie. Punand (z?) = t, obtinem:

+00 1 rtosint

/ sin (2%)dr = 7/ galt;
0 2 Jo Vit
1 [too cost

+o0
/0 cos (2?)dx = 3 ), Wdt.

Din relatiile (2.95) si (2.96), in care punem « =t §i * = u, avem
1

2 too »

Inmultind (2.97) cu functia t — e *sint, k > 0, si integrand pe [0, +00)
gasim

+o00 gin ¢ 2 +o0 +o0o
ST okt g = 2 / (/ e+t gin ¢ du) dt. (2.98)
0o Wt V7 Jo 0
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Daca in (2.98) schimbam ordinea de integrare si tinem cont de rezultatul

1

+oo
e it dt = —
/0 e sin 15kt a2

simplu de demonstrat folosind de doua ori metoda integrarii prin parti,
ajungem la concluzia

toosint g, 2 [t 1
o etar = [T 2.99
0o Wi ‘ Vrloo 14 (k+u?)? (299)
Trecand la limita in (2.99) pentru £ — 0 deducem

+oo gin t

2 [t 1 2 0w s
7dt:—/ ——dl = —= —= =/ =. 2.100
0o WVt Vo 14 ut VT 24/2 2 ( )

In acest mod se gaseste 1n final ca valorile celor doua integrale Fressnel sunt

egale si
+o0o +oo 1
/ sin (2%)dr = / cos (2%)dr = = ,/Z
0 0 2V 2

Dupa cum s—a mai afirmat, integralele lui Fressnel sunt utilizate in optica. m

Exemplul 2.4.3 Pornind de la valoarea integraler improprii de prima speta
studiata in Fxemplul 1.12.3, sa se demonstreze, in baza Teoremei 2.5.5, ca
pentru 0 < p < 1 are loc relatia

+oo tp—l
/ dt = " (2.101)
o 141 sin p

Solutie. Din (1.103) /m LR L paca i
olutie. Din (1. avem ——dr = — - —5——. Daca in
’ o 1+4+a2m 2n  sin 22
aceasta integrala efectuam substitutia z = tﬁ, obtinem
2m+1
+oo ¢7on 1 s
/0 17 = amr1 (2.102)

sSin

T
2n

egalitatea precedenta devine

+o0 tp—l
/ it =" (2.103)
o 1+t sin pmw

Cu notatia p =
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in care deocamdata p este numar rational. Sa extindem valorile pe care le

poate lua p intre 0 si 1, considerand ca p € IR N (0,1) si sa observam ca
p—1

; este continua pe multimea

functia reala de doua variabile reale f(t) = .

(0,4+00) x (0,1). Despartind intervalul de integrare in subintervalele (0, 1] si
[1,4+00) si aplicand criteriul lui Weierstrass integralelor improprii depinzand

de parametrul p
1 ¢p—1 oo p—1
/ dt s / dt
o 1+t 1 1+t

in care functiile g(¢) sunt respectiv egale cu

-t tr2t
9 =1 s W=7
oo #p—1
unde 0 < p; < py < 1, vedem ca integrala /0 = tdt este uniform conver-
genta in raport cu parametrul p pe orice interzzi ;}c:frllpact [p1, po). In baza

Teoremei 2.3.5, rezulta ca integrala improprie / tdt este o functie con-

tinua de paramatrul p pe intervalul (0,1). Cum orice numar real este limita

unui gir de numere rationale putem afirma ca p € (0,1) este limita pentru
2m +1

Y

m — 400 §i n — +00 a girului numeric cu termenul general egal cu
n
unde 0 < m < n. Trecand la limita in (2.102) pentru m — 400 gi n — +00

ajungem la egalitatea (2.101), care trebuia sa o demonstram. |

2.5 Integrale Cauchy—Frullani

Definitia 2.5.1 Se numeste integrald Cauchy—Frullani® integrala impro-
prie de speta intai depinzand de doi parametri

oo f(br) — f(ax)

0 T

da, (2.104)

unde 0 < a < b < +o0.

Frullani, Giuliano (1795 — 1834), matematician italian.
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Teorema 2.5.1 Dacd f € C'([0,+00)), derivata [ este integrabild in sens
generalizat si f are limita finita f(400) cand x — +oo, atunci

R L R PR ) [P R

Demonstratie. Din ipotezele f’ este integrabila in sens generalizat si f are
limita la infinit, In urma aplicarii formulei Leibniz-Newton de calcul a unei
integrale improprii de speta intai convergente, deducem

/ " @)de = f(+00) — £(0). (2.106)

In baza criteriului lui Cauchy, aceleasi ipoteze asigura uniforma conver-
genta a integralei improprii

I = | ™ P luz)da (2.107)

in raport cu parametrul u pe intervalul [a, b].

Intr-adevar, din Teorema Bolzano—Cauchy de existenta a limitei finite a
functiei f in punctul de la infinit rezulta ca oricare ar fi ¢ > 0 exista N(g) > 0
astfel incat oricare ar fi #/, 2" > N(e), avem

If(2") — f(2")| < ae. (2.108)

AN

Schimbarea de variabila ux = ¢ in integrala definita / f'(uz)dx, urmata
A/

de integrarea prin parti gi utilizarea inegalitatii (2.108), conduce la

’/A” (ux) da: = ‘/il h '(t)dt’

’f(A”u) - f(A’u)’

u

(2.109)

< If(A) ~ f(Aw)] < e

1 .
oricare ar fi A’, A” > —N(e) si oricare ar fi u din intervalul [a,b]. In baza

criteriului lui Cauchy de convergenta uniforma a unei integrale improprii
depinzand de un parametru rezulta ca integrala (2.107) este uniform conver-
genta 1n raport cu parametrul u pe intervalul [a, b], iar valoarea sa este

/ f () de = L0P) = J(az) (2.110)

i
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Avand in vedere (2.110), rezulta ca putem scrie
+oo f(h +oo
J(bz) = Jlaz) x) / da:/ F(uz)d (2.111)

Aplicand Teorema 2.3.7 in ultima integrala din (2.111), obtinem

/(J+oo dx /ab [ (uz)du = /ab du /OJFOO [ (ux)dz. (2.112)

In ultima integrald din (2.112) efectusim schimbarea de variabild uz = t si
folosim (2.106). Obtinem

/ du/ (uzx)dr = /ab f(+oo)u— 1) du =

0

(2.113)
= [f(+o0) — F(0)] .
Relatiile (2.112) si (2.113) conduc la (2.105). [

Teorema 2.5.2 Dacad functia reald de variabila reala f : [0,400) — IR nu
are limita finita in punctul de la infinit, insa integrala improprie de tipul intas
/+°° f(x)

A x
atunct

dx, unde A > 0, este convergenta si f este derivabild in origine,

1 0 = 10 gy o1 21y

Demonstratie. Integralele depinzand de parametrul s :

as f(t) — f(O) dt; bs f(t) B f(O) dt, (2.115)
0 t 0 t
sunt, proprii, singularitatea in origine fiind aparenta deoarece functia de sub
semnul integrala poate fi prelungita la toata semiaxa [0,4o00) atribuindu—i
ca valoare in origine limita sa in origine care este f/(0), ce din ipoteza exista.
Efectuand schimbarile de variabila ¢ = ax In prima integrala (2.115) si t = bz
in cea de a doua, avem

“HO 10, iSO,
0 t 0 x ’

(2.116)
SISO, 10,
0 t 0
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In consecinta,

/ fbx f(bx) = f(az) be() f(o)/absdt:

b - (2.117)
_/Sf dt — f(0)In - o

Ultima integrala din (2.117) poate fi facuta oricat de mica de indata ce s este
foarte mare, ceea ce Inseamna ca

lim / de — _fO)m . (2.118)

s—+o0 /0 a

Definitia convergentei unei integrale improprii de speta intai si relatia
(2.118) demonstreaza egalitatea (2.114). u

Exercitiul 2.5.1 Folosind eventual integralele Cauchy—Frullani, sa se stu-
dieze urmatoarele integrale tmproprii depinzand de parametri si in caz de
convergenta sa se precizeze valorile acestora:

400 e—ba: — eax
a) I(a,b) = /0 de’ 0<a<iy;

+oo ] +qge b
—ln&daﬁ, p,q>0, 0<a<b;
T ptger

b Liabpg = [

+oo arctg (bx) — arctg (ax)

c) I3(a,b) = / dr, 0<a<b;

0 T

d) L(ab) =

/+°O cos (bx) — cos (ax)d O<a<bh
€, a )

0

O Ins) = [ Sm(ﬁ“) dr, o # 45

=]

f) Is(a,b) =

/+°° cos (bx) — cos (a:c)d O<a<bh
€, a )

[e=]
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—b2z2 _ —a’z

T e e
9) Llab) = [ dr, 0 <a| < o]
0

xr2

+oo In (1 + b2x2) —In (1 + a®x?
W K = [ REETET e

0 2

) +oo gln (1 +bz) —bln (1 + ax
) nap = [ U0 U e

dr, 0<|a] <|bl;

dr, 0<a<b;

b1 — cos (bx)

" cos (ax)dx, a #b;

§) Lola,b) = /

/+°° asin (bx) — bsin (br)
0

k) ILi(a,b) = dr, 0<a <b;

.’172
n

4oo p—bx™ __ azr
1) Iis(a,b) = /0 %dm, n>0,a>0,b>0;

400 —bxr _ ,—ax\2
m) ILiz(a,b) = / de, 0<a<b;
0 x

400 p—bx _ ,—ax bh— —ax
n) Iis(a,b) :/0 € ¢ —;;E( a)e dr, 0<a<b;

+oo sin (bx) — sin (ax)

dr, 0<a<hb.

o) ILs(a,b) = /0

Solutie. Dupa cum vom constata, unele din integralele de mai sus ori sunt
integrale Cauchy—Frullani de tipul celor descrise in Teorema 2.5.1 gi Teorema
2.5.2, ori se reduc la una din acestea.

X

a) Fie f : [a,+00) — IR, f(x) = e . Rezulta ca aceasta functie satisface
ipotezele Teoremei 2.5.1. Deci

B 8) = [f(+o0) = fO)] " = hfa,t)=In5;

a

b) Inlocuind logaritmul catului cu diferent logaritmilor numaratorului si nu-
mitorului se deduce ca functia f din Teorema 2.5.1 este f(z) =In(p+ ge™*).
Deoarece f(0) =In(p+q) si f(4+00) = Inp, rezulta ca

q a
I b)=In(1+ =)In—;
2(p7Q7&7 ) n( +p) n ba
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b
¢) f(z) =arctgx, f(0) =0, f(+o0) = g, deci I3(a,b) = gln—;
a
d) f(z) = cosz, f(0) = 1. Nu exista lir+n f(z), in schimb integrala improprie

+oo coszx

de speta intai dx, unde A > 0, este convergenta in baza criteriului

A x
lui Dirichlet (vezi Teorema 1.11.2)). Prin urmare, conform Teoremei 2.5.2,

avem I4(a,b) = In 5

e) Deoarece sin (ax) sin (fz) = cos|a = Bz ; cosfar+ 6\:67 rezulta ca f(z) =
1 1
5 o8, a = lao+ G| si b = |a — (]. Prin urmare I5(a,b) = 2111‘31—2‘.

1 1
f) Scriind — = ( — —)l si aplicand metoda integrarii prin parti, avem
x x
+oo 1
Is(a,b) = —/ (cos (bx) — cos (ax))(;)’dw =
0
- 1 b +0o0
= —E(COS( ) — COS (aa:))‘o +
N /+oo asin (ax) — bsin <bx)dx (a1 /+oo Smtdt.
0 T 0 t

Integrala la care s—a ajuns este integrala lui Dirichlet, a carei valoare, con-
T T
form relatiei (2.51)), este 5 Prin urmare, Ig(a,b) = 5(@ —b).

g) Procedand ca la punctul precedent, obtinem

e—a2332 o e—b2x2 —b2z2

]7(&,[)) = — dm:

2.2
+o0 /+°° a’re” T — b1ge
0

€T 0

too 5 o too 5 o
= 2a2/ e“xdx—ZbQ/ eV dy =
0 0

T

+oo 2
= 2(a— b)/ e " dt.
0

Ultima integrala este integrala Euler-Poisson (vezi Exemplul 2.3.2) a carei

valoare este \/2% Deci, I7(a,b) = (a — b)+/T.
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h) Se integreaza prin parti si se gaseste

9 +o0 1 9 +o0 1
Lat) = 2 [ dr 20 [ e =

= 2barctg (bx)‘:)o — 2a arctg (ax)’;roo =7(b—a).

i) Pentru calculul integralei Iy(a, b) observam ca se poate scrie

In(1+bx) In(l+ax)
+o0 -
Iy(a,b) = ab/ bz ax dz.
0

Functia f(x) din Teorema 2.5.1 este
In (1
M, dacd 1z €10,+00)
1, daca 1z =0.

xT

Avem lirlloof(x) =0l f(0) = 1. Prin urmare, Iy(a,b) = abln %.

j) Integrala I1y(a, b) se poate scrie in forma

dz+

1 p+o cos(ax) — cos(a+b)x
bty = L[ eslen —sosy

N 1/+°° cos (bzr) — cos |a — b‘xdw.
2 Jo x

Ambele integrale fiind integrale Cauchy—Frullani de tipul celei din Teorema
2.5.1, rezulta ca

1 a 1 a 1 a?
Tio(a,b) = =1 o S ML
w(ab) =g s o = o

k) Mai intai, avem

sin (ax)  sin (bx)

+o0 b
Ii(a,b) = ab / az T,
0

X




106 Ion Craciun

Apoi, se vede ca functia f din Teorema 2.5.1 este
sin x

flx)y=4q *

1, daca z =0,

, daca 1z €[0,+00)

iar lirf = 0. Prin urmare, I1;(a,b) = ablnab.

1) Scriem intai

n

— n —
+00 ¢ bx™ e~ az -
" dx

Ta(a,b) = /

0 x
si apoi efectuam schimbarea de variabila 2" = t. Obtinem

1 400 p—bt _ —at
Ta(a,b) = 5/0 %dt.

1
Folosim acum I (a,b). Prin urmare, I15(a,b) = —In
n

S e

m) Se aplica metoda integrarii prin parti si obtinem
400 e—(a—i—b)ac _ e 2aw +oo e—(a—f—b)ax _ €—2bac

dz + 2b / dz.
0

T

Lis(a,b) = Qa/

0 x
Ambele integrale sunt integrale Cauchy-Frullani care se incadreazd in Teo-
rema 2.5.1. In acest mod valoarea integralei initiale este
_ (2a)2a(2b)2b
Ilg(a, b) =In m.
n) Se integreaza prin parti si se ajunge la
+00 g—aT _ efbx +00
Liy(a,b) = b/ ————dr—a(b— a)/ e ““d.
0 x 0
Prima integrala este integrala Cauchy—Frullani, iar a doua este imediata. Se
obtine
b
Liy(a,b) =bln—+a —b.
a

0) I15(a,b) este diferenta a doud integrale Dirichlet. Intr-adevir,

Ia(a.b) = | " Sinb(bx)d(b:c) - resin(azr) o,

0 X axr
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T
Fiecare integrala are valoarea > deci I5(a,b) = 0. Aceasta integrala este

totodata integrala Cauchy—Frullani care se incadreaza in Teorema 2.5.2, func-
tia f filnd f(x) = sinx. Pentru ca valoarea in x = 0 a functiei f este nula
rezultd ca I;5(a,b) = 0. [

2.6 Integralele lui Euler

2.6.1 Definitiile functiilor Beta si Gama

Definitia 2.6.1 Integrala depinzand de parametrii p si q,

1
B(p.q) = / (1 — 2)0 (2.119)
0
se numeste integrala Euler de primul tip sau functia Beta.
Definitia 2.6.2 Integrala improprie depinzand de parametrul p,
+00 1
[(p) :/ xP e tdr, (2.120)
0
se numeste integrala Euler de tipul al doilea sau functia Gama.

Functiile (2.119) si (2.120) joaca un rol important in diferite domenii ale
matematicii gi ale matematicii fizice. Dupa cum se va arata, functia Beta
se exprima in functie de functia Gama si din acest motiv vom prezenta mai
intai proprietatile functiei Gama.

2.6.2 Proprietati ale functiei Gama

Teorema 2.6.1 Integrala improprie (2.120) este convergenta pentru 0 < p <
+o00, divergenta pentru p < 0 si uniform convergenta in raport cu parametrul
p pe orice compact [pg, P, unde 0 < pg < P < +oc.

Demonstratie. Dacia p — 1 < 0, integrandul din (2.120) are un punct
singular in limita inferioara. Sa despartim intervalul de integrare in doua
subintervale, de exemplu [0, 1] si [1,+00), prin intermediul punctului z = 1.
Avem

+o0o 1 +o00
/ Pl dx :/ P e Tdx +/ e T da, (2.121)
0 0 1
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Primul termen din membrul doi al egalitatii (2.121) este o integrala im-

proprie de speta a doua daca p — 1 < 0, cu punctul singular in limita infe-
1 ,—x

rioara. Scriind aceasta integrala in forma dx i aplicand criteriul de

1-p
comparatie in «, formularea cu limita, deducer:IUl ca integrala este convergenta
daca 1 — p < 1, adica daca p > 0, si divergenta daca p < 0.

Cel de al doilea termen din membrul al doiea al egalitatii (2.121) este o
integrala improprie de speta intai convergenta pentru toate valorile reale ale
lui p. intr—adevér, pentru a arata aceasta sa remarcam ca egalitatile
p+1 xp—&-l

lim 2?f(z) = lim 2%z’ 'e™” = lim =(p+1) lim
T—+00 T—+400 r—+o0 eT r—+o00 T

=0

sunt satisfacute pentru orice p € IR.
A +oo
In consecinta, integrala improprie / 2P~ le” *dx este convergenta pen-
0

tru orice p > 0 si divergenta pentru p < 0.

Sa demonstram ca integrala improprie (2.120) este uniform convergenta
in raport cu parametrul p pe orice interval finit [py, ], unde 0 < pg <
Py < +00. Ca si In cazul convergentei obignuite a acestei integrale, scriem
[0,4+00) = [0,1] U [1,400) si studiem convergenta uniforma in raport cu
parametrul p a integralelor improprii

Lo oo 1
/ x2Pe” fdr sl / e Td.
0 1

Cand p > po > 0 si x € [0,1], functia de integrat satisface inegalitatea
1

2P~le® < gPo~l jar integrala / 2P~z este convergenta daca py > 0 si
0

are valoarea 1/py.
Conform criteriului lui Weierstrass de convergenta a integralelor improprii
1

depinzand de un parametru, rezulta ca integrala / 2P~ le” *dx este uniform
0
convergenta in raport cu parametrul p pe intervalul [pg, +00), unde py > 0.
A
Evaluand integrala / 2P~ te™*dr pentru p — 0 + 0 si A =const> 0 se
0

observa ca

Ao - AP
/ P e dr > e” / P dr = — — 400
0 0 pe

1
si, In consecinta, putem afirma ca integrala / 2P~ te”%dx nu este uniform

0
convergenta in raport cu parametrul p pe intervalul (0, 400).
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Tot datorita criteriului lui Weierstrass rezulta ca integrala improprie de
“+oo
speta Intai / 2P~ Ye™ “dx este uniform convergentd in raport cu parametrul
1

p pe orice interval de forma (—oo, Pp|, unde Py < +o0, deoarece

2P lem? < gP~le=® pentru 1<z < 400, —oc0o<p<PF,

“+oo
si integrala / 0 le™%dx este convergents.
1

+oo
Integrala improprie / 2P7le™?dx nu converge uniform in raport cu
1

parametrul p pe intervalul (—oo, +00). Pentru a justifica aceasta afirmatie,
oo
evaluam integrala / 2P~ le” "dx pentru ¢ > 1 arbitrar, dar fixat si pentru

valori mari ale lui p, deci pentru p — +o00. Pentru orice numar intreg N > 0
gasim valori ale lui p astfel incat p—1 > N, deoarece p — +o00. Prin urmare,
pentru astfel de p se poate scrie

+oo +oo +00 +oo
/ P le™ %dr > / Ne tdr = —e 2N , + N/ 2N e % dy.
¢ ¢ x= ¢

Aplicand repetat integrarea prin parti pentru calculul integralei improprii

o N1
/ 2" " e *dr 1n final se gaseste
¢

+oo
/ P e dr > (N + NV N(N - 1) 2 4.+ NDe™! — +o0
¢

cand N — 4o00. In consecinta,

+oo

lim P le”*dr = +oo, (V) £>0.
p—-+o0 Jy

1
Astfel, integrala improprie / 2P~le™*dx este uniform convergents in ra-

port cu parametrul p pe orice interval [pg, +00) cu py > 0 arbitrar, dar fixat,
+oo

iar integrala imroprie / 2P~ e %dx este uniform convergentd pe orice in-
1

terval (—oo, ], unde Py este un numar finit, arbitrar.

Agadar, ambele integrale sunt simultan uniform convergente in raport cu
parametrul p pe orice compact [pg, Py], unde 0 < pg < Py < 400, ceea ce
dovedeste ca integrala improprie (2.120) este uniform convergenta in raport
cu parametrul p pe orice compact [pg, Py|, ceea ce trebuia de demonstrat. m
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Teorema 2.6.2 Functia I' definita in (2.120) este o functie continud pe in-
tervalul (0, +00).

Demonstratie. Functia de integrat, f(z,p) = xP~'e™?, este continud pe
multimea (0, +00) X (0, +00), iar conform Teoremei 2.6.1 integrala improprie
(2.120) este uniform convergenta in raport cu parametrul p pe orice interval
finit [pg, Py], unde 0 < py < Py < +o0o. Prin urmare, conform Teoremei

+oo
2.3.5, rezulta ca integrala I'(p) = / 2P~ le™ %dx este functie continud pe
0

intervalul (0, 400). m

Teorema 2.6.3 Functia I' definita in (2.120) este infinit diferentiabila, de-
rivata de ordin k exprimandu—se prin integrala improprie depinzand de pa-
rametrul p

+oo

T (p) :/ P na)re *de, k=1,2,3,--. (2.122)
0

Demonstratie. Derivarea formald in raport cu parametrul p in (2.120)

conduce la egalitatea

(p) = /OJFOO 2" H(Inx)e “du. (2.123)

Egalitaea (2.123) poate fi justificata aratand ca integrala improprie (2.123)
este uniform convergenta in raport cu parametrul p pe orice interval finit
[po, Po], unde 0 < pg < Py < 400, iar derivata partiala in raport cu variabila
p a functiei de integrat f(x,p) = 2P~ e % este o functie continua pe mul{imea
(0,4+00) x (0,+00). Faptul ca integrala improprie (2.123) este uniform con-
vergenta in raport cu parametrul p pe orice compact [pg, o se demonstreaza
aplicand criteriul lui Weierstrass integralelor

1 +00
/ P Hnz)e “dr s / 2P HInz)e “dr,
0 1

1 +o00
functiile g(z) din integralele / g(x)dx s / g(x)dx fiind date respectiv de
0 1

g(z) =2 Inz| si g(x) = 2P Y Inzle ®.

Pentru obtinerea derivatei secunde a functiei I'(p) se aplica rationamentul de
mai sus functiei [(p) din (2.123). Din aproape in aproape se obtine (2.122)
si teorema este demonstrata. [ ]
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Sa stabilim acum o formula de recurenta pentru functia I'. Aplicand in
(2.120) formula integrarii prin parti, obtinem

400
— Po=t _ i P P
pl'(p) xl_lgloox e :ngr}rox e —i—/o aPe "dx.

fnsé, aplicand o teorema de tip Hospital, obtinem

lim zPe”* = lim aPe”* =0,
r——+00 x—0+0
deci
“+o00
()= [ areda,
0
adica

I'(p+1)=pl(p). (2.124)

Aplicand in mod repetat aceasta relatie de recurenta, obtinem
Fp+n)=@+n—-1)p+n—-2)(p+1)pl'(p). (2.125)

Din (2.125) rezulta ca este suficient sa cunoagtem valorile functiei I" pen-
tru orice p pozitiv §i subunitar pentru a obtine valorile lui I" pentru toate
celelalte valori pozitive ale lui p. De exemplu

r(Q)=r(z+2) = (5 +2-1)(z+2-2)r(3) =>r(3).  (2120)

Pentru a finaliza relatia (2.126) este necesar sa stim valoarea lui I'(p) pentru
1

p:§7

F(l) = /Om e . (2.127)

Punand in (2.127) x = ? i tinand cont de integrala Poisson, obtinem

r(;) = 2/(:0o e~ Pdt = 2\/2% = /7. (2.128)

5
Din (2.126) si (2.128) rezulti F(i) =V
Luand, in (2.125), p =1 si tindnd seama ca

+oo
r(1) :/ e~ vdz = 1, (2.129)
0
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rezulta
I'(n+1)=nl (2.130)

Cu alte cuvinte, functia I' este, intrun anume sens, o generalizare a
notiunii de factorial; putem spune ca prin intermediul functiei I' notiunea
de factorial capata sens pentru orice numar pozitiv.

Functia I" este de cea mai mare importanta in analiza. Ultima proprietate
stabilita face sa se intrevada aceasta importanta.

Teorema 2.6.4 FEzista o valoare py a lui p, in intervalul (1,2), astfel incat
functia T'(p) este strict descrescatoare pe intervalul (0, po) si strict crescatoare

pe (po, +00).

Demonstratie. Din expresia (2.119) a functiei I'(p) deducem ca, pentru
p > 0, valorile sale sunt pozitive. De asemenea, din (2.124) avem

F'(p+1)
p

[(p) =

pentru p > 0 gi deci I'(p) — +o0 pentru p — 0+ 0 deoarece I'(p
['(1) = 1 pentru p — 0 + 0. Mai mult, se poate arata ca hm ['(p)

p—> fe’e)

Observand ca din relatiile (2.128) si (2.129) avem ca I'(1) = F(Z) =
1 si folosind Teorema 2.6.1 si Teorema 2.6.2, constatam ca pe intervalul
[1,2] functia I" satisface ipotezele Teoremei lui Rolle. Conform acestei teo-
reme derivata I[V(p) se anuleaza intrun punct py € (1,2). Deoarece I'(p) =

+ )

+oo
/ P~ (Inz)%e”“dr > 0 pentru orice p > 0 rezulta ci derivata I'(p) este
0

o functie monoton crescatoare pe intervalul (0, 400). In consecinta, derivata
I(p) nu are alte radacini, in afard de pg, in intervalul (0,400). In plus,
I(p) < 0 pentru p < po si I'(p) > 0 pentru p > po deoarece I''(p) este o
functie monoton crescatoare. Deci, functia I'(p) are numai o valoare extrema
pe intervalul 0 < p < 400, §i anume un minim in punctul p = py.

2.6.3 Proprietati ale functiei Beta

Teorema 2.6.5 Integrala improprie de speta a doua (2.119) este convergenta
pentrup >0 st.q > 0.

Demonstratie. Daca p > 1 si ¢ > 1, functia de sub semnul integrala este
continua pe [0, 1], deci integrala are sens chiar pe [0, 1] ceea ce arata ca (2.119)
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este o integrala definita sau proprie. Daca cel putin unul din numerele p si ¢
este mai mic decat 1, integrala (2.119) este una improprie de speta a doua si
pentru studiul naturii acesteia vom descompune intervalul de integrare prin
intermediul punctului 1/2.

Daca p < 1, atunci din cele doua integrale care rezulta dupa descom-
punerea intervalului [0, 1], integrala

1 -1
/ 2 (1 —ll‘)q A
0 x P
este improprie de speta a doua cu limita inferioara punct singular. Aplicand
criteriul de comparatie in «, in varianta cu limita, constatam ca pentru 1—p <
1, deci pentru p > 0, aceasta integrala este convergenta.
Daca ¢ < 1, atunci integrala

1 P
/; T

2

este improprie de speta a doua cu limita superioara punct singular. Aplicand
acelagi criteriu de comparatie, deducem ca integrala este convergenta pentru
1 —¢ < 1, deci pentru ¢ > 0.

Deci, pentru p > 0, ¢ > 0, integrala (2.119) este convergenta. Prin
urmare, putem spune ca functia B(p, q) este definita in portiunea de plan cu
ambele coordonate strict pozitive. [ |

Teorema 2.6.6 Functia Beta este simetrica in variabilele sale p si q, adica

B(p.q) = B(a,p)- (2.131)
Demonstratie. In integrala (2.119) efectuiim schimbarea de variabils z =
1 —t si constatam ca are loc (2.131). [

Sa aplicam integralei (2.119) teorema de schimbare de variabila pentru
integrale pe interval necompact, punand

o
S l4u

r = p(u) (2.132)

Functia ¢ este derivabila, cu derivata continua pe (0, +00), si aplica intervalul
(0, 4+00) pe intervalul (0,1). Din faptul ca derivata

oy 1
@(U)—m
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este pozitiva pe (0,+00), rezultd ca ¢ este functie strict crescatoare pe
(0, +00), deci toate conditiile pentru aplicarea schimbarii de variabila definita
de (2.132) sunt indeplinite. Avem

ub—1

1 “+o00
- )t = [ du =
LAI (1-2)" dz 0 (L+w%%1+mr%1+m2u

T
o (I+u)rte

deci
ub—1

B =[ : (2.133)

1+ u)prta du
Integrala din membrul doi al relatiei (2.133) o scriem in forma

+o0 uP~ L p 1 uP~1 J +00 uP~1! p
- du = — — 2.134
/0 (14 u)rta Y /0 (1 4 u)pta ut /1 (14 u)rte s ( )

iar in cea de a doua integrala din membrul doi al acestei egalitati efectuam

1
schimbarea de variabila © = —. Obtinem
Y

“+o0 uP—1 P 1 yq—l i
—dadu = —ay. 2.135
/1 (14 u)pta v /0 (1 + y)rta y ( )

Din (2.133), (2.134) si (2.135) deducem o noua expresie pentru valorile func-
tiel Beta, i anume

B(p,q) = /0 Wdu

Aceasta expresie arata ca functia Beta este de fapt o integrala improprie cu
punctul singular doar in limita inferioara.

Teorema 2.6.7 Daca q > 1, atunci functia Beta satisface relatia de recu-

renta
qg—1
B(p,q) = —B(p,q— 1), 2.136
(p,q) p+q_1(pq ) (2.136)
war daca p > 1, atunce
p—1
B(p,q) = ———Bp—1,9). (2.137)
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Py
Demonstratie. Si presupunem intai ci ¢ > 1. Scriind ca zP~! = (—) si

p
aplicand integralei (2.119) teorema de integrare prin parti pentru integrale

improprii, obtinem
qg—1 /! -2
B(p,q) = 7/ 2P(1 —z)" “dx. (2.138)
p Jo

Utilizand in (2.138) identitatea 2? = 2P~ — 2P~ 1(1 — z), deducem

qg—1 qg—1
B(p,q) = TB(p,q —1)— TB(p, q),

de unde rezulta (2.136).
Tindnd seama de (2.136 si presupunand ca p > 1, in baza relatiei de
simetrie (2.131), avem (2.137) si teorema este demonstrata. [

Aplicand in mod succesiv formula (2.136) pentru diferite valori naturale
ale lui ¢, obtinem

. on—1 n—2 1
Cpd+n—1 p+n—-2 p+1

B(a,n) B(p,1).

. 1
Insa B(p,1) = / 2P~ 'dr = 1/p, deci, tinand seama de (2.131), obtinem
0

(n—1)!
p+D+2)---(p+n—-1)

B(p,n) = B(n,p) = 5 (2.139)

Luand in rolul lui p un numar natural m, din (2.139) rezulta, multiplicand
numaratorul gi numitorul cu (m — 1)!,

(n—1)!(m —1)!

B(m’n):BO”L,m): (m—|—n—1)!

2.6.4 Relatie intre functiile Beta si Gama

Sa cercetam acum daca intre functiile Beta si Gama exista vreo relatie. Pen-
tru aceasta vom avea nevoie de o alta expresie a functiei I' gi in acest sens
vom aplica integralei (2.120) teorema de schimbare de variabila, punand =z =

o(u) = In—. Aceasta functie aplica intervalul (0,1) pe intervalul (400, 0).
u
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De asemeni, ¢ este strict monotona pe (0, 1), derivabila, cu derivata continua
e (0,1) si ¢'(u) = —1/u. Avem

400 0 Tape1l 11
/ P le ™ %dy = —/ (ln —)p e u—du =
0 1 U U

= — /10 (ln i)p_ldu = /01 (ln i)p_ldu,
de unde rezulta ) .
I(p) = /0 (In a)’Hdu. (2.140)

1

Pe de alta parte, functia In este limita unui gir de functii reale (f,),

cu termenul general functia continua f, = n(l — u%), definita pe intervalul
(0, +00). Deci,

lim f,(u) = lim n(l —u%) :lnl. (2.141)

n——+0o00 n——+00 U

Sirul de functii (f,,) este strict crescator deoarece functia reala de vari-
x

abila reala x definita pe intervalul (0, +o0), cu valorile date de este

x
crescitoare, avand derivata pozitivi. In plus, functia ln% este continua si
prin urmare, conform Teoremei 2.3.1, convergenta sirului de functjii (f,,) este
uniforma. Putem deci aplica teorema de trecere la limita sub semnul integrala
si obtinem, in baza relatiilor (2.140) si (2.141),

I'(p) = lim n?* /01 (1 — u%)du.

n—-+o0o

Facand in ultima integrala schimbarea de variabila u = y™, obtinem

['(p) = lim np/ Yy y)P~ 1dy— hm n?B(n,p). (2.142)

n—-+o0o

Tinand seama de relatia (2.139), rezulta

I'(p) = lim n” (n—1)

n—too p(p+1)(p+2)---(p+n—1) (2.143)

Relatiile (2.142) si (2.143) stabilesc, intre functiile B i I', o legatura
mijlocita de o trecere la limita.
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Sa stabilim o legatura mai simpla intre aceste doua functii. In acest
scop, aplicam integralei (2.120) schimbarea de variabila x = ty, unde ¢t > 0.
Obtinem

r +oo
t(f ) _ /O PP lem Wy, (2.144)
Inlocuind in (2.144) pe p cu p+ ¢, in care ¢ > 0, si pe t cu 1 + ¢, gasim
I'(p+4q) OO Pt - (14)y

inmul‘gind ambii membri ai acestei egalitati cu tP~! si integrand, in raport cu
t, pe intervalul (0, +00), obtinem

G

+oo

(2.146)
— /+OO dt /+OO tp—lyp-l—q—le— (1+t)ydy
0 0

Ins#, in baza relatiei (2.133), integrala din primul membru al egalitatii (2.146)
este egala cu B(p, q), astfel ca putem scrie

—+00 “+o00
T(p+q) - B(p,q) = /0 dt /0 el pele=(y g, (2.147)

Sa demonstram acum ca este permisa schimbarea ordinii de integrare in
integrala din membrul al doilea al relatiei (2.147) pentru p > 1 gi ¢ > 1.
Pentru aceasta trebuie sa aratam ca cele cinci ipoteze ale Teoremei 2.3.8
asupra schimbarii ordinii de integrare intro integrala iterata sunt indeplinite.
Intradevir:

(a) functia
fly, ) =yt rlemH0y > 0

este continua pentru 0 <y < 400, 0 <t < 400;

(b) daca p > 1 i ¢ > 1 integrala din membrul doi al relatiei (2.146) este
convergenta,

(c) integrala

/ " fy.tdy = / e
0 0
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este o functie continua de variabila ¢ pe intervalul (0, +00) deoarece, in baza
relatiei (2.145), avem

+00 tp—1
/0 yrrite My = T(p + g) EDGG
iar I', dupa Teorema 2.6.1, este functie continua;
(d) integrala
/O+OO fly, t)dt = /O+Oo - lypra=le= Uy gy (2.148)

este de asemeni o functie continua pe intervalul (0, +00) deoarece din (2.148)
avem mai intai

“+oo +00
fly, t)dt = y”*q’le’y/ et
0

iar apoi, dupa schimbarea de variabila u = ty,

/0+OO fly,t)dt =y e ¥ -T'(p), (2.149)

membrul doi al acestei relatii fiind o functie continua de y pe intervalul
(0, +00);

(e) integrala improprie de prima speta

/Om dy /Om fy,t)dt

este convergenta deoarece, conform egalitatii (2.149) si definitiei (2.120) a
functiei I'(q), avem

/0+00 dy /Om fy, t)dt = T'(p) - T'(q), (2.150)

iar membrul al doilea este numar real. In consecinta, integrala iterata

+o00 +o00 +o00 +o00 pha—1 p—1 —(14)y
/0 dt/o f(y, t)dy :/0 dt/o Yy P~ e dy (2.151)

este convergenta si egala cu integrala din primul membru al egalitatii (2.152).
Agadar, din (2.147), (2.152) si (2.151) deducem ca pentru p > 1 gi ¢ > 1 are
loc identitatea

B(p,q) = w, (2.152)
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numita formula lui Jacobi ce da legatura intre functiile B gi I" ale lui Euler.
Pentru a extinde relatia (2.150) la toti p > 0 si ¢ > 0 scriem din nou
aceasta relatie pentru p > 1 si ¢ > 1 gi aplicam apoi formulele de recurenta
(2.136) si (2.137) membrului sau stang si formula de recurenta (2.124) mem-
brului drept.
Daca in relatia (2.133) consideram ca ¢ = 1 — p, atunci ea devine

+oo g1

B(p,1—p) = /0 du, (2.153)

1+u

unde 0 < p < 1. In Exemplul 2.4.3 (vezi relatia (2.101)) am ariitat ci integrala

din (2.153) are valoarea , prin urmare avem

sin pr

B(p,1—p) = Sifpﬁ pentru 0 <p < 1L (2.154)

Relatia de recurenta (2.152), impreuna cu (2.129) si (2.152) conduc la relatia
importanta

L(p) - T(1—p) =

sin pr

pentru 0 <p<1. (2.155)

Exercitiul 2.6.1 Folosind functiile lui Fuler, sa se calculeze integrala

I = /O+OO (<L/§dx.

1+ x)?

5 3
Solutie. Se observa ca I = B(Z’ Z)’ iar daca folosim relatia (2.152), ob-

tinem . .
I r) F(4). (2.156)
I'(2)
Conform relatiei de recurenta (2.124), avem:
3 1 1
r2)=1-I1) =1; F<1> =1 T

Daca introducem aceste valori in (2.156) si folosim (2.155), gasim

1 1 3 1 7w /2
=3t M@ =T w71
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2m = .
Exercitiul 2.6.2 Sa se calculeze integrala J = / sin? x - cos? zdx.
0

) 75)

x = z suntem condusi la relatia J = 28(1, 1
3TV 2
si procedand ca la calculul integralei precedente, gasim J = 7;6\/_

Solutie. Cu substitutia sin

™

Exercitiul 2.6.3 Sa se studieze integrala I = /7 sin? !z cos? ! adx, unde
0
p>0siq>0.

2

Solutie. Efectuand schimbarea de variabila sin“ x = z, obtinem

[NJiS]
[S]}

s 1 1
/2 sin” ! x cos? ! xdr = f/ zz 11— 2)27! =
0 2 Jo

1 F(g) 'F(g)

_lp 9y _
=2%0) = e
2

In particular, pentru ¢ = 1, obtinem formula

p
/g sin? ! xdr = VT . P(2>
0
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Integrale curbilinii

3.1 Drum, drum rectificabil, curba
Fie xOy un reper cartezian in plan, i si j versorii acestuia si cercul de ecuatie
2?4y = 1. (3.1)

Un punct M (z,y) apartinand acestui cerc poate fi considerat ca imaginea
unui punct ¢ prin functia vectoriala de argument real

r(t) = () i+ ¥(t)] (3.2)
definit# pe intervalul compact [0, 27r] C IR cu valori in IR?, unde

©(t) = cost,

o) —sine, TE027] (3.3)

In aceastd situatie spunem ca aplicatia vectoriala r : [0, 271] — IR? ale cirei
valori se determina dupa legea (3.2), unde functiile ¢ si ¢ sunt date in (3.3),
realizeaza o reprezentare parametrica a cercului (3.1), iar argumentul ¢ se
numeste parametrul acestei reprezentari.

Acest exemplu simplu sugereaza introducerea de reprezentari parametrice
si pentru alte multimi de puncte din plan.

Definitia 3.1.1 Fie un interval compact [a,b] C IR. Se numeste drum
in plan o functie vectoriala de variabila reald, continud, r : |a,b] — R

121
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Punctele A si B de vectori de pozitie r(a) sir(b) se numesc capetele sau ex-
tremitatile drumului. Imaginea drumului (d) este submulfimea I(d) C
IR? a tuturor punctelor M(z,y) ale cdror vectori de pozitie sunt valori ale
functier r, adica

OM =1x(t), t € [a,b].
Daca notam cu r vectorul de pozitie al unui punct M(x,y) € I(d), atunci
(d): r=r(t), tE€]la,bl, (3.4)

unde:
r=zityj; () =p)i+ o)) (3.5)
Din ecuatia (3.4) si notatiile (3.5), obtinem

(d) - {"; - zig tefab). (3.6)

Definitia 3.1.2 Cand t parcurge intervalul [a,b] se spune ca (3.6) constituie
o reprezentare parametrica a imaginii drumului I(d) si a drumului (d),
iar t se numegte parametru. Relatia (3.4) se numeste ecuatia vectoriala
a imaginii 1(d) sau a drumului (d).

Definitia 3.1.3 Drumul (d) se numeste inchis daca extremitatile sale coin-

cid; daca existd ti, ty € [a,b], cu t; # to, astfel incat r(t1) = r(ts), spunem
ca punctul My € I(d) (sau My € I(d)) de vector de pozitie

O]\‘jl: r(ty) (sau Oﬁzz r(t2))

este punct multiplu al drumului. Un drum fara puncte multiple se numeste
simplu.

Definitia 3.1.4 Drumul (d) se numeste neted daca

pve(iat]), (Fm) +(Fm) >0 tefnl

Deoarece membrul intai a inegalitatii din Definitia 3.1.4 este patratul marimii
(normei) vectorului r’(t), definitia poate fi reformulata in limbaj vectorial.
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Definitia 3.1.5 Drumul (d) se numeste neted daca functiia vectoriald r €
C’l([a, b]) si peste tot in compactul [a,b] este satisfacuta inegalitatea

| ZE@H = [Ir'(1)]| > o.

Definitia 3.1.6 Drumurile (dy) si (dy) definite de functiile vectoriale de
variabild reald vy : [a1,b1] — IR® siry :A[ag,b2] — IR? se numesc juxtapoz-
abile daca by = ay si r1(by) = ra(as). In acest caz functia

ri(t), daca tE€ [ay, by,

T [(Zl, b2] — R ) I'(t) o rQ(t)7 daca te€ [CL27 62]

defineste un nou drum numit juxtapunerea drumurilor (dy) si (ds) si este
notat prin (dy U ds).

Definitia 3.1.7 Un drum (d) se numeste neted pe portiuni daca se poate
obtine prin jurtapunerea unui numar finit de drumuri netede.

Fie (d) drumul parametrizat in plan definit de (3.4) §i A C [a, b] multimea
de puncte
A= {to,tr,  tn-1,tn} (3.7)

Definitia 3.1.8 Mulfimea A se numeste diviziune a intervalului [a, b
daca
a=th <t < - <th_1 <t,=0b

Totalitatea diviziunilor intervalulului [a, b] va fi notata cu D([a, b]).
Definitia 3.1.9 Norma diviziunii A este numarul pozitiv
v(A) = [|Al = max{t; —to, ta —t1, -+, by — L1}
Definitia 3.1.10 Punctele
A(p(a), ¥(a)) = Ao(p(a),(a)), Ai(p(tr),v(tr)),. -,
An-1(p(tn-1), ¥(tn-1)), B(p(b), (b)) = An(p(b), ¥(b))

se spune ca determina linia poligonala cu varfurile in imaginea drumulua.

(3.8)
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Definitia 3.1.11 Prin lungimea drumului A se intelege numarul nenegativ
A dat de

n—1 N
(a=2 Il Ay || =
=0

(3.9)

2

= "Zl \/(So(ti-i-l) - @(ti))Q + <¢(ti+1) - Mti)) ‘

Definitia 3.1.12 Fie A si A’ doua diwviziuni ale intervalului [a,b]. Spunem
ca diviziunea A’ este mai fina decat diviziunea A, si scriem aceasta A C A,
daca elementele multimii A din (3.7) sunt gi elemente ale mulfimii A'.

Observatia 3.1.1 Daca diviziunea A’ este mai fina decat diviziunea A,
atunci intre normele acestora are loc inegalitatea |A'|] < ||A]|.

Fie £L={ln : A e D([a,b])} C IR,.

Definitia 3.1.13 Drumul (d) se numeste rectificabil dacd multimea L este
marginita superior. Marginea superioara a mulfimii L, dacd existd, se nu-
meste lungimea drumului (d) si se noteaza cu ¢(d). Dect,

{(d) =sup L.

Teorema 3.1.1 Fie (d) un drum neted din IR*> a cdrui imagine 1(d) are
reprezentarea parametrica (3.6). Atunci, (d) este rectificabil gi

()= [ () + () d =
:/: g(t)Hdt:/abHr’(t)Hdt.

Demonstratie. Fie A diviziunea (3.7) si linia poligonald corespunzatoare
(3.8) cu lungimea sa data de (3.9). Deoarece ¢ si ¢ sunt derivabile, aplicand
teorema cregterilor finite a lui Lagrange, exista

(3.10)

ai, B € (ti, tiy1), i €{0,1,---, n—1}

astfel incat

2

I = (&) + (z//(ﬁi))Q(tiH —t). (3.11)
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In membrul al doilea al egalititii (3.11) adunim si sciidem termenul
n—1 / 3 / 5
S V(@) + () (e — ).
=0

In felul acesta (3.11) devine

o= T (@) + (#0) i — 1+

n—1

3 (@) + (@3)) = (¢ @) + (7)) o).

=0
(3.12)
A doua suma din membrul doi al egalitatii (3.12) poate fi facuta oricat
de mica pentru A suficient de fina. Intr-adevir, functia

helab) x [a,8] = R, hiz,y) = /(¢/(2)2 + @' ()2, (3.13)

fiind continua pe multimea compacta [a, b] X [a, b], este uniform continua si
deci (V) ¢ > 0, (3) d(e) > 0 astfel incat oricare ar fi punctele (z1,y;) si
(22, y2) din intervalul bidimensional [a, b] X [a, b] cu

|21 — o < 0(e), |yr — 4 < o(e) (3.14)

are loc inegalitatea

€
[h(@1, 41) = h(za, y2)| < b a (3.15)

Considerand ca (z1,vy1) = (a4, 5;) §i (x2,y2) = (73, 7) i alegand diviziunea
A astfel Incat
Al < é(¢e), (3.16)
din (3.14) si (3.15) rezulta
3
b—a

__c < h(ay, B;) — h(mi, i) <

- (3.17)

Prin sumarea dupa ¢ de la 0 pana la n — 1 in extremitatea dreapta a ine-
galitatilor (3.17), obtinem

n—1

Z(\/(go’(ai))Z + (1//(@»2 — \/(gO’(Ti))Q + (W(TZDQ) (tivz1 —t;) <e. (3.18)

=0
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Prima suma din (3.12) este o suma Riemann corespunzatoare functiei in-
tegrabile (3.13), diviziunii A cu proprietatea (3.16) si punctelor intermediare

Ti € [ti, tiya], 1=0,n— L.
Fie subsirul de numere naturale (k,),>o si

A, =t =a, - 0t = b}

kn—17

un sir de diviziuni cu proprietatea ca girul normelor este convergent la zero,
adica
lim [|A,[| = 0. (3.19)
n—oo

Facand in (3.12) pe n — o0, al doilea termen din membrul doi tinde la zero
in baza lui (3.18) si (3.19), iar primul termen are ca limita integrala Riemann

/ab \/(go’(t))Q +( '(t))th = /ab

Din acest rezultat deducem ca girul (¢5, ), corespunzator girului de diviziuni
(A,), are limita finita si aceasta este integrala din (3.20), deci drumul (d)
este rectificabil si are loc (3.10). n

T = [l (320

Definitia 3.1.14 Drumurile (dy) si (d2) definite de functiile vectoriale de
variabild reald vy : [ay,b1] — IR* siry : [ag, by] — IR* se numesc echivalente
daca existd o functie « : [a1,b1] — |ag, bo] continud, strict crescatoare gi
surjectiva, astfel incat

rl(t) = I'Q(Oé(t)), (V) te [al, bl] (321)

Observatia 3.1.2 Daca drumul (dy) este echivalent cu drumul (ds), atunci

(dy) este echivalent cu (dy), aplicatia din Definitia 3.1.14 fiind functia inversa
-1

al

Observatia 3.1.3 Daca (dy) este echivalent cu (ds), atunci I(dy) = I(dy),
adica tmaginea drumului este invarianta la relatia de echivalenta a dru-
murilor in plan. De asemenea, notiunile de drum simplu st de drum inchis
sunt invariante la aceasta relatie.
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Propozitia de mai jos va demonstra ca notiunea de drum rectificabil si
lungimea unui drum sunt invariante la relatia de echivalenta in multimea
drumurilor in plan.

Propozitia 3.1.1 Daca drumaurile in plan (dy) si (d2) definite de functiile
vectoriale de variabild reald r1 : [ai,b)] — IR® siry : [ag, by] — IR® sunt
echivalente, iar (dy) este rectificabil, atunci (do) este rectificabil gi ((dy) =
0(dy).

Demonstratie. Sa consideram ca cele doua functii care definesc respectiv
cele doua drumuri sunt:

ri(t) = @) i+(t)j, teay, bi;
ro(7) = pa(T)i+U(7)j, T € [ag, byl

Fie a : [a1, bi] — [ag, bo] functia continua, strict crescatoare si surjectiva
cu proprietatea (3.21). Daca A" € D([az, bs)),

A/ = {a2 =T0, T1;, """y Tpn=1y Tn = b2}7 T < Ti+1, Z = O,TL — 1, (322)
atunci exista o diviziune A € D([ay, by]),
A:{agztg, ti, ~ -, "',tnfl,tn:bQ}, ti < tiy1, 7::0,71,—1, (323)

astfel incat

O((tl) = T, 1= 0,77,.

Reciproc, daca A € D([aq, b1]) de forma (3.23), atunci imaginile prin functia
« ale punctelor lui A € D([ag, bs]) de forma (3.22). Tinand cont de (3.21) si
de cele deduse mai sus, avem

= Y (et - er) + (alta) —at))’ =
. (3.24)

- nZ_: \/<902(7i+1) - 802(71'))2 + (¢2(Ti+1) - 1/12(71'))2 = Lar

Din (3.24) rezulta ca

{ta] A € D(jar, b))} = {far| A" € D([az, bs))}. (3.25)
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Prin ipoteza (d;) este drum rectificabil ceea ce inseamna ca multimea din
membrul stang al egalitatii (3.25) este marginita superior. Va rezulta ca si
multimea din membrul al doilea al egalitatii (3.25) este marginita superior,
adica (dy) este rectificabila. In plus, marginile lor superioare lor coincid, deci
E(dl) = E(dg) |

Observatia 3.1.4 Relatia de echivalenta in multimea drumurilor din plan
este reflexiva, simetrica si tranzitiva. Rezulta ca aceasta relafie imparte
multimea drumurilor in clase de echivalenta. Vom spune ca doua drumurt
apartin aceletasi clase daca si numai daca sunt echivalente.

Definitia 3.1.15 Se numeste curba plana o clasa de drumuri in plan echi-
valente.

Observatia 3.1.5 Deoarece urmatoarele notiuni: drum simplu; drum in-
chis; imaginea unui drum; drum neted; drum neted pe portiuni; drum rectifi-
cabil st lungimea unui drum sunt invariante la relatia de echivalenta, pentru
curbele in plan vom introduce corespunzator notiunile: curba simpla sau
arc simplu de curba; curba inchisa; imaginea unei curbe; curba
neteda sau curba regulata; curba neteda pe portiuni; curba rec-
tificabila $; lungimea unei curbe sou lungimea unui arc de curba
rectificabila.

De exemplu,

Definitia 3.1.16 Se numeste imaginea curbei imaginea unui drum din
clasa de echivalenta care defineste curba respectiva.

Definitia data este corecta deoarece toate drumurile dintr—o clasa au aceeasi
imagine. In cele ce urmeaza o curba se va nota fie prin C fie specificandu—i
extremitatile imaginii sale in cazul cand nu este inchisa, adica (AB).

Definitia 3.1.17 Prin ecuatia vectoriala a unei curbe in plan i e-
cuatii parametrice ale unei curbe in plan inf{elegem ecuatia vectoriala
respectiv ecuatii parametrice ale oricarui drum din clasa de echivalenta care
defineste curba.
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Definitia 3.1.18 Curbele C'y si Cy se numesc juxtapozabile, daca exista
drumurile (dy) € Cy si (dy) € Cy cu (dy) si (dy) juztapozabile. In acest caz,
clasa de echivalentd a drumului (dy Uds) se numeste juxtapusa curbelor Cy
st Cy g1 se noteaza cu (Cy U Cy). Curba C' se numeste neteda pe portiuni
daca este juxtapunerea unui numar finit de curbe netede.

In cele ce urmeaza, identificand drumurile echivalente intre ele, vom folosi
termenul de tmaginea curbei in aceeasi acceptiune ca termenul imaginea dru-
mului. Notiunea de drum sau cea de curba va fi desemnata de cel mai multe
ori printr—o reprezentare parametrica. In loc de imaginea curber vom spune
tot curba daca acest lucru nu creeaza confuzii.

Observatia 3.1.6 Toate consideratiile de mai sus se transpun fara dificul-
tate pentru curbe in spatiul tridimensional sau curbe in spatiu cu
modificarile impuse de aparifia celei de a treia coordonate. Spre exemplu,
daca

v o= ot),
d): Jy = ¥(@), t € [a,b],
z = x(t),

este reprezentarea parametrica a drumului neted (d) in spatiu, lungimea sa

va fi

% oy

() = (e 0) + () + () = [

under = r(t) este ecuatia vectoriald a drumului, v(t) = o(t) i+(t) j+x(¢) k,
iar k este cel de al treilea versor al reperului cartezian Oxyz din IR®.

Observatia 3.1.7 O curba admite o infinitate de reprezentari parametrice.

In continuare vom pune in evidenta o parametrizare importanta a curbe-
lor rectificabile si anume parametrizarea naturala.

In acest sens fie t € la,b] oarecare caruia ii corespunde punctul M pe
imaginea curbei netede sau netede pe portiuni C' din spatiu. Presupunem ca
extremitatile A si B sunt corespunzatoare respectiv valorilor t = a sit = b si
fie r(7) vectorul de pozitie al unui punct curent P de pe imaginea curbei astfel
incat P sa se gaseasca intre A gi M. Aceasta inseamna ca 7 € [a, t]. Putem
vorbi de lungimea arcului de curba (AM) pe care o notam cu s si care este o
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functie s : [a,b] — [0, L], unde L este lungimea curbei considerate. Valorile
functiei s = s(t) sunt date de

sty =

$is'(t) = \/(go’(t))Q + (2/1’(15))2 + (X’(t))Q, de unde deducem ca functia s este

diferentiabila, iar diferentiala sa, numita si element de arc al curber, este

;i:(T)HdT = /at \/((p'(T))Q + (1#’(7'))2 + (X’(T))sz (3.26)

ds = H?I;(ﬂHdt = \/(sO’(t))2 +(wm) + (@) a3
Se observa de asemeni ca

ds = \Jda? + dy? + d=? = ||dr|). (3.28)

Deoarece s'(t) > 0, rezulta ca functia s = s(t) este strict crescatoare.
Fiind injectiva, functia s = s(t) este inversabila.

Sa notam (3 = ((s) inversa functiei s.

Atunci, functia

r=r(3(s)) (3.29)

caracterizeaza un drum din aceeasi clasa care defineste curba. Astfel, am
introdus o noua parametrizare a curbei care se numeste parametrizarea na-
turala.

Daca r(5(s)) = z(s)i+y(s)j+ z(s) k, atunci ecuatiile parametrice natu-
rale ale unei curbe in spatiu C, rectificabila si de lungime L, sunt

r = xz(s)
C: y = y(s) s €0, L]. (3.30)
s = (s,

Daca arcul de curba rectificabil C' este in planul xOy, atunci are ecuatiile
parametrice naturale

C: {x = o (3.31)
y = y(s),

iar elementul de arc al sau este dat de

ds = \/(@’(i))z + (w’(t))2 dt = \/da? + dy? = ||dr||. (3.32)




Capitolul 3 — Integrale curbilinii 131

d
Din expresiile (3.27), (3.28) si (3.32) rezulta Hd—rH = 1, ceea ce arata ca
s

vectorul y g
r r
T(s) = g(s) sau T = 75

al carui reprezentant in punctul P al curbei are directia si sensul tangentei
in P la curba, este un versor care se numeste versorul tangentei la curba in
punctul P al curbei corespunzator valorii s a parametrului natural.

(3.33)

Exemplul 3.1.1 Sa se determine elementul de arc si lungimea curbei plane

t
r = Intg—,
2 T 7T}

T telgs)
y = Iny/———,
1 —sint

1 1
Solutie. Dupa un calcul simplu gasim ¢'(t) = — si ¢/'(t) = ——. Atundi,
sint cost
elementul de arc este

1 1 dt 2dt
ds = + dt =

sin?t ' cos’t ~  sintcost sin2t

Lungimea L a curbei C este

w/3 /3 dt /3
L= () + (W) dt = [ —Intgt]" =3,
o VO +wpd= | 5o =t =n

3.2 Definitia integralei curbilinii de primul
tip

Fie (AB) o curba plana neteda sau neteda pe portiuni si f(M) o functie
definita pe un domeniu D din planul xOy care include imaginea curbei.

Consideram o partitie A a curbei in subarcele (partile) (4;_1A4;), 7 =1,n,
prin intermediul punctelor de diviziune

A:AOaAb“'aAnfla An:B
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si alegem un punct arbitrar M; pe fiecare din arcele (A;_1A;). Cu aceste date
formam suma

i f(M;)As;, (3.34)

unde As; este lungimea arcului (A4;_1A4;), numita sumda integrala a functiei f
corespunzatoare diviziunii A si alegerii M; € (A;_14;) a punctelor interme-
diare.

Definitia 3.2.1 Functia f se numeste integrabila in raport cu arcul
pe curba (AB) daca sumele integrale (3.34) admit limita finita I cand cel
mai mare dintre As; tinde la zero $i aceastd limita nu depinde de alegerea
punctelor intermediare M; € (A;_1A;).

Definitia 3.2.2 Daca functia f este integrabila in raport cu arcul pe curba
(AB), limita I a sumelor integrale (3.34) cand cel mai mare dintre As; tinde
la zero se numeste integrala curbilinie de primul tip a functiei f(M) pe
curba (AB) si se noteazda cu simbolul

[= /(AB) F(M)ds. (3.35)

Punctele curbei (AB) fiind determinate de coordonatele (x,y) in reperul
cartezian Oxy, valoarea f(M) a functiei f in punctul M € (AB) se poate
nota prin f(x,y), astfel ca integrala curbilinie de prima speta (3.35) se poate
scrie in forma echivalenta

I= /(AB) f(xay)ds

Variabilele  gi y nu sunt independente; punctul M(x,y) apartinand curbei
(AB), coordonatele sale x si y trebuie sa satisfaca ecuatia curbei.

Putem arata ca integrala curbilinie de primul tip sau integrala curbilinie
de prima speta nu difera in mod esential de cea a integralei definite dintr—o
functie de o variabila independenta si, mai mult, vom arata ca o integrala
curbilinie de primul tip se reduce la o integrald definitd. In acest sens si
consideram parametrizarea naturala a curbei (AB) cu originea de arc in A
si avand lungimea L. Aceasta parametrizare naturala este data de (3.31).
Restrictia functiei arbitrare f(x,y) in punctele arcului (AB) este o functie
compusa de o singura variabila, si anume

f(x(s),y(s)), s € [0, L].
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Fie s;* valoarea parametrului s corespunzatoare punctului M;, adica s;* este
lungimea arcului (AM;). Suma integrala (3.34) se poate scrie acum in forma

> (alsi"), u(si)) s (3.36)

unde As; = s;—s;_1, valoarea lui sq fiind zero deoarece consideram ca punctul
A este originea de arc pe curba. Constatam ca (3.36) este o suma integrala co-
respunzatoare integralei definite fOL f (x(s), y(s))ds. Sumele integrale (3.34)

si (3.36) fiind egale, integralele definite legate de acestea sunt egale, prin
urmare

/(AB) f(M)ds = /0 f<x(3)> y(s))ds (3.37)

ambele integrale existand sau neexistand simultan. In consecinta, daca func-
tia f(M) este continua sau continua pe portiuni gi marginita de-a lungul
curbei netede sau neteda pe portiuni (AB), integrala curbilinie de primul
tip (3.35) exista deoarece integrala definita (Riemann) din membrul doi al
relatiei (3.37) exista.

Observatia 3.2.1 Degi integrala curbilinie de prima speta se reduce direct la
o integrala definita exista o distinctie neta intre cele doua notiuni. Continutul
acestei distinctii constd in aceea ca lungimile As; ale arcelor (A;_1A;) sunt
pozitive indiferent care din extremitatile A sau B a fost aleasd ca origine.
Deci, orientarea curbei (AB), adicd alegerea unui anumit sens de parcurs pe
curba incepand de la origine catre cealalta extremitate, nu afecteaza valoarea
integralei (3.35) si, in consecintd, avem

/(AB) F(M)ds = /(BA) F(M)ds.

Dupa cum se stie, integrala definita pe compactul [a, b] C IR dintr—o functie
de variabila x € [a, b] schimba de semn cand limitele de integrare se schimba
intre ele.

Cand reducem o integrala curbilinie de primul tip la o integrala definita co-
respunzatoare putem folosi la fel de bine orice parametru al curbei in locul
lungimii de arc s. Presupunem asadar ca o curba neteda (AB) este data prin
ecuatiile paramaetrice

(3.38)
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unde functiile ¢ si v sunt astfel incat ¢, € C* ([a, b]) si (gp’(t)>2+ (w’(t))Q >
0. In aceste conditii, putem introduce ca parametru pe curba lungimea de
arc s masurata de la punctul A al curbei corespunzator lui ¢t = a si astfel
arcul s creste odata cu parametrul ¢, aceasta insemnand ca s este o functie
strict crescatoare de t € [a, b].

Pornind de la formula de calcul (3.37), efectuand in integrala definita din
membrul al doilea al acestei formule schimbarea de variabila

tiss=s(t), t€lab], st)el0,L] (3.39)

si avand in vedere notatiile z(s(t)) = ¢(t), y(s(t)) = ¥ (t), obtinem

(M)ds = /

0

L

(AB) f

= [ 1o, w)y (¢ )" + (o) .
In acest mod am demonstrat

Teorema 3.2.1 Dacd (AB) este o curba netedd din domeniul D C IR*, de
ecuatii parametrice (3.38), si f : D — IR o functie reald de doud variabile
reale continud in punctele M (z,y) ale curbei, atunci are loc egalitatea

[ f00ds= [ (e, @) (00) + () e a0

orit de cate ori integralele care intra in ea exista; integrala curbilinie din
membrul stang exista daca st numai daca integrala definita din membrul al
doilea exista.

Cand curba (AB) este reprezentata prin ecuatia carteziana explicita
y=y(x), a <z <

se poate lua ca parametru pe curba abscisa x si formula (3.40) devine

/(AB) f(M)ds = /ab f(“"’ y(x))\/mdx. (3.41)

Un reper polar in plan este ansamblul format de un punct O, numit pol,
si o semidreapta cu originea in pol, de directie definita de versorul i, numita
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axa polara. Raza vectoare a unui punct M din plan este vectorul cu originea
in pol si extremitatea in M, iar unghiul polar al puctului M este unghiul
dintre versorul i gi raza vectoare a acelui punct. Perechile (r,6) se numesc
coordonate polare in plan. Daca polul reperului polar coincide cu originea
reperului cartezian Oxy, iar axa sa polara este axa absciselor, legatura dintre
coordonatele carteziene si cele polare ale unui punct este

xr =1rcosb,

y = rsind r € [0,400), 8 € [0,2m).

Sa presupunem ca arcul de curba (AB) este reprezentat in coordonate
polare prin ecuatia polara explicita

r= 7’(6), 91 < 0 < 82, (342)

unde r este marimea razei vectoare iar 0 este unghiul polar masurat in radiani
si cuprins intre 0 gi 27. In ipoteza ca cele doua repere sunt legate precum am
mentionat, putem scrie o reprezentare parametrica a arcului de curba (AB)
in care parametrul pe curba sa fie unghiul polar

x =r(0)cosb,

y = (6) sin 6. 6 € [0, 0]. (3.43)

Pentru calculul integralei curbilinii de primul tip in plan cand curba (AB)
este data de (3.43) vom folosi (3.40) in care in locul lui ¢t avem acum 6,
iar functiile ¢ si ¢ sunt cele din membrii doi ai relatiilor (3.43). Calculand
radicalul care apare in egalitatea (3.40) se gaseste

V(@) + (@) = /r20)+0)

Rezulta ca in cazul cand arcul de curba plana neteda (AB) este reprezen-
tat in coordonate polare, formula de calcul a integralei curbilinii de primul
tip este

0
F(M)ds = / “F(r(8) cos b, r(8)sin8)/r2(0) + () 6. (3.44)
(AB) o1

Integrala definita a unei functii nenegative f pe compactul [a,b] are ca
interpretare geometrica aria trapezului curbiliniu limitat de dreptele x = a,
x = b, axa Oz §i graficul arcului de curba (AB) de ecuatie y = f(x).
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Observatia 3.2.2 Plecand de la interpretarea geometrica data integralei de-
finite, putem afirma ca integrala curbilinie de primul tip a unei functii pozi-
tie f(x,y) pe arcul (AB) este aria portiunii din suprafata cilindrica cu gen-
eratoarele paralele cu axa Oz si curba directoare arcul (AB), portiune limitata
de arcul (AB) i de mulfimea de puncte de coordonate (x,y, f(z,y)), unde
M(z,y) € (AB).

Observatia 3.2.3 Definitia si formula de calcul a integralei curbilinii de
primul tip pe o curba plana se transpun direct la cazul cand functia f(M)
este definita in punctele M(x,y,z) unui arc (AB) al curbei in spativ sau
curbei strambe reprezentat parametric prin

x = (1),
(AB): { y=uv{), a<t<b, (3.45)
z=x(t),

integrala curbilinie de prima speta a functiei f(M) de—a lungul curbei (AB)
se reduce la o integrala definita

M)ds = /ab F(p(0), (), X)W + 070 + () dt. (3.46)

(AB)

Observatia 3.2.4 Rezultatele stabilite raman adevarate cand curba C este
neteda pe portiuni, iar functia de integrat este continud si marginita pe fiecare
portiune neteda a curbe. In aceastd situatie, integrala curbilinie de primul
tip este suma integralelor curbilinii de speta intai pe portiunile netede care
prin juxtapunere dau curba C.

Exercitiul 3.2.1 Sa se calculeze integrala curbilinie de primul tip
I:/(:U2+y2) Inzds
c

unde curba C' pe care se efectueazd integrarea functiei f(r,y,z) = (z* +
y?) In z este reprezentatd parametric de

x = elcost,
C: y = e'sint, t €10,1].

z = €,
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Solutie. Vom aplica formula de calcul (3.46). Pentru aceasta trebuie calcu-
late derivatele functiilor care definesc curba si apoi radicalul sumei patratelor
acestor derivate. Gasim

Vo (02 + 07 () + X2() = V3,

Conform formulei de calcul (3.46), avem

1
I:\/§/ tet dt.
0

Integrala definita la care s—a redus integrala curbilinie data se calculeaza
aplicand metoda integrarii prin parti si se gaseste

1426

33

Dupa prezentarea aplicatiilor integralelor curbilinii in mecanica, rezultatul
gasit poate fi interpretat. Mai precis, valoarea integralei este momentul de
inertie fata de axa Oz al unui fir material care are configuratia curbei (C') si
a carui densitate in fiecare punct M (x,y, z) al curbei este In 2. [ |

3.3 Proprietatile integralelor curbilinii

Proprietatile integralelor curbilinii de primul tip sunt analoage celor ale in-
tegralelor definite si sunt implicate direct de catre acestea din urma prin
formulele de calcul (3.37) si (3.46) care dau legaturile integralelor curbilinii
de primul tip in plan si respectiv in spatiu cu integrale definite.

1. (liniaritatea). Daca functiile f(M) si g(M) sunt integrabile de—a lungul
curbei (AB) si A si p sunt constante reale arbitrare, atunci functia
(A f + pg)(M) este integrabila pe (AB) si are loc egalitatea

/(AB)(Af+ug ds_)\/ F(M)ds+p [ g(M)ds.

(AB)

2. (monotonia). Daca f(M) este o functie nenegativa integrabila pe curba
(AB), atunci

/(AB) F(M)ds > 0.
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(aditivitatea). Daca arcul (AB) este juxtapunerea a doua arce netede
sau netede pe portiuni (AC) si (CB), egalitatea

/(AB) f(M)ds = /(Ac)f(M)ds+/(CB) F(M)ds

are loc cand integralele care apar exista; integrala din membrul stang
exista daca gi numai daca ambele integrale din membrul drept exista.

. (evaluarea modulului integralei curbilinii). Daca f(M) este integrabila

pe (AB), atunci functia |f|(M) = |f(M)| este de asemenea integrabila
pe (AB) si

[y PO < [ 70 ds

(teorema walorii medii). Daca f(M) este functie continua pe o curba
neteda sau neteda pe portiuni de lungime L, atunci exista un punct

M* € (AB) astfel incat

/(AB) F(M)ds = f(M*) L.

(independenta integralei curbilinii de primul tip de orientarea arcului
de curba pe care se integreaza). Alegerea sensului de parcurs pe arcul
de curba neted sau neted pe portiuni (AB) nu influenteaza valoarea

integralei curbilinii de primul tip pe (AB), in sensul ca

s f(M)ds = ™ f(M)ds,

fapt ce a fost mentionat i in paragraful precedent.

3.4 Aplicatii ale integralelor curbilinii de pri-

mul tip

Vom pune in evidenta unele probleme tipice ale caror rezolvari naturale im-
plica integralele curbilinii de primul tip.
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3.4.1 Masa si centrul de greutate ale unui fir material

Definitia 3.4.1 Se numeste fir material ansamblul dintre o curba neteda
sau neteda pe portiuni (AB) si o functie pozitiva si continud p definita in
punctele curbei. Curba (AB) se numegte configuratia firului material,
war functia p se numeste densitatea firului material, valoarea acesteia
in punctul M € (AB) numindu—se densitatea de materie sau densitatea
materiala in punctul M. Firul material se numeste omogen sau neomogen
dupa cum densitatea este functia constanta sau nu.

Este posibil sa precizam densitatea materiala intrun punct fie prin p(z,y),
daca curba (AB) se afla in planul Ozy, fie prin p(x,y, z) daca (AB) este o
curba in spatiu.

Densitatea materiala in punctul M € (AB) este limita raportului dintre
masa Am a arcului de curba (M M’) si lungimea As a acestuia cand M’ tinde
la M pe curba.

Impértim arcul (AB) in n subarce cu ajutorul diviziunii A formatd de
punctele de diviziune A = {A = A, Ay, A, -+, Ay_1, A, = B}) si pe
fiecare arc (A;_14;), i = 1,n, luam un punct M; in care densitatea are val-
oarea p(M;). Daca

ASZ‘ =S — Si—1 = E(AAJ — g(AAl',l), 1= 1,%

reprezinta lungimea arcului (A;_1A4;), atunci masa firului material de confi-
guratie (A;_1A;) poate fi aproximata prin p(M;) As;.

In acest mod, firul material continuu de configuratie arcul (AB) si densi-
tate p(M) se poate inlocui cu n puncte materiale izolate, situate pe arc,

M17M27"'7M’m7
avand masele
p(Ml)A‘Sl? p(M2)A52’ ) p(Mn)ASn'

Presupunand ca punctele M; au coordonatele M;(&;,n;,(;), rezulta ca

suima
n

Z p(M;) As; = Z p(&i i, Gi) A
i=1

i=1
este o valoare aproximativa a masei firului material (AB) care corespunde
diviziunii A a arcului (AB) si alegerii arbitrare a punctelor M; € (A;_14;).
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Daca consideram un sir de diviziuni (4A,,) ale arcului (AB) cu proprietatea

lim A, =0

n—oo

si presupunem densitatea de materie functie continua pe arcul (AB), atunci

lim ) As;

Mwwzp '

exista si reprezinta masa firului material cu configuratia curba neteda sau
neteda pe portiuni (AB). Tindnd seama de definitia integralei curbilinii de
primul tip avem ca masa totala M a firului material considerat este

M= li AZ_/ Md:/ Ly, 2)ds.
i 32 p00) As = [ p(0)ds = [ oy, )

[An]l=0;Z

In cazul in care arcul de curb se afli in planul Ozy, masa firului material
de configuratie (AB) si densitate p(z,y) in punctul M(x,y) € (AB) este

M = p(M)ds = / p(x,y)ds.

(AB) (AB)

Observatia 3.4.1 Cand firul material este omogen, cu densitatea constanta

Po, masa firului material corespunzator este M = po/ ds.

(AB)
Pe de alta parte, cand firul este omogen, M = py L, unde L = ((AB) este
lungimea firului. De aici deducem ca lungimea unui arc de curba neteda sau
neteda pe portiuni se poate prezenta ca integrala curbilinie de primul tip

emm:/ ds =

. ) a.

Din statica, se stie ca date n puncte materiale

M1($1, Y1, Zl)a M2(£27 Y2, 22)7 Ty MTL('IWJ Yn, Zn)a
de mase corespunzatoare my, ms, ---, m,, coordonatele centrului de greu-
tate G al sistemului format de cele n puncte materiale sunt:
n n n
Zmz’%’ Zmiyi Zmizi
_ =1 . _ =l . _ =l
re= "7 Yo = w5 2@ = g

> m > mi > m
i=1 i=1 i=1
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Sa consideram din nou firul material (AB) caruia 1i aplicam o divizare
prin punctele A = Agy, Ay, -+, A, = B. Atunci, firul se poate inlocui cu un
sistem de n puncte materiale M;(&;, n;, (;), cu ponderile m; = p(&;, i, ;) As;,
unde ¢ = 1, n. Ponderea reprezinta masa firului material omogen (A; 14;) a
carui densitate este valoarea functiei p(z,y, z) in punctul M;(&;,n;, ;) ales
arbitrar pe arcul (A;_14;). Coordonatele centrului de greutate pentru acest
sistem de puncte materiale vor fi

n

Z 51/0 o> Mis Cz) ASZ

- 4=l _
rg = Ya =

> (&, i, G) As;
=1

771/)(51'; i, Cz‘) As;

I

™M=

p(éﬂ U Cz) As;

=1

n

Z Czp o> Mis Cz) As;

— =1

G = T
ZIO 517 Mis Cl AS%
=1

In aceleasi ipoteze asupra arcului (AB) si asupra densitatii de materie pe
care le-am intalnit la determinarea masei firului material, avem:

}j& (6. G) Dsi = [ play, 2)ds;
(AB)

’L 3] (3] (A A 7,_/ ) b d?

En (&1, Gi) As (AB)yp(a?yZ)S

’L 9 9 A A l_/ b ) d7

EC (&> mis G) As (AB)zp(fcyZ)s

|A IIH0

|A IIH0

||A IIH0

Astfel, coordonatele centrului de greutate al firului material neomogen (AB)
sunt:

/ z p(r,y, z)ds / yp(z,y, 2)ds
(AB) . (AB) .
rTg = ) )
x,y,2)ds / p(x,y,
/(AB)/)( Y, 2) o P2
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Daca firul material este omogen, atunci coordonatele centrului de greutate
sunt:

1 1 1
rG L JaB) vas v L JaB) yas G L JaB) =0
unde L = s ds este lungimea arcului de curba (AB).
AB

In cazul in care arcul de curba se afla in planul Ozy, centru de greutate
G va avea coordonatele:

/ x p(x,y, 2)ds / yp(x,y, 2)ds
(AB) _ Jwp

re = p ) Ya y
.oy P 2)s gy P 2)ds

iar daca firul este omogen coordonatele centrului de greutate sunt:

)

/ xds / yds
v = Jan o Ju (3.47)
L ’ L '
Ultima relatie din (3.47) se scrie in forma
yo L = / yds
(4B)
sau in forma
27TygL:27T/ yds. (3.48)
(AB)

Daca avem in vedere ca expresia ariei S a suprafetei de rotatie generate prin
rotirea arcului

(AB) : y =y(x), x € [a, b],

in jurul axei Ox este

b
S:27T/ y(x)\/1+y?(x)de = / yds,
a (AB)
putem scrie relatia (3.48) in forma
2 TYa L=2S.

In felul acesta rezulti prima teorema a lui Guldin.
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Teorema 3.4.1 Daca se roteste un arc rectificabil plan (AB) in jurul unei
drepte (D) din plan care nu intersecteaza arcul, aria suprafetei obfinute este
egala cu produsul dintre lungimea arcului (AB) si lungimea cercului descris
prin rotatia in jurul dreptei (D) de centrul de greutate al arcului (AB).

Exercitiul 3.4.1 Sa se calculeze masa si centrul de greutate ale firului mate-
rial omogen cu densitatea constanta egald cu unitatea si configuratia imaginea

curber
x = /w2 —12 cost,
C: y = /w2 —1t?sint, t € [—m, 7.
2 = A4Ar? — 172 — 12,

Solutie. Analizand datele problemei constatam ca integralele curbilinii de
primul tip care definesc masa M gi coordonatele centrului de greutate xq,
Ya, 24 exista si avem

M= [ play s = [ ¢ (P®) + () + () dt =

T +t2

Lt
va= 7 [eds =1 [ ooy (#0)" + (w0)’
vo =2 s = g [ 0OV (#0) + (00)" + (o)
o= 5 2o = 5 [ X)) + () + (v e

Inlocuind functiile care definesc reprezentarea parametrica a curbei C, gasim

_l’_
s
=
—
~
N~—
N—
Q
\‘W

1 ™
rg = ﬂ/_ (7 + 1) cos t dt;

L e _
Yo = /\/l/ (7w + t°) sin t dt;
e G

G +t2 dt.
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Integrala care da valoarea masei este una improprie, convergenta in baza
criteriului de comparatie in «. Mai mult, pentru ca functia de integrat este

para, putem scrie
2 42
T ot
M2 [T

0 V2 —1t2
Aceasta integrala devine o integrala definita daca se efectueaza schimbarea
de variabila t = 7 cos 7. Obtinem

33

w/2
M:27r2/ (1+COSZT)CZT:7.
0

Cota centrului de greutate se determina simplu, ordonata este zero pentru
ca functia de integrat din expresia sa este impara si intervalul de integrare
este simetric fata de origine, iar abscisa centrului de greutate se determina
usor daca in integrala care da expresia acestuia se integreaza de doua ori prin
parti. Se gaseste:

8 16
$G:—ﬁ§ Yo =0; ZGZSV‘WQ—L

remarcand totodata ca centrul de greutate GG se afla in planul Ozz. [ ]

3.4.2 Momente de inertie ale unui fir material

Definitia 3.4.2 Se numeste moment de inertie fata de un element geo-
metric al spatiului al unui punct material Mo(zo, Yo, 20), de masa my, produsul
dintre masa mqy si patratul distantei de la punctul My la elementul respectiv.

Elementul geometric poate fi o dreapta, un plan sau un punct si, de cele
mai multe ori, acestea sunt legate de elementele reperului cartezian Ozyz.
Vom avea deci momente de inertie axiale cand se aleg ca drepte axele de
coordonate ale reperului, momente de inertie planare cand planele alese sunt
planele de coordonate si moment de inerfie central cand se alege ca punct al
spatiului originea reperului.

Definitia 3.4.3 Se numeste moment de inertie fatd de un punct P (o
dreapta (D) sau un plan (I1)) al unui sistem de n puncte materiale

M (x1,y1,21), Ma(z2,Y2,22), -+, Mp(@n, Yn, 2n),

avand masele my, ma, « -+, My, suma tuturor momentelor de inertie cores-
punzatoare fiecarui punct fata de punctul P (dreapta (D) sau planul (I1)).
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Din definitiile de mai sus rezulta ca momentul de inertie al sistemului de
puncte considerat fata de originea axelor O(0, 0, 0) este

n

Io =) (o} +yj + 2i) ma.
k=1

Momentele de inertie al aceluiasi sistem de puncte fata de axele Ox, Oy, Oz
sunt

n n n

k=1 k=1 k=1

in timp ce momentele de inertie ale sistemului de puncte in discutie fata de
planele de coordonate Oxy, Oyz, Oxz au expresiile

n n n

2 . _ 2 . _ 2

IOxy - Z R [Oyz - Z Ty Mg; loz. = Z Y-
k=1 k=1 k=1

Firul material din spatiu, cu configuratia (AB) si densitatea materiala
p(x,y, z), poate fi inlocuit cu sistemul de puncte materiale M avand masele

mg = p(My)As,, k=1,2,--- n.

Rationand ca la determinarea masei firului material deducem ca momentele
de inertie ale firului material fata de originea, axele si planele reperului de
coordonate Ozyz sunt respectiv

lo=[ @+ +lr,y,2)ds,
(AB)

I :D:/ 2 2 ds. I :/ 2 2 d
O (AB)(y + 2 )p<xvyaz) S, Oy (AB)(Z +x >p<xay72> S,
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Daca firul material se afla in planul Oxy, vom putea vorbi doar de mo-
mentele de inertie axiale:

lo, = / 2 ) d: I, = / ? ) d
0 Y p(z,y)ds Oy o p(z,y)ds

si de momentul de inertie central
lo = [ @+ y)ple,y)ds
0 (& P y)ds

Definitia 3.4.4 Marimea infinitezimala dm = p(M)ds se numeste element
de masa filiforma.

Observatia 3.4.2 Formulele care dau masa, coordonatele centrului de greu-
tate si momentele de inerfie ale unui fir material se pot scrie astfel incat sa
se puna in evidenta elementul de masa filiforma.

Observatia 3.4.3 Formulele care dau coordonatele centrului de greutate ale
unui fir material in plan si in spatiu se pot scrie intruna Singurd
1
rg = -—
T M (AB)

unde rq este vectorul de pozitie al centrului de greutate, iar r este vectorul
de pozitie al unui punct care descrie configuratia firului material.

rdm,

Exemplul 3.4.1 Sa se calculeze momentul de inertie in raport cu axa Oz a
firului material neomogen avand configuratia curber

C: x=tcost, y=tsint, z=t, te€]|0,1]
st densitatea in fiecare punct egala cu cota acelui punct.

Solutie. Rezulta ca densitatea este p(z,y,z) = z. Pentru calculul momen-
tului de inertie Ip, trebuie sa calculam integrala curbilinie de primul tip

low = [+ ) play, 2)ds = [ (2% + ) 2ds.
C C

Avem ¢(t) = tcost, ¥(t) = tsint si x(t) = t. Calculand elementul de arc
gasim ds = v/2 + t2 dt. Atunci, momentul de inertie cerut este

1
Io. = / V21 12 dt.
0
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Facand substitutia v/2 + t? = u, obtinem

[ = 2yau = (- 2|2 4B B2

5 3/ 5 s

Iy, =
© 5 3

V2

3.5 Definitia integralei curbilinii de al doilea
tip

Pentru o functie reala f definita si marginita pe un interval compact [a, b]
b

s—a introdus integrala Riemann / f(z)dzx. Vom vedea in continuare cum
extinderea integralei definite conduce la integrala curbilinie de al doilea tip
sau integrala curbilinie in raport cu coordonatele. Compactul [a, b] din inte-
grala definita se va inlocui acum cu o curba neteda sau neteda pe portiuni,
iar in locul functiei f va apare o functie vectoriala de argument vectorial
definita pe un domeniu din planul xOy sau din spatiu care contine curba.
Introducerea acestui tip de integrala a fost sugerata de probleme intalnite
in practica cum ar fi lucrul mecanic al unui camp de forte de—a lungul unei
curbe sau circulatia unui fluid pe o curba.

3.5.1 Lucrul mecanic al unui camp de forte

Vom introduce integrala curbilinie de al doilea tip pornind de la o problema
practica, din fizica.
Sa consideram doua puncte A si B ale spatiului, de vectori de pozitie r;
sl o,
ri=xityj+tak ro=xit+yj+ k.

Aceste puncte, de coordonate A(x1,y1, 21), B(xs, y2, 29), definesc vectorul AB
a carui expresie analitica in reperul Ozyz este

AB = Yo —r; = (1’2 —I'l)l—l- (y2 —yl)j+ (ZQ —Zl)k
Consideram de asemeni un vector constant F de coordonate P, ), R,

F = Pi+Qj+ Rk,



148 Ion Craciun

care din punct de vedere fizic poate fi interpretat ca o forta care actioneaza
in fiecare punct M (z,y, z) al segmentului de dreapta AB.

Lucrul mecanic £ efectuat de forta constanta F care actioneaza asupra
unui punct material pentru a-1 deplasa din punctul A in punctul B pe seg-
mentul de dreapta AB este produsul dintre marimea fortei, lungimea seg-

mentului AB si cosinusul unghiului 8 dintre vectorii F si AB
L=|F|-|| AB | - cosé.
Dar expresia din membrul al doilea este produsul scalar al vectorilor F si AE
L=F: (ry—r11)

si avand in vedere ca produsul scalar a doi vectori este suma produselor
coordonatelor de acelagi nume, rezulta ca lucrul mecanic L este

Ez(acg—xl)P+(y2—y1)Q+(22—zl)R.

Sa gasim acum expresia lucrului mecanic in cazul general cand forta F
este variabila ca directie, marime si sens, iar traiectoria migcarii punctului
M (z,y, z) este o curba.

Consideram in acest sens curba neteda C' de ecuatii parametrice

z = (1),
C:{y=v@®), telab] (3.49)
z=x(t),
sau de ecuatie vectorial a
r=r(t), telab, (3.50)

unde r(t) = @(t)i+ ¥(t)j+ x(t) k, si o forta
F:DcCcR— R F(M)=PM)i+Q(M)j+ R(M)k (3.51)

ale carei componente P, (), R sunt functii reale de variabilele reale z, y, 2
definite pe un domeniu D C IR? care contine imaginea curbei C si care sunt
functii continue in punctele imaginii curbei C.
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Pentru a defini integrala curbilinie de al doilea tip introducem notiu-
nea de curba orientata. Fie in acest sens M(gp(t), »(t), X(t)), sau M (r(t)),
punctul de pe imaginea curbei C' corespunzator lui ¢t € [a,b] prin (3.49),
respectiv (3.50). Cand ¢ parcurge in mod continuu intervalul [a,b] de la a
la b, punctul corespunzator parcurge imaginea [(C') a curbei C' intrun sens
pe care-]1 numim sens direct. Daca valorii ¢t = a 1i corespunde punctul A de
pe imaginea curbei C| iar lui ¢ = b 1i corespunde punctul B € I(C'), atunci
sensul direct este de la A catre B, adica este sensul imprimat de cresterea
parametrului ¢t. Cand ¢ parcurge intervalul [a,b] de la b catre a, punctul co-
respunzator M parcurge I(C') in sens indirect sau sens negativ.

Definitia 3.5.1 O curba impreuna cu unul din sensurile de parcurgere al
imaginii sale se numeste curba orientata.

Curba C' impreuna cu sensul direct de parcurgere a lui I(C') se noteaza
cu C*. In mod asemanéator se defineste C~.

Observatia 3.5.1 Daca tinem seama de faptul ca functia o din definitia
echivalenter a doua drumuri este continua $i strict crescatoare, rezulta ca
sensul de parcurgere a lui I(C') nu depinde de alegerea drumului din clasa de
echivalenta care defineste curba (C), ceea ce inseamna cd odatd ales un sens
de parcurs al curbei (C), trecerea la o altd parametrizare a ei nu modifica
sensul de parcurs.

impér‘gim arcul de curba orientata C' de extremitati A si B in n subarce prin
intermediul punctelor

A=Ay, A, -, A, A,=B (3.52)

si consideram linia poligonala cu varfurile in aceste puncte. Putem considera
ca forta F din (3.51) are o valoare constanta de—a lungul fiecarui segment

orientat A,-:Ah egala cu F(M;), unde M; este un punct oarecare, dar fixat,
de pe arcul de curba (A;_14;). Calculam acum lucrul mecanic corespunzator
migcarii punctului material de—a lungul liniei poligonale, considerand ca pe
fiecare segment de extremitati A; 1 si A;, ¢ = 1,n actioneaza forta F(M;).
Daca Mz’(&ﬂ]n@‘); Az’(xz‘;yiazz’> si

Axi=x; —xim1, Ay =y — Vi1, Az =2 — 21, (3-53)
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atunci lucrul mecanic corespunzator miscarii punctului material de-a lungul
segmentului orientat cu originea in A; i si extremitatea A; este

AL; = F(M,)- A, Ay= P(M;) Ax; + Q(M;) Ay; + R(M;) Az,

iar lucrul mecanic total £a corespunzator deplasarii de—a lungul liniei polig-
onale este

La =3 P(M,) Ax; + Q(M;) Ay, + R(M;) Ax. (3.54)
=1

Ultima suma poate fi luata ca expresie aproximativa a lucrului mecanic
efectuat de catre campul de forte F(M) de—a lungul curbei (AB). Pentru a
obtine valoarea exacta a lucrului mecanic trebuie sa trecem la limita in suma
(3.54) cand lungimea celui mai mare dintre arcele (A4;_1A;) tinde la zero. O
astfel de trecere la limita in forma generala conduce la un nou tip de integrala
curbilinie.

3.5.2 Definitia integralei curbilinii de al doilea tip

Fie C* = (AB) o curba neteda sau neteda pe portiuni de reprezentare para-
metrica (3.49) si campul vectorial F din (3.51). Impartim curba (AB) in n
arce cu ajutorul punctelor de diviziune (3.52) si formam suma integrala

T = 3" P(M,) A + Q(M:) Ay: + R(M;) Az, (3.55)

i=1
unde M; (&, ni, G) € (A1 4;), iar Az, Ay; i Az; sunt date in (3.53).

Definitia 3.5.2 Daca sumele integrale (3.55) admit o limita finita I cand
cea mai mare lungime a arcelor (A;_1A;) tinde la zero, funclia vectoriala
F = (P,Q, R) se numeste integrabila in raport cu coordonatele pe
curba C' = (AB), iar limita I se numeste integrala curbilinie de tipul

al doilea sau integrala curbilinie in raport cu coordonatele a functiei
vectoriale F $i se noteaza

[= /( 1y PO+ Q(M)dy + R(M)dz (3.56)
B
sau, folosind coordonatele punctului curent M,

I= /(A : P(z,y, z)dx + Q(x,y,2)dy + R(x,y, z)dz. (3.57)
B



Capitolul 3 — Integrale curbilinii 151

De multe ori integrala curbilinie de al doilea tip se noteaza fara a mai
mentiona coordonatele functiilor componente ale campului vectorial F, deci

= / Pdx + Qdy + Rdz.
(AB)

Avand in vedere ca expresia de sub semnul integrala din (3.56) este produsul
scalar dintre campul vectorial (3.51) gi vectorul dr = dzi+ dyj + dzk, re-
zulta ca integrala curbilinie de al doilea tip a functiei vectoriale F(M) de-a
lungul curbei orientate direct C*t = (AB) poate fi notata si in forma

I:/C+F(M)-dr.

Observatia 3.5.2 Integrala curbilinie de al doilea tip a functier vectoriale
de trei variabile reale F = (P,Q, R) de—a lungul curbei orientate CT este
suma integralelor curbilinii de tipul al doilea

|, pondz. [ Qundy, [ R
Cc+ Cc+ Cc+
corespunzatoare campurilor vectoriale

(P’ 07 0)7 (O’ Q7 0)7 (07 07 R)’

care sunt proiectiile functiei vectoriala ¥ pe respectiv versorii i, j si k ai
reperului Oxyz.

Observatia 3.5.3 Integrala curbilinie de al doilea tip nu trebuie confundata
cu integrala unui camp vectorial in raport cu una din variabilele sale pe un
interval compact din IR situat pe aza variabilei.

Daca domeniul D de definitie a functiei F = (P,Q, R) contine intervalul
[a,b] C Oz, atunci

b b b b
[ Py, 2)de =i [ Pla.y, =)o+ [ Qw,y, 2)de +k [ Rz, 2)dz.

Integralele din membrul doi sunt integrale proprii depinzand de doi para-
metri, iar rezultatul integrarii este o functie vectoriala ce depinde de vari-
abilele y si z.
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3.6 Legatura dintre cele doua tipuri de inte-
grale curbilinii

Integrala curbilinie de al doilea tip se poate reduce la integrala curbilinie de
primul tip, legatura dintre ele fiind descrisa in teorema de mai jos.

Teorema 3.6.1 Fie C™ = (AB) curba neteda de ecuatii parametrice (3.49)
si campul vectorial (3.51) definit si marginit pe un domeniu D C IR? care
include curba C si continuu in punctele curbei. Atunci, avem egalitatea

/C+ F(M) - dr = /CF(M) -7 (M)ds, (3.58)

unde T(M) este versorul tangentei la curba orientata Ct in punctul curent
M (z,y, z) al curbei, cu conditia ca integralele curbilinii care apar s existe.
Integrala curbilinie din primul membru al egalitatii (3.58) ezista dacd §i nu-
mai daca exista integrala curbilinie de primul tip din membrul doi.

Demonstratie. Sa demonstram mai intai egalitatea

/m P(M)dz = /CP(M) cos a( M )ds, (3.59)

unde cos (M) este marimea algebrica a proiectiei versorului (M) pe direc-
tia versorului i al axei Oz, adica cosa(M) = 7(M) - i. Integrala din primul
membru al egalitatii (3.59) este, prin definitie, limita sumelor integrale de

forma
n

T =) P(M;)Aux;. (3.60)
i=1
Sa consideram ca originea de arc pe curba C'* coincide cu extremitatea A
corespunzatoare valorii ¢ = a si sa comparam suma integrala (3.60) cu suma
integrala

T =Y P(M;)cosa(M;)As;,
i=1
unde s; este lungimea arcului (AA4;), As; = s; — s;_1, iar a(M;) este unghiul

pe care 1l face cu axa Oz tangenta in punctul M; € (4;_14;) la curba C™.
Sa consideram ca parametrizarea curbei (AB) este cea naturala

= als),

y=y(s), telo, L,

2= z(s),
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unde L este lungimea arcului (AB). Versorul 7(M) este legat de parametrul
natural s al curbei C, unde s este lungimea arcului (AM), prin relatia

_dr
" ds

unde vectorul r care apare in exprimarea lui 7(M) este vectorul de pozitie
al punctului curent M (z,y, z) al curbei

(M) (M),

r=r(s) =xz(s)i+y(s)j+ z(s)k.
Pe de alta parte, expresia analitica a oricarui versor se poate scrie in forma
T(M) = cosa(M)i+ cos B(M)j+ cosy(M)k,
unde G(M) si v(M) sunt unghiurile dintre versorul tangentei 7(M) si axele
Oy, respectiv Oz. Atunci,

Si d 54

Az; = / —x(M)ds = / cos (M) ds. (3.61)
siiq ds 8i—1

Aplicand teorema valorii medii in integrala Riemann (3.61), gasim

Ax; = cosa(M]) As;, M € (A1 A;).

In aceste conditii, diferenta dintre sumele T gi T™ este

T-T= i P(M;)[cos a(M]) — cos a(M;)] As;. (3.62)

i=1

Luand valoarea absoluta in ambii membri ai lui (3.62) si folosind proprietatile
functiei modul, obtinem

‘T—T*

: ‘cos a(M]) — cos a(M;)

n
< Y |P() As;. (3.63)
i=1
Functia cos (M) este continua deoarece curba CT este neteda. Ca multime
de puncte, curba C* este o multime marginita si inchisa, deci este o mul-
time compactd in IR*. Cum o functie continud pe o multime compacti este
uniform continua, deducem ca functia cos a(M) este uniform continua si prin
urmare, dat un € > 0, inegalitatea

€

)cos a(M) —cosa(M;)| < s |P|

(3.64)
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este satisfacuta pentru orice partitie a curbei C* = (AB) a carei norma (cel
mai mare dintre numerele As;) este destul de mica. Din (3.63) si (3.64)
rezulta

‘T—T*

E n
< — P As; = €. 3.65
Lo Pl TP IPI A = (3.65)

Inegalitatea (3.65) demonstreaza ca sumele integrale T* si T" au aceeasi limita
cand norma diviziunii A = {4y = A, Ay, -+, A1, A, = B} tinde la zero
si ca urmare egalitatea (3.59) este demonstrata.

In mod aseménitor se demonstreazi egalitatile

L. Qndy = [ Q) cos s,
(3.66)

/C+ R(M)dy = /CR(M) cos y ds.

Sumand membru cu membru egalitatile (3.59) si (3.66) se obtine (3.58) si
teorema este demonstrata. |

Observatia 3.6.1 Cdnd curba C™ = (AB) este in planul xOy legatura din-
tre cele doua tipuri de integrale curbilinii este

/c+ P(z,y)dz + Q(z,y)dy = /C(P(x, y) cos o + Q(x, y) sin a)ds,

unde o = a(M) este unghiul dintre directia pozitiva a azei Ox i tangenta la
curba (AB) in punctul M al ei.

3.7 Formula de calcul a integralei curbilinii
de al doilea tip

Teorema care da formula de calcul a integralei curbilinii de primul tip si
cea care da legatura dintre integralele curbilinii de primul si cel de al doilea
tip implica urmatorul rezultat pe care, din motive de simplitate a scrierii
formulelor, 11 vom formula pentru cazul in care curba se afla in planul Oxy.

Teorema 3.7.1 Fie C™ = (AB) o curba neteda de ecuatii parametrice

:L':(,D(ﬂ, y:¢(t)a te [a’b]



Capitolul 3 — Integrale curbilinii 155

si F = Pi+ Q]j o functie vectoriala de doua variabile reale definita intrun
domeniu plan D care contine arcul C. Atunci, avem urmdatoarea relatie

/C+ Pdx + Qdy =
(3.67)

= ["[P(et), w0) &) + @(o0), w10) /0]t

daca integralele care intra in componenta ei exista. Mai mult, integrala din
membrul stang a lui (3.67) exista dacd integrala definita din membrul al doilea
ezista.

Teorema de mai sus ramane adevarata daca arcul de curba C* este neted
pe portiuni. Ea poate fi ugor transpusa la cazul in care curba (AB) este in

spatiu gi este reprezentata paramatric de ecuatiile (3.49) iar campul vectorial
F este (3.51). Avem

/ Pdx + Qdy + Rdz =
Cc+

= ["[P(o0) 06 X(0) 1) + Qo) e D)) (B
FR(0), 00, x(8) (8] .
Formulele de calcul (3.67) si (3.68) se pot scrie vectorial in forma

[ FOn) = /:F(r(t)) . f;(t) it — /abF(r(t)) (8 dt

cu mentiunea ca in cazul integralei curbilinii in planul xOy, marimile care
intervin au expresiile

F(M) = P(M)i+Q(M)j,

dr = dri+dyj,
r(t) = @i+ v,
dr

S = P =¢Oitv®)]j
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iar in cazul integralei curbilinii in spatiu, aceleagi marimi au semnificatiile

F(M) = P(M)i+Q(M)j+R(M)k,
dr = dri+dyj+dzk,

r(t) = e)i+v@®)j+xt)k

f;(t) = r'(t)=¢'(O)i+¢'()i+ Xk

Sa consideram unele cazuri particulare importante ale formulei de calcul
a integralei curbilinii de tipul al doilea in plan.
Daca curba C* = (AB) din planul Oy este determinata de ecuatia

Yy = y(%), ZAES [aa b]

formula (3.68) devine

/C+ Pdr+Qdy = / TP, y()) + Q. y(2) ¥ ().

In particular, daca (AB) este un segment de dreapta paralela cu axa Ou,
deci de ecuatie y = yo, = € [a,b], fapt ce implica y/'(z) = 0, atunci formula
de calcul a integralei curbilinii de tipul al doilea este

b
/ Pdx + Qdy = / P(z,yo)dx.
(AB) a

In mod similar, pentru o curba plana determinata de ecuatia
z=u(y), y€lc d
formula corespunzatoare de calcul a integralei curbilinii este
[ Par iy = [Platy), v)a'o) + Q) widy. (3:69
Daca (AB) este un segment de dreapta paralel cu axa Oy, descris de ecuatia
r=x9, Y Elc d,

avem z’(y) = 0 gi formula de calcul (3.69) devine

/c+ Pdzr + Qdy = /Cd Q(zo,y)dy.
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Exercitiul 3.7.1 Sa se calculeze integrala curbilinie de al doilea tip in plan
I :/ rydr —y*dy, unde C: =1t y=1t°, tc|0,1].
c

Solutie. Avem o(t) = 2, ¥(t) = 3 (0 < ¢t < 1). Functiile ¢ si ¢ sunt
derivabile gi cu derivata continua si ¢'(t) = 2t, ¥/(t) = 3t*. Functiile P si Q
sunt date de P(z,y) = zy si Q(z,y) = —y?, deci sunt continue in tot planul.
Putem deci aplica formula de calcul (3.67). Avem:

Exercitiul 3.7.2 Sa se calculeze integrala curbilinie de al doilea tip in spatiu
I= / 2va? — z2dx + xzdy + (2 + y?)dz, unde
c

C: x=acost, y=asint, z="ubt, t€l0,7/2], a>0, b>0.

Solutie. Functiile care definesc reprezentarea parametrica a curbei sunt
derivabile si admit derivata continua pe intervalul de variatie al parame-
trului ¢. Functia P este definita si continua pe portiunea spatiului in care
abscisele punctelor satisfac dubla inegalitate —a < x < a. Functiile @ si R
sunt definite gi continue pe intreg spatiul. Deoarece avem —a < ¢(t) < a
pentru ¢ € [0,7/2], rezulta ca imaginea curbei C' este continuta in domeniul
comun de definitie al functiilor P, @ si R, deci integrala data exista. Aplicand
formula de calcul (3.68), obtinem

w/2 2
I:aQb/ (tcos?t—l—l)dt:aZb(w—l).
0
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3.8 Proprietati ale integralelor curbilinii de
al doilea tip

Din modul cum a fost definita integrala curbilinie de al doilea tip

/C+ F(M) - dr (3.70)

deducem ca un factor constant poate fi scos in afara semnului de integrala si
ca integrala unei sume de functii vectoriale este suma integralelor functiilor
termeni. Ambele proprietati pot fi exprimate prin egalitatea

/m()\F(M) + uG(M)) - dr = A/C+ F(M)-dr—l—u/m G(M)-dr, (3.71)

unde A si p sunt constante reale arbitrare, iar F gi G sunt campuri vectoriale
integrabile pe curba C" in raport cu coordonatele.

O alta proprietate importanta a integralei curbilinii de al doilea tip (3.70)
este dependenta sa de orientarea curbei, fapt care se exprima prin egalitatea

/C+ F(M)-dr=— [ F(M)-dr (3.72)

a carei demonstratie este simpla. Intr-adevir, dacd schimb&m directia in care
curba CT = (AB) este parcursa trebuie sa inlocuim cantitatile Az; si Ay;,
care intra in suma integrala (3.55), prin — Ax; §i respectiv — Ay;. Aceasta
inlocuire schimba semnul sumelor integrale (3.55) si, in consecinta, semnul
limitei lor ceea ce conduce la (3.72).

Dependenta de orientarea curbei a integralei curbilinii de al doilea tip
este In concordanta cu interpretarea fizica a acesteia care reprezinta lucrul
mecanic al unui camp de forte de—a lungul unei curbe.

Intradevir, lucrul mecanic efectuat de campul de forte schimba de semn
daca sensul de parcurs al curbei se schimba.

3.9 Integrale curbilinii de tipul al doilea pe
curbe inchise

Pe o curba simpla inchisa C' este esential sa specificam sensul de parcurs al
curbei deoarece, dupa cum s—a vazut, valoarea integralei curbilinii de al doilea
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tip depinde de sensul de parcurs al curbei. Extremitatile unei asemenea curbe
fiind identice, In general nu se poate desprinde din context care este sensul
de parcurs al curbei. De regula, sensul pozitiv de parcurs al unei curbe plane
inchise este sensul invers acelor de ceasornic, iar pentru integrala curbilinie
de al doilea tip pe o astfel de curba se foloseste un simbol special si anume
cel de integrala prevazut cu un cerc la mijlocul ei, cerc pe care se figureaza
o sageata reprezentand sensul de parcurs al curbei. Cand nu se figureaza
sageata pe cercul plasat pe semnul integrala, deci cand aceasta se noteaza
cu simbolul §, vom intelege ca integrarea se efectueaza pe o curba inchisa
parcursa in sens pozitiv.

3.10 Independenta de drum a integralei cur-
bilinii de al doilea tip

3.10.1 Formularea problemei

Fie D domeniul de definitie al cAmpului vectorial F gi (AB) un arc de curba,
neted pe portiuni, inclus in intregime in multimea D. Cand se studiaza inte-
grala curbilinie de al doilea tip in plan sau in spatiu

[= /(AB) F(M) - dr (3.73)

este posibil ca In anumite cazuri valoarea sa fie independenta de forma dru-
mului de integrare si sa fie determinata doar de extremitatile A si B ale
drumului. Cu alte cuvinte numarul real I exprimat prin (3.73) este acelasi

pentru toate caile de integrare care au originea in A si extremitatea in punctul
B.

Definitia 3.10.1 Integrala curbilinie in raport cu coordonatele a campului
vectorial F se numeste independenta de drum in domeniul D daca are
loc egalitatea

/F(M)-dr:/ F(M) - dr, (3.74)

Y2

oricare ar fi curbele netede pe portiunt v, $i ¥a, tncluse in D, avand origine
comuna in A si extremitate comuna in B, punctele A si B fiind alese arbitrar
in domeniul D.
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Ne propunem sa determinam conditii care sa implice independenta de
drum pe domeniul D a unei integrale curbilinii de tipul al doilea sub forma
generala (3.73). Vom vedea ca aceasta problema este legata de determinarea
unei functii U, diferentiabile pe domeniul D, a carei diferentiala sa fie egala
cu expresia diferentiala de sub semnul integralei din (3.73), adica

dU(z,y) = P(z,y)dz + Q(z,y)dy. (3.75)

Pentru simplitatea scrierii formulelor si relatiilor matematice vom considera
cazul plan, transpunerea rezultatelor pentru cazul spatial fiind simpla. In
acest caz functia vectoriala F' are doua componente P gi @), iar integrala din
(3.73) se scrie

F(M) - ——/ P(x + ; .
/(AB) (M) - dr 2 (x,y)dz + Q(x,y)dy (3.76)
sau, mai simplu,

/( 1y FOMD) - = /A _ Pdz+Qdy. (3.77)

3.10.2 Cazul unui domeniu plan simplu conex

Definitia 3.10.2 Un domeniu plan D se numeste simplu conex daca orice
curba simpla inchisa cu imaginea inclusa in interiorul lui D este frontiera
unet submulimi incluse in intregime in D.

orP 0
Teorema 3.10.1 Daca functiile P si QQ si derivatele lor partiale e 7 aQ
Y x

sunt continue pe domeniul simplu conex D C IR*, atunci urmdtoarele patru
conditii sunt echivalente:

1. integrala curbilinie de tipul al doilea din campul vectorial F = (P, Q)
de—a lungul oricarei curbe inchise (C), neteda sau neteda pe portiuni,
inclusa in D este egala cu zero

/CPd:):+Qdy —0;

2. integrala curbilinie de tipul al doilea (3.76) este independenta de ale-
gerea caii de integrare de extremitati A si B, puncte fizate dar alese
arbitrar in D;



Capitolul 3 — Integrale curbilinii 161

3. expresia diferentiala
w = Pdz + Qdy (3.78)
este diferentiala totald (exactd) a unei functii reale de doud variabile

reale U definita si diferentiabila pe D, adica avem (3.75);

4. relatia
oP . _ 0
oy T o

are loc in orice punct M(z,y) € D.

(x,y) (3.79)

Demonstratie. Vom arata ca prima conditie implica pe cea de a doua, a
doua conditie implica cea de a treia conditie, a treia conditie implica con-
ditia a patra si, la sfarsit, conditia a patra implica prima conditie. Atunci,
echivalenta celor patru conditii este stabilita.

Aratam intai ca 1 = 2. Pentru aceasta consideram doua drumuri de
integrare situate in domeniul D cu origine comuna in A, punct fixat dar
arbitrar din D, si extremitate comuna in punctul B, ales de asemenea arbitrar
in D. Primul drum il vom nota cu (ACB), iar cel de al doilea va fi notat cu
(AEB). Juxtapunerea acestor drumuri este un drum inchis pe care il vom
considera parcurs in sensul de la A catre B prin C si apoi din B catre A prin
E si il vom nota cu (ACBEA). Conform ipotezei, integrala curbilinie luata
pe acest contur este egala cu zero si deci

/ Pdz + Qdy = 0.
ACBEA

fnsé, folosind proprietatile integralei curbilinii de al doilea tip, avem

/ Pdz + Qdy = / Pdz + Qdy + / Pdz + Qdy =
ACBEA ACB BEA

- Pdz + Qdy — / Pdz + Qdy
ACB AEB

si, In consecinta,

/ Pdz + Qdy = / Pdz + Qdy,
ACB AEB

ceea ce arata ca implicatia 1 = 2 este demonstrata. Implicatia ramane
adevarata si atunci cand cele doua cai de integrare au puncte in comun.
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Sa demonstram ca 2 = 3. Presupunem ca integrala curbilinie (3.76)
nu depinde de calea de integrare situata in domeniul plan simplu conex D,
ci doar de extremitatile A si B ale acesteia. Atunci, daca fixam punctul A,
integrala poate fi considerata o functie de coordonatele x si y ale punctului
variabil B, aflat oriunde in domeniul D. Daca notam aceasta functie cu U,
atunci valoarea sa U(x,y) in punctul B(x,y) este

Ulz,y) = /A  Pdr+Qdy. (3.80)

Sa aratam ca functia U : D — IR ale carei valori se determina dupa legea
(3.80) este diferentiabila si ca are loc (3.75). Pentru a demonstra aceasta este
suficient sa aratam ca functia U din (3.80) este derivabila partial in D, iar
valorile derivatelor partiale in punctul B

oUu oU
%(l”y)a aiy(xazﬁ

sunt egale respectiv cu P(x,y) si Q(x,y). Pentru derivabilitatea partiala a
functiei U trebuie sa cercetam existenta limitelor:
U<:U+t7 y)—U(x,y) U(l’, y—i—t)—U(l’,y)

lim ; lim . (3.81)
t—0 t t—0 t

Cantitatea de la numaratorul primei limite este egala cu integrala expresiei
diferentiale Pdxr+Qdy de—a lungul unui drum de integrare care leaga punctele
B(z,y) i Bi(x +t, y) drum care este paralel cu axa Oz. Folosind formulele
de calcul ale integralelor curbilinii de al doilea tip in cazul in care calea de
integrare este paralela cu una din axele de coordonate, gasim:

T+t
Ulx+ty) —Uz,y) = / P(r, y) dr;

xy—i—t (3.82)
Ulx,y+t)—Ul(z,y) = /y Q(x, 7)dr.

Functiile P si ) fiind continue, ele sunt in acelasi timp partial continue si ca
atare integrantii din (3.82) sunt functii continue. Rezulta ca integralelor din
membrul doi a lui (3.82) i se poate aplica teorema valorii medii. Obtinem

Uz +ty) —Ulz,y) = tP(x+0it,y);

Ur,y+t)—Ulz,y) = tQ(z, y+0at). (3.83)
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Din (3.83) si continuitatea functiilor P si ) deducem ca limitele din (3.81)
exista, ceea ce atrage ca functia U este derivabila partial pe D si derivatele
partiale sunt date de

oU oU
%(‘Tay) - P(%,y), aiy

(z,y) = Q(z,y). (3.84)
In baza faptului ¢& functiile P si Q sunt continue deducem ci derivatele
partiale de ordinul intai ale functiei U sunt continue pe D. Ori, o functie
care poseda derivate partiale continue pe domeniul D este diferentiabila pe
D. Avand in vedere (3.84) rezulta ca diferentiala functiei U in punctul B(z,y)
este data de (3.75).

Urmeaza sa aratam ca 3 = 4. Daca expresia diferentiala (3.78) este di-
ferentiala totala exacta a functiei U in punctul B(z,y), atunci din unicitatea
expresiei diferentialei unei functii avem (3.84). Din ipotezele acestei parti a
teoremei avem ca exista derivatele partiale mixte secunde ale functiei U in
punctul B(z,y) si ca acestea sunt continue pe domeniul D deoarece continue
pe D sunt derivatele partiale ale functiei () in raport cu z si ale functiei P
in raport cu y. Conform criteriului lui Schwarz, derivatele partiale mixte de
ordinul al doilea ale functiei U sunt egale oriunde in D ceea ce atrage ca
avem (3.79) in orice punct al domeniului D.

Ramane sa mai demonstram ca 4 = 1. Presupunem ca egalitatea (3.79)
este satisfacuta peste tot in domeniul D si fie C' o curba inchisa, arbitrara,
neteda sau neteda pe portiuni, inclusa in domeniul D. Domeniul D fiind
unul conex, submultimea D; a lui IR? care are ca frontiera curba inchisa C
este in acelasi timp submultime a domeniului D, iar pe aceasta submultime
derivatele fata de y a lui P si fata de x a lui ) sunt definite si continue.
Prin urmare, in baza formulei integrale a lui Green, care o vom demonstra
in capitolul urmator, integrala curbilinie

| P.y)de + Q. y)dy (3.85)

poate fi transformata intro integrala dubla prin relatia
0Q opP
P - [ GEww -5 . .
P y)e+ Qe gy = [ (Go(ry) = Go(ey))dudy. (3860

In baza ipotezei, exprimatd prin egalitatea (3.79), integrala din membrul
drept a relatiei (3.86) este egala cu zero. In consecinta, integrala curbilinie
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(3.85) este egala cu zero pe orice curba inchisa C, neteda sau neteda pe
portiuni, situata in intregime in domeniul D. Cu aceasta teorema enuntata
este complet demonstrata. [ ]

3.10.3 Cazul unui domeniu in spatiu simplu conex

Rezultatele demonstrate in Teorema 3.10.1 pot fi transpuse si in cazul spatial.
Pentru aceasta ar trebui mai intai sa definim notiunea de domeniu tridimen-
sional simplu conex.

Definitia 3.10.3 Un domeniu D C IR® se numeste simplu conex dacd
orice suprafata S inchisa, neteda sau neteda pe portiuni, cu imaginea inclusa
in interiorul lui D este frontiera unei submultimi inclusa in intregime in D.

Dam mai jos enuntul teoremei similare care transpune in spatiu rezultatele
demonstrate in Teorema 3.10.1.
Teorema 3.10.2 Daca functiile P, Q) st R si derivatele lor partiale:

OR 0Q o0°P OR 0Q 0P

Oy’ 0z 0z Oz’ Oz Oy
sunt definite i continue pe domeniul tridimensional simplu conex D, atunci
urmatoarele patru conditii sunt echivalente:

1. integrala curbilinie de tipul al doilea din campul F = (P, Q, R) de—a
lungul oricarei curbe inchise (C'), netede sau netede pe portiuni, inclusa
in D, este egala cu zero

/Cde+Qdy+Rdz —0.

2. integrala curbilinie de tipul al doilea din campul vectorial F = (P, Q, R)
este independenta de alegerea caii de integrare de extremitati A si B,
puncte fizate dar alese arbitrar in D.

3. expresia diferentialda
w=P(z,y,2)dr + Q(z,y,2)dy + R(z,y,z)dz

este diferentiala totald (exacta) a unei functii reale de trei variabile
reale U definita si diferentiabila pe D, adica avem

dU(z,y,2) = P(z,y, z)dv + Q(z,y, 2)dy + R(z,y,z)dz.



Capitolul 3 — Integrale curbilinii 165

4. relatuile

OR e)

ay(%y,z) - @(xvyvz)a

Loz = DLiay.s)

aZ 3373/72 - ax $7Z/;Z ) (387)
e, . op

8x(x7yaz) - aiy(x7yaz)

au loc in orice punct M(z,y,z) € D.

3.10.4 Operatorul rotor

Teorema 3.10.2 sugereaza folosirea operatorului diferential V a lui Hamilton
cu ajutorul caruia unele din concluziile teoremei se vor scrie mai simplu.
Desi acest operator a fost introdus anterior, preferam sa reamintim si sa
prezentam unele chestiuni care au legatura cu subiectul tratat si anume cu
independenta de drum a integralelor curbilinii.

Definitia 3.10.4 Se numeste rotorul campului vectorial diferentiabil
F=(P,Q R =Pi+Qj+ RkcCD),

vectorul notat cu simbolul rot F a cdrui expresie analitica in baza {i, j, k}
este

OR 0Q\, ,0P OR\, ,0Q 0P
rot F = (a—y—g)w(@—a—x)ﬁ(%—@)k. (3.88)

Observatia 3.10.1 FExpresia rotorului campului vectorial F poate fi scrisa
convenabil ca determinantul simbolic

i j k

o o0 0
rot F = 9r 9y 02 (3.89)

P @ R
unde, tn formula de calcul a determinantului dupa elementele primei linii,
inmultirea uneta din operatiile 7 gy st b cu o functie inseamna derivata

partiala a acelei functii in raport cu variabila corespunzatoare: de exemplu,

ox

Q) inseamna derivata in raport cu x a functiei Q, adica e
x
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Observatia 3.10.2 Avand in vedere ca expresia analitica a operatorului vec-
torial V este 5 5 9

st tinand cont de expresia produsului vectorial a doi vectori, deducem ca ro-
torul unui camp vectorial F este produsul vectorial al operatorului V cu vec-
torul F. Prin urmare relatiile (3.88) si (3.89) se scriu in forma

rot F =V x F.

Definitia 3.10.5 Campul vectorial F € C*(D) se numeste irotational dacd
egalitatea V.- x F = 0 are loc in toate punctele lui D.

Observatia 3.10.3 Campul vectorial diferentiabil F = (P, Q, R) este iro-
tational pe domeniul tridimensional D daca si numai daca au loc relatiile
(3.87).

Folosind rezultatele de mai sus, o parte a Teoremei 3.10.2 se poate refor-
mula.

Teorema 3.10.3 Integrala curbilinie de tipul al doilea a campului vectorial
F = (P,Q,R) € C'(D)

este independenta de drumul de integrare situat in domeniul simplu conex D
daca si numai daca campul vectorial F este irotational.

Asadar, dupa ce verificam daca domeniul pe care este definit campul di-
ferentiabil F este simplu conex, independenta de drum pe D a integralei
curbilinii in raport cu coordonatele din campul vectorial F este functie de
rotorul acestui camp. Daca F este camp irotational si D este domeniu simplu
conex, atunci integrala curbilinie (3.73) este independenta de drum pe D.

3.11 Primitiva unei expresii diferentiale

In demonstratia Teoremei 3.10.1 am rezolvat implicit urmatoarea problema:
data expresia diferentiala (3.78) sa se gaseasca o functie reala diferentiabila
U, de doua variabile reale, a carui diferentiala totala sa coincida cu expresia
(3.78), adica sa avem (3.75). Odata gasita o astfel de functie U, oricare alta
cu aceeasi proprietate difera de U printr—-o constanta.
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Definitia 3.11.1 Fie F = (P, Q, R) un camp vectorial definit pe domeniul
D C IR? pentru care existd rotorul ¥V x F care sd fie functie continud. Se
numeste primitiva expresiei diferentiale

functia reala de trei variabile reale U definita si diferentiabila pe D care are
proprietatea

dU(z,y,2) = w.

Observatia 3.11.1 Daca domeniul tridimensional D este simplu conex $i
campul vectorial F este irotational, integrala curbilinie din expresia diferen-
tiala w este independenta de drum pe D, iar functia

U:D— R, Ulzy,z) = /(A Pdo+ Qdy + Rz, (3.90)
B

unde A este un punct fizat din D gi B(x,y,z) este punct variabil al lui D,
este o primitiva a expresier diferentiale w.

Observatia 3.11.2 Fiindca integrala din (3.90) nu depinde de calea de in-
tegrare, putem considera ca (AB) este o linie poligonald paraleld cu axele de
coordonate. Considerand ca punctele A gi B au coordonatele A(xg, yo, 20)
si B(x,y,z), linia poligonald (ACDB) este paraleld cu azele de coordonate
daca C(z, Yo, 20) st D(z, y, 20)-

Sa calculam integrala curbilinie din expresia diferentiala w pe linia poli-
gonala (ACDB). Avem

Uz, y2) = / + + . 3.91

(z,y2) (Ac)w (CD)w (DB)w (3:91)
Dar pe drumul (AC), y = yo (constant), z = 2, (constant), deci dy = 0,
dz=0si

xT

[ w=[  Pde+Qdy+ Rz = [ Pt yo, o)t (3.92)
(AC) (AC) -

0

Pe drumul (segmentul de dreapta) (C'D), x = x (constant), z = 2z, (constant),
decidxr =0,dz=0gi

/ w:/ Pdr + Qdy + Rdz = /yQ(m, t, zo) dt.
(CD) (CD) Yo
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In sfarsit, pe ultima portiune neteds de drum (DB), x = x (constant), y =y
(constant), deci dx =0, dy =0 si

/ W :/ Pdz + Qdy + Rdz = / Rz, y, t) dt. (3.93)
(DB) (DB) 20

Folosind (3.92) — (3.93) in (3.91), obtinem ca functia

xT

U(l‘,y,Z) = / P(ta Yo, ZO) dt + yQ(x: tv ZO) dt + /Z R(ma Y, t) dt (394)
z20

Zo Yo

este o primitiva a expresiei diferentiale w = Pdx 4+ Qdy + Rdz si anume acea
primitiva care se anuleaza in punctul A(zo, yo, 20).

Sa remarcam ca o formula analoaga formulei (3.94) se obtine daca se
integreaza expresia diferentiala w pe oricare alte trei muchii paralele cu axele
de coordonate ale paralelipipedului cu doua din varfurile opuse A(xg, yo, 20)
si B(z,y,z). De exemplu, daca drumul de integrare este (AEFB), unde
E(zo, y, 20) §i F (o, y, z), primitiva din (3.94) se scrie in forma unei sume
de trei integrale curbilinii pe segmente de drepte

U,,:/F-d F(r)-d F(r) - dr.
(w2 = [, B [ FG)-des [ F@)-dr

Aplicand formula de calcul a unei integrale curbilinii In spatiu, gasim ca o
alta expresie a primitivei expresiei diferentiale w = F(r) - dr este

Ulx,y,z) = yQ(xo,t, zo)dt+/z R(xo,y,t)dt—l—/x P(t,y,z)dt. (3.95)
20 o

Yo

In cazul plan, doud din primitivele expresiei diferentiale (3.78) sunt:

x Y
U(x,y,Z):/w P(t, yo)dt + [ Q(z, t)dt;

0 Yo

xT

y
Ulz,y,2) = / P(t,y)dt + | Q(xo, t)dt

o Yo
si se obtin respectiv cand integram w pe linia poligonala (ACB) cu C(z, o)
si pe calea de integrare rezultata din reuniunea segmentelor de dreapta (AD)
si (DB), unde D(xg, y).
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Exercitiul 3.11.1 Se da expresia diferentiala

1 1 1
w:(:@_z2+22)2dx+;y2dy+< ‘ ——)dz

definita pe orice domeniu tridimensional D, simplu conex, care nu inter-
secteaza planele de coordonate Oyz si Ozx. Sa se arate ca expresia de mai
sus este o diferentiala totala exacta si sa se determine functiile primitive ale
sale.

Solutie. Functiile P, () si R au valorile

1 1

22y 2?4 22

)z Qa,y.2) = —,

Py, 2) = ( -

1
R(xjy’z)zi_i

?+22  xy

si, dupa cum se vede, sunt continue si derivabile pe domeniul simplu conex
D. Trebuie sa mai verificam ca V x F =0, unde F = (P, @), R). Efectuand
derivatele partiale ale functiilor coordonate P, @), R, gasim

orR _ 0@ _ 1

oy 0z  ay?

op _on _ 1 s
0z  Orx 2%y (22 +22)%
o _or _ =z

or Oy ay?

deci campul vectorial F este irotational pe D. Pentru determinarea unei
primitive vom lua A(zg, yo, 0) cu zg - yo # 0 si B(x,y, z) i aplicam formula
(3.95). Avem

Y

U(a:,y,z):/xP(t, Yo, 0) dt +/

0 Yo

Qz, t, 0)dt + / Rz, y, t) dt.
0

Primele doua integrale sunt nule pentru ca in puncte ale planului xOy func-
tiile P i @ au valori egale cu zero. Calculand cea de a treia integrala, gasim

z x 1
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Rezulta ca primitiva expresiei diferentiale w care se anuleaza in punctele
domeniului D situate in planul xOy este

U(ZL’,y,Z) = arctgi - ia
T xy
oricare alta primitiva fiind V(x,y, 2) = U(z,y, 2)+C, unde C este o constanta
reala arbitrara. [ ]
Exercitiul 3.11.2 Fie expresia diferentiala
_ Yy r
W= (x2 + 2 T Qy)dx + (Q‘I 2 +y2>dy

definita intrun domeniu plan simplu conex D care nu contine originea. Sa
se arate ca w este diferentiala totala exacta pe D si sa se determine functia
diferentiabila U : D — IR cu proprietatea dU(z,y) = w.

Solutie. Functiile reale de doua variabile reale P gi () au valorile date de:

Y
P(z,y) = 22 12

X
) +2y; Qz,y) =21 —

x2 4 y?

0
Derivatele partiale —Q si — au valorile egale, si anume
or ~ 0Oy

0Q oP 2% — 2

— 12
x2+y2)2+ ’

deci integrala curbilinie de tipul al doilea din expresia diferentiala w nu de-
pinde de drumul de integrare situat in D. Functia U a carei diferentiala este
w i care se anuleaza in punctul A(a, b) are valorile:

U(z,y) :/ (;,;2:)Lg,2+2b>dt+/by(2x_m2x+t2)dt;

tt= t= t= t|t=
U(x,y) = arctg B‘t “+ th‘t:j + 2$t‘t:z — arctg ;’t:zJ

=a

T

U(z,y) = 2zy + arctg T oup - arctg %.
Y
Oricare alta primitiva V' a expresiei diferentiale date este de forma

V(z,y) = 2zy + arctg Ty C,
Y

unde C este o constanta reald arbitrara. ]
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4.1 Elemente de topologie in IR’

In acest paragraf vom reaminti unele notiuni de topologie in spatiul euclidi-
an IR?. Intre punctele acestui spatiu si cele ale unui plan in care s—a ales o
pereche de axe perpendiculare Oz si Oy, de versori e; = (1,0) si respectiv
e; = (0,1), exista o corespondenta biunivoca.

Definitia 4.1.1 Se numeste disc deschis cu centrul in a = (a,b) si razd
e > 0 mulfimea

B(a,e) = {x = (v,y) € R*: d(x,a) < ¢},

unde d este metrica euclidiand pe IR* si d(x,a) = \/(a: —a)?+ (y — b)? este
distanta dintre punctele X si a.

Pentru simplitatea expunerii, discului deschis 1i vom spune simplu disc.

Definitia 4.1.2 Un punct a € IR* se numeste punct interior al multimii
D C IR? dacd existd un € > 0 astfel incit B(a,e) C D.

Observatia 4.1.1 Un punct interior al multimii D apartine acesteia.

Definitia 4.1.3 Submultimea D C IR* se numeste multime deschisi dacd
toate elementele sale sunt puncte interioare.

171
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Definitia 4.1.4 Spunem cd multimea D C IR* este multime conexa dacd
oricare doua puncte ale lur D pot fi unite printr—un arc de curba conginut in
intregime in D.

Definitia 4.1.5 O multime deschisa si conexa se numeste domeniu.

De exemplu, discul cu centrul in origine si raza 1, adica totalitatea punctelor
(x,y) care satisfac inegalitatea 2% + y? < 1, este un domeniu, in timp ce
multimea rezultata din reuniunea a doua discuri

{(z,y) e R* |22 +y* <1} U {(a,9) € R*|(z—3)2+y?> < 1}

nu este un domeniu deoarece, desi este multime deschisa, nu este multime
conexa intru—cat exista perechi de puncte ale sale care nu pot fi unite printr—
un arc de curba continut in intregime in aceasta multime.

Definitia 4.1.6 Un punct a € IR? se numeste punct frontiera al multimai
D daca orice vecinatate a sa contine atat puncte ale lur D cat si puncte care
nu apartin lui D. Totalitatea punctelor frontiera ale unei mulfim: se numeste
frontiera acelei multima.

Observatia 4.1.2 Un punct frontiera al unei mulfimi D poate sa apartina
sau sa nu aparting lui D. In particular, o multime deschisa nu contine nici
unul din punctele frontierei sale.

Definitia 4.1.7 O mul{ime care isi con{ine toate punctele frontiera se nu-
meste multime inchisa.

Observatia 4.1.3 Fiecarei multimi i se poate atasa o multime inchisa, care
se numeste inchiderea acelei multimi, care consta din toate punctele mulfi-
mii la care se adauga punctele sale frontiera.

In particular, cand adaugam unui domeniu D punctele sale frontiera ob-
tinem o multime inchisa pe care putem sa o numim domeniu inchis sau
continuu.

Definitia 4.1.8 Punctul a € IR* se numeste punct limita seu punct de
acumulare al multimii D C IR? dacd existd un sir de puncte din D, cu
termeni diferiti de a, convergent la a.
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Observatia 4.1.4 Un punct limita al unei multimi D poate sa apartind sau
sa nu aparting multimis D.

Se stie ca o multime este inchisa daca si numai daca 1si contine toate
punctele de acumulare.

Definitia 4.1.9 Multimea D C IR* se numeste marginitd dacd poate fi
inclusd intrun disc cu centrul intrun punct oarecare al spatiului IR* deci,
indiferent de xo € IR?, existd r > 0 astfel incait

D C B(xo,r).

Definitia 4.1.10 O multime mdrginitd si inchisd in IR* se numeste multi-
me compacti in IR?.

Daca D este o multime marginitd in IR?, atunci multimea tuturor dis-
tantelor d(x,y) intre punctele arbitrare x € D gi y € D este o multime
de numere reale nenegative marginita deoarece oricare din aceste distante
nu poate fi mai mare decat diametrul discului in care este inclusa multimea
D. Prin urmare, putem vorbi de marginea superioara a acestei multimi de
numere.

Definitia 4.1.11 Se numeste diametrul multimii marginita D C IR* mar-
ginea superioard a mulfimii de numere nenegative {d(x,y) :x € D, y € D}.

Definitia 4.1.12 Fie D si E doud multimi arbitrare din IR*. Se numeste
distanta dintre multimile D gi E marginea inferioara d(D, E) a multimii
de numere reale nenegative d(x,y), unde x € D, iary € E.

Daca multimile D si E au cel putin un punct in comun (au intersectie
nevida), atunci d(A, B) = 0. Reciproca acestei afirmatii nu are loc in general.
De exemplu, distanta intre hiperbola echilatera x -y = 1 si axa Ox este zero
desi aceste doua multimi de puncte nu au nici un punct comun deoarece axa
Oz nu intersecteaza hiperbola, ea fiind insa asimptota hiperbolei. In legatura
cu aceasta afirmatie avem urmatorul rezultat.

Teorema 4.1.1 (Separabilitatea multimilor inchise) Dacd multimile D
si B sunt compacte si disjuncte in IR*, atunci d(D, E) > 0.
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Demonstratie. Presupunem contrariul, adica d(D, F) = 0. Din Definitia
4.1.12 gi teorema de caracterizare a marginii inferioare a unei multimi, rezulta
ca pentru fiecare n € IN* exista punctele x,, € D si y,, € F astfel incat

dxnyn) < = (4.1

Deoarece multimea D este marginita rezulta ca sirul de puncte (x,) este
marginit si, dupa lema lui Cesaro, admite un subsir

Xkis Xkoy 7y Xkp

convergent la un punct xq. Corespunzator, sirul de puncte

Yeis Yoy s Yk

subsir al girului (y,), este convergent conform lui (4.1) la acelagi punct xg.
Sa demonstram ca punctul xq apartine multimii D. intr—adevér, pot ex-
ista doua posibilitati. Ori subsirul (xg,) contine o infinitate de puncte dis-
tincte, fapt care arata ca xg este punct limita al multimii D, prin urmare
Xo € D deoarece D este o multime inchisa ori, de la un rang inainte, toti
termenii subsgirului sunt egali cu xg, caz in care limita este de asemeni X,
care din nou apartine lui D. Limita celui de al doilea subsir este tot xq si
apartine lui F/, deoarece si E este multime inchisa. Atunci, D si F au un
punct in comun ceea ce contrazice ipoteza teoremei. [

4.2 Aria figurilor plane

Prin multime poligonala intelegem multimea constituita dintr—un numar
finit de submultimi ale lui IR* ale caror frontiere sunt linii frante inchise.
Notiunea de arie a unei multimi poligonale este bine cunoscuta din ge-
ometria elementara. Aria unei multimi poligonale este un numar nenegativ
care poseda urmatoarele proprietati:

1. (monotonie) Daca P i @ sunt doua multimi poligonale, iar P C @,
atunci

aria P < aria Q);
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2. (aditivitate) Daca Py si Py sunt doua multimi poligonale disjuncte si
P, U P, este reuniunea acestora, atunci

aria (P, U Py) = aria Py + aria P;

3. (invarianta) Daca doua multimi poligonale P gi P, sunt congruente,
atunci
aria P; = aria Ps.

Sa extindem notiunea de arie, cu pastrarea celor trei proprietati, la o
clasa mai ampla de multimi plane. In acest scop consideram multimea F)
o submultime a multimii /R*. Vom considera de asemeni toate multimile
poligonale P incluse in F' gi toate multimile poligonale () care includ mul-
timea F. Primele multimi se vor numi multimi scufundate in multimea
F, iar multimile din cea de a doua categorie formeaza ceea ce se numeste
infaguratoarea multimii F. Ariile multimilor scufundate in multimea F' sunt
marginite superior, un majorant fiind aria oricarei multimi marginite care
face parte din infasuratoarea lui F. Multimea de numere reale nenegative care
reprezinta ariile multimilor scufundate, fiind o multime majorata, admite o
margine superioara

S, = S.(F) = sup{(aria P): P C F},

iar multimea ariilor multimilor care constituie infaguratoarea lui F' poseda
evident minoranti si ca atare admite margine inferioara

S* = S*(F) = inf{(aria Q) : Q D F}.

Cantitatea S, este cunoscuta ca masura Jordan interioara a multimii F,
iar numarul S* se numeste masura Jordan exterioara a aceleiagi multimi.
Aria oricarei multimi scufundate in F' nu intrece aria oricarei multimi care
infagoara pe F' si, ca urmare, avem

S, < 5%

Daca S, = S* = S, atunci valoarea comuna S se numeste masura Jordan a
multimii F. In acest caz multimea F' se zice ca este carabila sau masurabila
Jordan.

Astfel, am extins conceptul de arie de la o multime poligonala, care este
evident o multime carabila, la o multime marginita oarecare din plan. Vom
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demonstra ca cele trei proprietati ale ariilor multimilor poligonale se conserva
si pentru ariile multimilor oarecare marginite din plan.

Vom stabili acum o conditie necesara si suficienta ca o multime marginita
sa fie carabila.

Teorema 4.2.1 O figura plana marginita F' este carabila daca st numai daca
pentru orice € > 0 exista doua multimi poligonale P C F si (Q D F astfel
incat

aria Q) — aria P < ¢. (4.2)

Demonstratie. Intr-adevir, dacd aceste multimi P si ) exista, atunci din
(4.2) si din
aria P < 5, < S* < aria ()

rezulta
0<S5" —S, <e>0

si fiindca € > 0 este ales arbitrar rezulta ca S, = 5*.

Reciproc, daca S, = S*, atunci dupa teoremele de caracterizare ale
marginilor inferioara si superioara, pentru orice ¢ > 0 dat exista o multi-
me poligonala P, scufundata in F) si o multime () din infaguratoarea lui F),
astfel incat

S*—%<ariaP§S*, S*gariaQ<S*+%,

care implica (4.2), ceea ce completeaza demonstratia teoremei. |

Multimea punctelor care apartin unei multimi poligonale () care infagoara
multimea F' si nu apartin multimii poligonale P, scufundata in F, este o mul-
time poligonala avand aria egala cu diferenta dintre aria lui @) si aria lui
P. Aceasti multime de puncte contine frontiera multimii F. In consecinta,
conditia din Teorema 4.2.1 implica ca F' este carabila daca si numai daca
frontiera sa poate fi scufundata intro multime poligonala cu arie arbitrar de
mica.

Cu ajutorul Teoremei 4.2.1 se poate stabili masurabilitatea Jordan a unor
multimi diferite de cele poligonale. O astfel de multime poate fi discul de
raza r. Multimile P si ) pentru disc pot fi multimile marginite de poligoane
regulate inscrise si respectiv circumscrise discului, numarul n al laturilor
acestor poligoane fiind suficient de mare. De altfel, acesta este modul in
care, in geometria elementara, se obtine formula ariei discului de raza r.
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Definitia 4.2.1 O multime de puncte din IR* se numeste multime de arie
nula daca ea poate fi scufundata intr-o multime poligonala de arie arbitrar
de mica.

Observatia 4.2.1 O curba in planul Oxy este o multime de arie nula.

Notiunea din Definitia 4.2.1 face ca Teorema 4.2.1 sa poata fi reformulata
in urmatoarea forma echivalenta.

Teorema 4.2.2 Necesar si suficient pentru ca multimea F' sa fie masurabila
Jordan este ca frontiera sa sa fie de arie nuld.

Bazat pe aceasta teorema putem prezenta o clasa suficient de vasta de mul-
timi carabile la care vom face referire in consideratiile ulterioare. Pentru
aceasta sa ne amintim ca o curba plana (C) reprezentata parametric prin

ecuatiile
z = ¢(t),
C <t<p,
© {y=w<t>, asrss

unde functiile ¢ : [, 8] — IR si ¢ : [, 3] — IR sunt continue, derivabile,
cu derivate continuie sau continuie pe portiuni este o curba rectificabila,
lungimea L a acesteia fiind data de integrala definita

L= /j o () + 0 (0) dt.

Lema 4.2.1 Orice curba plana rectificabila este o multime de arie nula.

Demonstratie. Fie (C) o curba plana rectificabila de lungime L. Divizam
curba in n parti prin n+1 puncte astfel incat lungimea fiecarei parti sa fie L/n
si construim un patrat de latura 2L/n cu centrul de simetrie in punctul de
diviziune de ordin k, unde k ia toate valorile de la 1 pana la n+ 1. Reuniunea
acestor patrate este o multime poligonala care infagoara curba (C') si a carei
arie nu intrece suma ariilor patrateleor construite, prin urmare nu este mai

mare decat

4172
Deoarece L este fixat si n poate lua valori numere naturale oricat de mari
dorim, curba (L) poate fi scufundata intro multime poligonala de arie extrem

de mica si ca atare aria lui (C') este egala cu zero. [
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Corolarul 4.2.1 Orice multime plana marginita a carei frontiera este o re-
uniune finita de curbe plane rectificabile este mulfime masurabila Jordan.

Aceasta este clasa de multimi care o vom considera in continuare.

Observatia 4.2.2 Orice multime de puncte din plan, cu frontiera reprezen-
tata ca o reuniune finita de curbe plane definite printr—o ecuatie carteziand
explicita de forma

y:f(x)> a’Sbea

sau printr—o ecuatie carteziand explicita de forma
r=yg(y), c<z<d,

unde functiile f si g sunt functit continue, cu derivate continue pe portiuni,
este o mulfime masurabila in sens Jordan.

Avem acum pregatite toate conditiile pentru a arata ca notiunea de arie a
unei multimi plane marginita satisface proprietatile de monotonie, aditivitate
si invarianta.

In ce priveste monotonia aceasta este implicata de insasi definitia ariei,
demonstratia sa putand fi usor efectuata. Sa stabilim aditivitatea.

Teorema 4.2.3 Fie F si Fy doua figuri masurabile Jordan avand inte-
rioarele disjuncte si fie F' reuniunea lor. Atunci, F' este carabila si

aria F' = aria Fy + aria F. (4.3)

Demonstratie. Masurabilitatea Jordan a multimii F' rezulta din Teorema
4.2.2 i din faptul ca frontiera lui F' este o multime de arie nula deoarece
aceasta frontiera este inclusa in reuniunea frontierelor multimilor Fi i Fs.
Prin urmare, pentru a completa demonstratia, trebuie sa deducem egalitatea
(4.3). Pentru aceasta consideram multimile poligonale P; si P, scufundate in
respectiv multimile F si F5 si multimile poligonale ()1 si (02 care infagoara F
si Iy respectiv. Deoarece multimile poligonale P, si P, nu se intersecteaza,
aria multimii poligonale P rezultata din reuniunea acestora este egala cu
suma ariilor lor. Reuniunea () a multimilor ) si ()2, care pot avea intersectie
nevida, are arie care nu Intrece suma ariilor acestora. Prin urmare, avem:

aria P = aria P, + aria P, < aria F' < aria ) < aria 1 + aria Js;
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aria P, + aria P, < aria F} + aria F, < aria (01 + aria )s.

Deoarece diferentele (aria ()1 — aria Py) si (aria Q) — aria P,) pot fi facute
arbitrar de mici rezulta ca are loc egalitatea (4.3). Astfel aditivitatea este
demonstrata. n

Proprietatea de invarianta a masurabilitatii Jordan a unei multimi din IR
este de asemeni evidenta. In plus, remarcam o alta proprietate a multimilor
plane marginite si masurabile Jordan.

Teorema 4.2.4 Intersectia a doud multimi din IR*, masurabile in sensul lui
Jordan, este o mulfime carabila.

Demonstratie. Daca Fj si F; sunt doua multimi carabile si F' este inter-
sectia lor, atunci fiecare punct frontiera este un punct frontiera al cel putin
uneia din frontierele multimilor F; si F,. Afirmatia teoremei rezulta din Te-
orema 4.2.2 gi din faptul ca aria unei reuniuni de multimi de arie nula este
egala cu zero. n

Notiunea de arie a fost introdusa in conformitate cu ideea lui Jordan,
desi aceasta introducere are unele dezavantaje. Intr-adevir, dupa cum s—a
aratat, reuniunea a doua multimi carabile este o multime carabila. Aceasta
implica imediat ca reuniunea unui numar finit de multimi carabile este o
multime carabila. Proprietatea insa nu se mai pastreaza daca numarul mul-
timilor masurabile in sens Jordan este infinit. Aceasta situatie face necesara
introducerea unei alte masuri in care sa se pastreze proprietatea de mai sus.
O astfel de masura poate fi masura Lebesgue, pe care nu o vom prezenta aici
deoarece in continuare vom considera doar integrabilitatea functiilor definite
pe multimi masurabile in sens Jordan.

4.3 Definitia integralei duble

Fie D o multime marginita si carabila din planul cartezian raportat la reperul
ortogonal xOy si
f:D— R (4.4)

o functie reala de doua variabile reale definita si marginita pe multimea D.
Definitia 4.3.1 Se numeste partitie sau divizare a multimii D mulfimea
A - {Db DQ, Tty Dn} (45)

de submultimi a lut D cu proprietatile:
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1. interioarele oricaror doua multime distincte sunt disjuncte;

2. reuniunea tuturor mul{imilor partitiei, numite elemente, in numar de
n € IN*, este mulfimea D.

Observatia 4.3.1 O partitie a multimii mdrginite D C IR?, mdsurabild in
sens Jordan, se poate realiza cu ajutorul unor elemente a doua familit uni-
parametrice de curbe plane. De exemplu, aceste curbe plane pot fi unele
paralele la azxele de coordonate Ox si Oy.

Deoarece multimea D este marginita rezulta ca fiecare din elementele
partitiei A este marginita si ca atare multimea tuturor diametrelor d(D;) are
un cel mai mare element.

Definitia 4.3.2 Fie mulfimea marginita si carabila D si /A o partiie a aces-
teia. Se numeste norma sau finetea divizarii A numarul real v(A) sau | Al
egal cu cel mar mare dintre diametrele elementelor partifies.

Consideram o partitie A a multimii D si suma de forma

n

on(f,&,m) = f(&,m)Si (4.6)

=1

unde S; este aria lui D;, iar (&, n;) este un punct arbitrar apartinand lui D;,
numit punct intermediar.

Definitia 4.3.3 Sumele din relatia (4.6) se numesc sume integrale asoci-
ate functiei f din (4.4), modului de divizare A de forma (4.5) al multimii D
s1 sistemului de puncte intermediare (&;,1;) € D; ales arbitrar.

Definitia 4.3.4 O partitie A" = {D}, D}, ---, D} a multimii D se spune ca
este o rafinare a divizarii A din (4.5) daca fiecare element D; al partitiei
A este sau element al partitiei A" sau reuniunea cdtorva elemente D’ din
partitia A’

Observatia 4.3.2 FEuxista o infinitate de sume integrale caci exista o infini-
tate de moduri de a diviza mulfimea D si in cadrul fiecarei partitii exista o
infinitate de posibilitati de a alege punctele intermediare.

Introducem urmatoarea definitie a limitei sumelor integrale (4.6).
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Definitia 4.3.5 Numdrul real J este limita sumelor integrale (4.6) cind
|A|l = 0 daca pentru orice € > 0 exista 6 > 0 astfel incat oricare ar fi
partitia A a multimii D cu

Al < ¢ (4.7)
si oricare ar fi alegerea punctelor intermediare (&;,1;) € D; sa avem

loalf,&m) — J| < e (4.8)

Inegalitatea (4.8) trebuie sa fie adevarata pentru toate sumele integrale
oa(f,&,m;) care corespund partitiei A din (4.5) ce satisface conditia (4.7),
indiferent de alegerea punctelor intermediare.

Definitia 4.3.6 Functia (4.4) se numeste integrabila pe D dacd limita su-
melor integrale (4.6) pentru |A|| — 0 exista si este finita.

Definitia 4.3.7 Daca functia (4.4) este integrabila pe D, atunci numdrul

real
n

J = lim Zf(ﬁi,m)si (4.9)

|All—0 i=1

se numeste integrala dubla a functiei f pe multimea D i se noteaza
cu unul din simbolurile

J :// flz,y)dw; T =// (@, y)dady. (4.10)

Functia f se numeste integrand, D se numeste domeniu de integrare, iar
expresiile f(x,y)dw i f(x,y)drdy se numesc elemente de integrare.

Sa gasim conditii care, impuse functiei (4.4), asigura existenta integralei
duble (4.10). Aceste conditii le vom numi conditii de integrabilitate.

Pentru a stabili conditii de integrabilitate introducem sumele Darbouz in-
ferioara si superioara. In acest sens notim prin M; si m; marginea superioara
si respectiv marginea inferioara a valorilor restrictiei functiei f la elementul
D; al partitiei A din (4.5).

Definitia 4.3.8 Sumele:
i=1 i=1

se numesc respectiv suma Darboux superioara si suma Darboux infe-
rioara a functiei f corespunzatoare diviziunii A a multimii carabile D.
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Observatia 4.3.3 Din modul cum au fost definite sumele Darbouz (4.11)
rezulta ca oricare ar fi divizarea A a multimii D, avem

Q > w.

Sa enumeram proprietatile fundamentale ale sumelor Darboux.

1.

Pentru orice divizare A a multimii D si pentru orice alegere a sistemului
de puncte intermediare, suma integrala corespunzatoare se afla cuprinsa
intre suma Darboux inferioara si suma Darboux superioara corespun-
zatoare partitiei A,

n

salf) < D f&m)Si < Salf).

=1

In procesul de rafinare a divizarii multimii D, sumele Darboux infe-
rioare cresc, iar sumele Darboux superioare descresc. Aceasta inseamna
ca daca w si €2 sunt sumele Darboux corespunzatoare modului de di-
vizare A, iar ' si ' sunt sumele Darboux corespunzatoare partitiei
A, atunci

w < oo < Q < Q.

Fie A’ si A” doua diviziuni arbitrare a multimii D si fie &', € si &”,
2" sumele Darboux corespunzatoare asociate acestor partitii. Atunci,
avem

W< si W< QY

adica orice suma Darboux inferioara asociata functiei f si corespunza-
toare unui mod de divizare nu poate intrece suma Darboux superioara
asociata aceleiasi functii si corespunzatoare oricarui alt mod de divizare
a multimii D.

Multimea tuturor sumelor Darboux superioare corespunzatoare functiei
(4.4) este marginita inferior, un minorant al acesteia fiind oricare dintre
sumele Darboux inferioare asociate aceleiasi functii.

Multimea tuturor sumelor Darboux inferioare corespunzatoare functiei
f din (4.4) este marginita superior, un majorant al acestei multimi fiind
oricare din sumele Darboux superioare asociate functiei f.
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6. Daca notam cu D multimea divizarilor multimii D, atunci exista nu-
merele reale:

J=inf{Sa(f): A € D}; J=sup{salf):A € D},

care se numesc integralele Darboux superioara si respectiv inferioara
ale functiei f : D C IR* — IR.

Teorema 4.3.1 Integralele Darboux inferioara si superioarda ale functiei re-
ale de doud variabile reale f definitd pe multimea carabild D C IR* satisfac
inegalitatea

J < T

Demonstratie. Presupunem contrariul si anume ca J > J. Atunci, exista
un numar € > 0 astfel incat

J — J > ¢ > 0. (4.12)

Pe de alta parte, dupa teoremele de caracterizare ale marginilor inferioara si
superioara, putem spune ca pentru € > 0 de mai sus exista o suma Darboux
superioara {2; si o suma Darboux inferioara w, astfel incat

g . €

si J—wy < =,

O —J< 5

\)

de unde deducem

QG - w+J - J) < e
In consecintd, in conformitate cu (4.12), avem
O — wy < 0

care contrazice proprietatea 3. a sumelor Darboux. [ ]

4.4 Conditii de integrabilitate

Proprietatile sumelor Darboux inferioare si superioare permit stabilirea unei
conditii necesare si suficiente pentru integrabilitatea functiei reale f definita
si mirginita pe o multime carabila din IR*.
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Lema 4.4.1 (Darboux) Integrala superioard J (respectiv integrala inferi-
oara J) este limita pentru ||Al| — 0 a sumelor Darboux superioare (respectiv
a sumelor Darbouz inferioare).

Demonstratie. Introducem mai intai notiunea de frontiera a partitiei
A a multimii D. Daca partitia A € D este compusa din submultimile D;,
atunci reuniunea 0A a frontierelor dD; ale multimilor D; se numeste frontiera
partitiei A. Prin urmare,

Frontierele 0D; fiind de arie nula oricare ar fi divizarea A € D, rezulta ca
frontiera divizarii A este de arie nula.

In plus, putem afirma ca frontiera A se poate prezenta in cele din urma
ca reuniune de curbe inchise, care sunt multimi inchise in IR?, si ca urmare
OA este o multime inchisa in IR?.

Avand in vedere cine este J rezulti c& pentru orice € > 0 exista o divizare
A* a multimii D cu proprietatea ca suma Darboux superioara 2* satisface

conditia
€

0 < QO — J < -
2
Frontiera 0A* a divizarii A* poate fi scufundata intro multime poligonala )
de arie mai mica decat €/(2M), unde M = sup{ |f(z,y)| : (z,y) € D}, incluz-
iunea 0A* C @ fiind stricta. Frontiera OA* gi frontiera multimii poligonale
@ sunt doud multimi inchise in IR? care nu au puncte comune. In consecinta,
distanta dintre aceste multimi este un numar pozitiv a. Consideram acum o
partitie arbitrara A € D cu proprietatea |A|| < «. Elementele partitiei A,
deci multimile D;, au urmatoarea proprietate evidenta: daca D; si 0A* au cel
putin un punct in comun, atunci multimea D; este strict inclusa in interiorul
multimii poligonale (). Asemenea multimi componente ale partitiei A vor fi
numite elemente frontiera, iar toate celelalte elemente, care nu se incadreaza
in aceasta categorie, le vom numi elemente interioare. Sa aratam acum ca
oricarei partitii A € D cu ||Al| < a, corespunde o suma Darboux superioara
Q) care difera de integrala Darboux superioars J cu mai putin decat €. Pentru
aceasta Impartim termenii care intra in definitia sumei 2 in doua grupe de
termeni
n
Q=3 M8, =Y M S+> "M,

i=1
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unde sumarea in penultima suma se extinde la toate elementele interioare
in timp ce, in ultima suma, sumarea se refera la elementele frontiera. Sa
evaluam separat fiecare din aceste sume. Fiecare element interior al partitiei
A este strict inclus intrun element al partitiei A*. Fiindca marginea supe-
rioara M| a valorilor functiei f(z,y), pe un element interior al divizarii A,
nu depaseste marginea superioara a aceleiasgi functii pe elementul divizarii
A* care contine elementul interior respectiv, rezulta ca partea din suma Dar-
boux superioara () referitoare la elementele interioare nu poate intrece pe €2*,
adica
SIMs <

Mai departe, avem inegalitatile evidente:

3

M < M : 'S < ari < —.
M <My XS < ania Q < o

In consecinta, vom avea satisfacuta inegalitatea
" S
" QN
1> M'S!| < 5
$i ca urmare,

/ " 9 —
Q=3 MjS;+3 M!S < &+5 < J+e
Asadar am demonstrat ca oricare ar fi ¢ > 0 exista un numar « care depinde
de € incat oricare ar fi divizarea A cu ||A]| < «, avem

QO — J < ¢

rezultat care arata ca limita, pentru norma divizarilor tinzand la zero, a
sumelor Darboux superioare este integrala superioara Darboux. In mod
asemanator se demonstreaza gi cealalta afirmatie a lemei. |

Teorema 4.4.1 (Criteriul de integrabilitate a lui Darboux). O func-
tie marginita f(z,y) definitda pe o mulfime marginita si carabila D C IR? este
integrabila pe D dacd gi numai dacd pentru orice € > 0 exista un numar 6(g),
astfel incat oricare ar fi partitia A a mulfimii D cu ||A]| < 0(¢), sd avem

Salf) — salf) < e (4.13)
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Demonstratie. Conditia este necesara. Daca f este o functie marginita si
integrabila pe multimea plana marginita si carabila D, atunci exista numarul

real J
T =[] f(a.y) dudy,
D

iar acest numar este limita sumelor integrale Riemann pentru ||A|| — 0,
care nu depinde de alegerea punctelor intermediare (&;,7;) € D;, unde A =
{D1,Ds,---,D,} este o divizare a multimii D. De aici rezulta ca oricare
ar fi ¢ > 0 exista d(¢) > 0 astfel incat oricare ar fi divizarea A € D cu
|A|l < () si oricare ar fi alegerea punctelor intermediare (&;,17;) € D; are

loc inegalitatea
€

loa(f,&,m) — J| < o

care poate fi scrisa si in forma echivalenta
€ €
J - 5 < O'A(f, 5“771) < J + 5 (414)

De asemenea, stim ca sumele Darboux superioara si inferioara corespunzatoa-
re partitiei A € D sunt respectiv marginea superioara gi marginea inferioara
a sumelor integrale Riemann asociate acelei divizari. Prin urmare, putem
lua o divizare fixata A € D si sa alegem punctele intermediare (&, 7)) € D;
si (&7,n) € D; astfel incat sa fie satisfacute urmatoarele inegalitati:

S

n

Q- Zf(€w715<* Zfa,m —w<g. (4.15)

i=1

Fiecare din cele doua sume integrale Riemann din (4.15) satisface conditia

(4.14) si, ca urmare, din (4.15) obtinem rezultatul dorit, adica (4.13).

Conditia este suficienta. Daca pentru orice € > 0 exista 6(e) > 0 astfel incat

oricare ar fi divizarea A € D cu ||Al| < §(e) s& avem (4.13), atunci J = J.
intr—adevér, din proprietatile sumelor Darboux avem

salf) < J < J

IN

Sa(f) (4.16)

pentru orice diviziune A a lui D. Daca [|A|| < d(¢g), din inegalitatea (4.16) si
din conditia (4.13), obtinem

0 < J = J < 8alf) = salf) < ¢
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adica 0 < J — J < e. Deoarece ¢ > 0 a fost presupus arbitrar rezulta ca
J=J.

S& notam valoarea comuna a cantitatilor J si J cu J si sa aratdm ca J
este limita pentru ||A| — 0 a sumelor integrale Riemann asociate functiei
f, adica este integrala dubla a functiei f pe domeniul de integrare D. Dupa
lema lui Darboux, J este limita comuna pentru ||A]| — 0 a sumelor Darboux
inferioare i superioare asociate functiei f si modurilor de divizare A € D,
adica

J= B sa(f) = Jm Sa(f). (4.17)
Pe de alta parte, avem
sa(f) < oa(f.&m) < Sa(f) (4.18)

oricare ar fi divizarea A € D i oricare ar fi punctele intermediare (&;,7;) €
D;.

Trecerea la limita in (4.18) pentru ||A]| — 0 si folosirea lui (4.17) conduce
la rezultatul dorit. [ |

Observatia 4.4.1 Din criteriul de integrabiliate a lut Darboux rezulta ca o
functie reala f, definita si marginita pe o multime marginita si carabila din
IR?, este integrabild pe D, dacd si numai dacd integralele Darbouz corespun-
zdatoare, J si J sunt egale. Valoarea comund a celor doud integrale J = J = J
este tocmai integrala lui f pe domeniul de integrare D.

4.5 Clase de functii integrabile

In cele ce urmeazd vom considera functii definite pe multimi marginite si
inchise, deci multimi compacte in IR?, care sunt carabile.

Aplicand Teorema 4.4.1, vom stabili integrabilitatea unor clase impor-
tante de functii prima dintre ele fiind clasa functiilor continue.

Teorema 4.5.1 Orice functie continua f definita pe mulfimea compacta
D C IR? este integrabild pe D.

Demonstratie. Fie A = {D;,D,,---,D,} o divizare oarecare a lui D.
Deoarece functia f este continua pe D, va fi functie continua pe fiecare
domeniu compact D;, (i = 1,2,---,n). Insa, o functie continua pe o multime
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compacta este marginita si 1si atinge efectiv marginile. Prin urmare, functia
f este marginita pe D; si isi atinge marginile. Putem afirma ca exista doua
puncte x; = (25, y}) si x! = (27, y!) din D; astfel incat sa avem:

Rezulta

n n

Sa(f) = salf) = (M —mi) S = > _(f(af, i) = f(a,90)) S

i=1 =1

Deoarece f este continua pe o multime compacta ea este marginita si uniform
continua pe acea multime. Uniforma continuitate a functiei f implica ca
pentru orice ¢ > 0 exista d(¢) > 0 astfel incat pentru orice doua puncte

x' = (J}/, y/) dy= (:L“”, y//) cu
d(x,y) < 6(e)

s& avem
€

/ / 1 1
— < .
F@y) - fa] <
Pentru orice diviziune A a lui D, cu ||A]| < d(g) avem
d(x;,x7) < 4(e)

si deci

|l y) — f@dy)] <
Agadar, daca ||Al| < d(g), atunci

aria D’

caria D = ¢

= / / €
SA(f _SA ; z?yz f(xmyz)’SZ < aria D
adica SA(f) — sa(f) < e, (V) A, cu [|A|| < d(e). Deci f este integrabila pe
D. |

Conditia de continuitate a integrantului este destul de restrictiva. De
aceea, teorema urmatoare stabileste existenta integralei duble pentru o clasa
de functii discontinue.

Teorema 4.5.2 Daca functia f(z,y) este marginita pe multimea compacta
D si este continua peste tot in D cu exceptia unei multimi de arie nula,
atunci ea este integrabila pe D.
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Demonstratie. Luam un € > 0 arbitrar. Din ipoteza, f(z,y) este margini-
ta, aceasta Insemnand ca exista un numar real K astfel incat |f(x,y)| < K.
Sa scufundam partea din multimea D, unde functia f este discontinua, intro
multime poligonala @ de arie mai mica decat /(4K), astfel incat aceasta
multime sa fie strict inclusa in multimea poligonala ). Notam cu D partea
din domeniul de integrare D care nu este inclusa in interiorul lui ). Punctele
frontiera ale multimii poligonale @ care apartin lui D sunt situate in D si
prin urmare D este multime inchisa si marginita deci compacta. Restrictia
functiei f la multimea compacta D este continua prin urmare este uniform
continud. Alegem § > 0 astfel incat oscilatia functiei f in orice parte a mul-
timii D, cu diametrul mai mic decat ¢, sa fie mai mica decat £/(25), unde S
este aria lui D. Consideram acum o partitie A = {D; : i = I,n} a domeniului
de integrare D cu proprietatea ca primul element D; sa coincida cu @), iar
toate celelalte element sa aiba diametrele mai mici decat ¢ si sa evaluam
diferenta €2 — w pentru aceasta divizare. Avem

Q—w= Mlsl — mlsl + Z(Ml — mZ)SZ < (Ml - ml)E + Z - SZ

=2 1=2

Insd My —my < 2K si Z % S; < .S, astfel ca
i=2

€ €
Q- 2QK—+4+ — S =c¢.
w < 4K+ZSS €

Numarul € > 0 fiind ales arbitrar, in baza Teoremei 4.4.1 functia f este
integrabild pe submultimea compacti D a lui IR?. |

4.6 Proprietatile integralei duble

Proprietatile fundamentale ale integralei duble sunt complet analoage pro-
prietatilor integralei definite

/ab f(z)dx

si de aceea vom enumera aceste proprietati urmand a da demonstratia doar
pentru una din ele.
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. Daca functiile f si g sunt integrabile pe domeniul de integrare D, iar X si

i sunt constante reale arbitrare, atunci functia A f+u g este integrabila
pe D si

// A f+ pg)(z,y)dedy = A // f(%y)dwderu//g(w,y)dxdy-

Aceasta este proprietatea de liniaritate a integralei duble.

. Daca D = Dy U D, unde Dy, D, sunt multimi compacte in IR? care

nu au puncte interioare comune si functia f : D — IR este integrabila
pe D, atunci f este integrabila pe fiecare din multimile D, si D, si are
loc egalitatea

//f(:v,y)dxdy :// f(x,y)dzder//f(x,y)dwdy-

Aceasta este proprietatea de aditivitate a integralei duble ca functie de
domeniu de integrare.

. Daca f este integrabila pe D si

flx,y) > 0, (V) (2,9) € D,

atunci integrala dubla din functia f satisface inegalitatea

|| f@.pydzay = o.

. Daca f i D sunt integrabile pe D si

fy) < g(xy), (V) (z,y) €D,

atunci intre integralele celor doua functii avem inegalitatea

J| t@ydzdy < [ gla.y)dudy.

Aceasta este proprietatea de monotonie a integralei duble. Ea implica
urmatoarele doua proprietat;i.
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5. (evaluarea valorii absolute a integralei duble). Daca f este integrabila
pe D, atunci functia valoarea absoluta a lui f este integrabila pe D si

‘//f(i”’y)dxdy\ = //If(:v,y) |dady.

6. (teorema wvalorii medii). Daca o functie f este integrabila pe D si
satisface inegalitatea
m < flzy) < M, (V) (z,y) €D,

iar S este aria lui D, atunci

mS < // flz,y)dxdy < MS.
D
Daca functia f este in plus continua pe D, atunci teorema valorii medii
devine

7. Daca f este functie continua pe domeniul compact de integrare D,
atunci exista un punct (£,n) € D, astfel incat

ﬂf@wMWZf@mﬁ

8. Este evidenta egalitatea
// drdy = aria D = S.
D

Demonstratia teoremei valorii medii pentru functii continue. Deoa-
rece f este continua pe domeniul compact D, rezulta ca f este marginita pe
D si i1 atinge marginile. Prin urmare, exista punctele x; = (x1,11) € D,
Xy = (29, y2) € D astfel incat

m= f(x1,11), M = f(xs,y2),

unde m si M sunt marginile lui f. Pentru simplitate, sa presupunem ca
ambele puncte sunt in interiorul domeniului de integrare D, demonstratia
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fiind ceva mai complicata daca unul sau ambele puncte x;, X, se situeaza pe
frontiera lui D. In baza uneia din proprietatile de mai sus, avem

mS S// flz,y)dxdy < MS,
D
de unde rezulta

M.

m

j7if($,y)dwdy
< 2 <
S
Notand

| @ y)dady

D

o= g

avem evident inegalitatile
m < p < M.

Fie I' o curba a carei imagine este complet continuta in D si avand capetele
Aq(z1,m9) 51 Ag(mg,y2). Existenta unei astfel de curbe rezultd chiar din
definitia notiunii de domeniu. Daca

x=p(t),
{y:ww, belad

este o reprezentare parametrica a lui I', atunci functia compusa

g:la,bl = IR, g(t) = fle(t),(t))

este continua pe compactul [a,b]. Din f(x1,11) = m si f(xq,y2) = M rezulta
g(a) = m si g(b) = M.

Din proprietatea lui Darboux a functiilor continue deducem existenta unei
valori ty € [a, b] asa fel incat g(to) = u, adica

Daca luam & = p(tg) si n = ¥(to) avem p = f(&,n) si teorema valorii medii
pentru cazul cand functia de integrat este continua este demonstrata. [ ]
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4.7 Evaluarea integralei duble

4.7.1 Integrala dubla pe intervale bidimensionale in-
chise
Teorema 4.7.1 Daca functia reala marginita, de doua variabile reale,
fila,b] x[e,d] = R, —c0o<a<b<+4oo, —c0o<c<d<+00
este integrabila pe intervalul bidimensional inchis
I = [a,b] x [¢,d]

si pentru orice x € [a,b] exista numarul real F(z) definit de integrala de-
pinzand de parametrul x

F(x) = /cd flz,y)dy, x € la,bl, (4.19)

atunci functia F : [a,b] — IR, ale carei valori sunt date in (4.19), este inte-
grabila Riemann st are loc egalitatea

// flz,y)dxdy = /ab F(x)dr = /ab(/cdf(x, y)dy)dx. (4.20)

Demonstratie. Fie d’ si d” diviziuni ale respectiv intervalelor [a,b] si [, d]

!
d - {I07x17”'7xi7xi+17"'7‘rn}7

(4.21)
d// = {y07yla Y Y41, 7ym}7

unde
a=x90< 21 < <X <Tipg <---<xy =D,

c=Yo <Y1 < - <Y <Yir1 <+ <Yy =d.

Aceste diviziuni definesc diviziunea A a intervalului bidimensional inchis
I,
A= {1007 [107 T Iljv Tt Inm}y (422)

unde [;; sunt intervalele bidimensionale inchise

Lij = [i, xia] X [y, Y1), i=0,n—1, j=0,m—1L
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Notam _
mi; = inf{f(z,y): (z,y) € [ij}a

M;; = sup{f(z,y): (z,y) € Ijj}.
Aceste cantitati sunt numere reale deoarece functia f este marginita pe fiecare
din intervalele bidimensioanle inchise I;;.

Deoarece se urmareste a se demonstra ca functia F' definita de (4.19)
este integrabila Riemann va trebui sa consideram sumele integrale Riemann
corespunzatoare tuturor diviziunilor d’ de forma (4.20) ale intervalului [a, b],
pentru alegeri arbitrare ale punctelor intermediare & € [z;, z;41]. Aceste

sume au forma
n—1

ow(F, &) =Y F(&) (i — x2). (4.23)

i=1
Daca tinem seama de modul cum este definita functia F' si de proprietatea
de aditivitate in raport cu intervalul de integrare a integralei Riemann, avem

F(&) :/ f&y mgo/yj“ (&, y)dy. (4.24)

Aplicand formula de medie pentru integralele simple care intra in membrul al
doilea din (4.24) deducem ca exista numerele reale y;;, cu m;; < pi; < My,
astfel incat

/y & ) dy = (e — v). (4.25)

i
Folosind acum (4.25) in (4.23) constatam ca suma Riemann og (F, &;) se scrie
in final in forma

n—1m-—1

ow(F, &) =D > pij(wies — ) (Y1 — yj)-
=0 j=0
Daca tinem seama de inegalitatile

mz’jSﬂzg _MZJ7 (7,2077L—1, j:O,m—l)

rezulta

I
—
H

n m—

mij(Tiv1 — i) (Yj1 —y;) < oa(F, &) <
7=0

@
Il
=)

I ETEREESE]
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Dar prima suma din aceste inegalitati este tocmai suma Darboux superioara
a functiei f relativa la diviziunea A din (4.22)

n—1m—1

salf) = Z Z M (Tip1 — %)(?Jjﬂ — Yj)-

i=0 j=0

Ultima suma din inegalitatile de mai sus este tocmai suma Darboux supe-
rioara a functiei f relativa la aceeasi diviziune A

L
3

n

Sa(f) = Mij(Tiv1 — 25)(Yj1 — ¥5)-
=0 j=0

I
<)
<

Il

Avem deci inegalatile sa(f) < o4 (F, &) < Sa(f) pentru orice diviziune A
de forma (4.22) si pentru orice alegere a punctelor intermediare &;.

Fie acum (d})gen+ un sir oarecare de diviziuni ale intervalului [a,b] cu
proprietatea ca girul normelor acestor diviziuni (||d”||)kenv+ este convergent
la zero. Fie de asemeni (d}) e+ un gir de diviziuni ale lui [¢, d] cu ||d}|| — 0.
Notam cu Ay, diviziunea intervalului bidimensional inchis I, = [a, b] X [¢, d]
definita de diviziunile dj, si dj. Se vede imediat ca din conditiile ||d}| — 0 si
|d}|| — 0 rezulta ||Ag|| — 0. Pentru fiecare k avem inegalitatile

SAk(f) < Ud;(F7 gl) < SAk(f) (426)

Functia f fiind presupusa integrabila pe I, aplicand criteriul de integrabili-
tate a lui Darboux, avem

lim S, (f) = Jim sa,(f) = [[ flaw.y)dody. (4.27)

k—oo

Trecand la limita in (4.26) pentru k& — 400 §i tinand cont de (4.27) obtinem

lim oy (P, &) = [[ Ja.y)dedy (4.28)

Daca tinem seama de definitia integralei pentru functiile reale de o variabila

reala
b

lim o (F, &) = / F(2)dz. (4.29)

a

Din egalitatile (4.28) si (4.29) obtinem (4.21). De obicei se foloseste notatia

/ab(/cdf(x?y)dy)dx = /ab dz /Cdf(:ay)dy- (4.30)
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Folosind notatia (4.30) constatam ca (4.21) se scrie in forma
b d
//f(x,y)d:vdyz/ dw/ fz,y)dy. (4.31)
Iz

Putem spune ca (4.22) sau (4.31) reprezinta formula de calcul a integralei
duble pe un interval bidimensional inchis. Observam ca integrala dubla pe
un interval bidimensional inchis este o iteratie de integrale simple adica un
calcul succesiv a doua integrale Riemann ale unor functii reale de o variabila
reala, prima dintre ele fiind o integrala depinzand de parametru. [ ]

In mod aseminitor se demonstreazi
Teorema 4.7.2 Daca functia reala marginita, de doua variabile reale,
fila,b] x[e,d] = R, —oco<a<b< 400, —00<c<d<—+00

este integrabila pe intervalul bidimensional inchis Iy = [a,b] X [¢,d] si pentru
orice y € [c,d] exista numdrul real G(y) definit de integrala depinzand de
parametrul y

)= [ flry)dr

atunci functia

b

G:le,dl — R, G(y):/ flz,y)dx, y € [c,d]

a

este integrabila Riemann si are loc egalitatea
d d, rb
//f(x,y)dxdyz/c G(y) dy:/c (/ f(w,y)dx)dy- (4.32)
Iz

Folosind si aici o notatie asemanatoare lui (4.30), si anume

/Cd</abf(x,y)dx)dy = /Cddy/abf(x,y)dm

vedem ca relatia (4.32) se scrie in forma
d b
// f(z,y)drdy = / dy/a f(z,y)dz. (4.33)
Ip)

Relatia (4.33) reprezinta de asemeni o formula de calcul a integralei duble
din functia f pe intervalul bidimensional inchis /5.
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Observatia 4.7.1 Cand sunt satisfacute ipotezele din ambele teoreme de
mai sus, avem

/ab dx /Cdf(x,y)dy — /Cd dy /abf(%y)dx :// [z, y)dxdy. (4.34)

Prima egalitate din (4.34) a fost demonstrata in teorema de integrabilitate a
integralelor depinzand de un parametru.

Observatia 4.7.2 Daca f(z,y) = g(x)-h(y) sig:[a,b] = R, h:[c,d] — IR
sunt integrabile Riemann, atunci [ este integrabila pe intervalul bidimen-
sional inchis Iy = [a,b] X [c,d] si are loc egalitatea

c

JJ s wpedy = [ gy [ niyay,

relatie care arata ca in acest caz particular integrala dubla este un produs de
integrale simple.

4.7.2 Integrala dubla pe domenii simple in raport cu
axa Oy

Definitia 4.7.1 Multimea D, C IR* definitd de

Dy={(z,y) e R*: a<x<b ¢i(x) Sy <a(r), (V)€ a,b]}, (4.35)

unde o1 §i po sunt functii continue pe [a,b], se numeste domeniu simplu
in raport cu axa Oy.

Observatia 4.7.3 Frontiera domeniului simplu in raport cu axa Oy definit
in relatia (4.35) este curba neteda pe portiuni (C1) compusa din arcele (AB),
(CD) si din segmentele de dreaptd BC si DA, unde

(AB) ={(z,y) e R*: a<z<b, y=p(z), z€lab]},
BO={(z,y) e R*: x=b, vi(b) <y < (b)),

(CD) ={(z,y) e B*: w€[ba], y=ps(2), x€lb al},
DA={(z,y) € R*: w=a, y€[pb), pi(a)]}.

(4.36)
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Aga cum a fost definita in (4.36), frontiera (C*) a domeniului simplu in
raport cu axa Oy este o curba orientata pozitiv caci un observator care par-
curge aceasta frontiera in sensul indicat de (4.36) vede multimea D, mereu la
stanga sa. Sa mentionam in plus ca este posibil ca unul sau ambele segmente
de dreapta din (4.36) sa se reduca la un punct. Aceasta se va intampla cand
functiile ¢ si o au valori egale iIn z = a sau (si ) in x = b.

Observatia 4.7.4 Daca D, este un domeniu simplu in raport cu aza Oy,
atunci orice paralela la axa Oy prin punctul M (z, 0), unde a < x < b, inter-
secteaza frontiera acestei multimi in doua puncte distincte P si () de coor-
donate: P(x, p1(x)); Q(x, pa2(x)). Acestor puncte le vom spune: P— punct
de intrare in D, ; ()— punct de iesire din D,,.

Regula de calcul a unei integrale duble pe un domeniu simplu in raport
cu axa Oy este data de teorema care urmeaza.

Teorema 4.7.3 Fie D, un domeniu simplu in raport cu axa Oy definit de
inegalitatile:

a <z < b)) Sy <o),
st f o functie reala marginita definita pe multimea D,,.
Daca f este integrabila pe D, si pentru orice x € [a,b], fizat, exista integrala
depinzand de parametrul x

g@ = [ ey,

p1(z)

atunci functia J : [a,b] — IR este integrabila §i

/ab J(z)dx :// f(z,y)dzdy.

Demonstratie. Inainte de a incepe demonstratia propriuzisa sa observam
ca avand in vedere expresia valorii in = € [a, b] a functiei J, integrala definita
a acesteia se poate scrie In una din urmatoarele forme

b b, rea(z) b p2(x)
/ J(%)dl‘:/ (/ f(x,y)dy)dxz/ dw/ f(z,y)dy.
a a Ni(x) a w1 (z)
Concluzia teoremei devine

// f(z,y)dzdy = /ab dx /@2(@ f(z,y)dy (4.37)

»1()
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care reprezinta formula de calcul a integralei duble pe un domeniu simplu in
raport cu axa Oy.

Sa procedam acum la demonstratia teoremei.

Fie ¢ = min{g;(z); = € [a,b]} si d = max{gs(z); = € [a,b]} care sunt
numere reale in baza faptului ca functiile ¢y si @9 sunt continue pe mul-
timea compaca [a,b]. Dupa teorema lui Weierstrass, functiile ¢; si ¢o sunt
marginite gi 1si ating efectiv marginile. Atunci, intervalul bidimensional I, =
[a,b] x [c,d] include domeniul simplu D,,.

Functia auxiliara

f(xuy)v daCé (Q?,y) EDy

froh =R, fiy) = 0, daca (x,y) € I,\ D,. (4.38)

satisface ipotezele Teoremei 4.7.1. intr—adevér, deoarece valorile sale coincid
cu cele ale functiei f pe multimea D,, rezulta ca f* este integrabila pe D,.
Restrictia lui f* la multimea I, \ D, fiind functia identic nula, rezulta ca
este functie integrabila pe I, \ D,. Daca la aceste doua rezultate adaugam
proprietatea de aditivitate a integralei duble, deducem ca functia f* din
(4.38) este integrabila. Mai mult, avem

//f*(x,y)dfcdy = //f(:vjy)d:vdy

|| 1@ yydzdy = o0

I2\Dy

(4.39)

In baza proprietitii de aditivitate a integralei duble, din (4.39) rezulta

|| @ wdedy = [[ 1w, y)dzdy. (4.40)
I Dy
Pentru fiecare valoare a lui z situat intre a si b, are loc egalitatea

d w1(z)
| @pdy= [ f gy
(4.41)

2(x) d
+ [ f*(:v,y)dy+/ [ (z,y)dy

e1(z) p2(x
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deoarece fiecare din integralele din membrul doi exista. Apoi, dat fiind faptul
ca pe segmentele de dreapta incluse in /5 gi care unesc respectiv perechile de
puncte (z,¢), (x,p1(x)) si (z,2(x)), (z,d), valorile functiei f* sunt egale cu
zero, deducem ca prima si a treia integrala din membrul doi al relatiei (4.41)
sunt nule, fapt ce conduce la egaliatatea

p2(z)
[ ramdy= "7 ). (1.42)

w1

Functia f* definita pe intervalul bidimensional I5 satisface ipotezele Teoremei
4.7.1 si, In consecinta, integrala dubla din ea peste I, poate fi redusa la
iteratia de integrale simple

// [ (z,y)dzdy = /ab dz /Cd [ (z,y) dy. (4.43)

Din (4.43), (4.40) si (4.42), rezulta are loc relatia (4.37). n

4.7.3 Integrala dubla pe domenii simple in raport cu
axa Oz

Definitia 4.7.2 Multimea D, C IR* definitd de

D, ={(z,y) e R*: c<y<d, ¢i(y) <z <(y), V)y € [c,d]},

unde 1y §i Py sunt functii continue pe [c,d] se numeste domeniu simplu
in raport cu axa Oz.

Observatia 4.7.5 Daca D, este un domeniu simplu in raport cu axa O,
atunci orice paralela la axa Ox prin punctul M (0, y), unde ¢ < y < d, inter-
secteaza frontiera acestei multimi in douda puncte distincte P si () de coordo-
nate: P(¢1(y), y); Q(a(y), v). Ca si la domenii simple in raport cu cealaltd
axa de coordonate, acestor puncte le vom spune: P— punct de intrare in
D,.; Q— punct de iesire din D,.

Regula de calcul a unei integrale duble pe un domeniu simplu in raport cu
axa Ox este asemanatoare cu aceea prezentata in concluzia teoremei prece-
dente gi este data de teorema care urmeaza.
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Teorema 4.7.4 Fie D, un domeniu simplu in raport cu axa Ox si f o func-
tie reala marginita definita pe multimea D,. Daca f este integrabila pe D, si
pentru orice y € [c,d] ezista integrala depinzand de parametrul y

Y2 (y)
1) = [ fla,y)de,
Y1(y)

atunci functia I : [a,b] — IR este integrabila si are loc egalitatea
d
| 1wy = [ s, y)dray. (4.44)
Dm

Observatia 4.7.6 Avand in vefere ca integrala definita din functia I pe in-
tervalul [c,d] se poate scrie in una din formele

/cdl(y)dy = /cd(/m) [, y)dz)dy = /cd dy /f(:? Fx,y)de

¥1(y)

rezultd cd egalitatea (4.44) se poate scrie in forma echivalenta
d Y2 (y)
|| fwpydedy = [y [ pa,y) de (4.45)
D, c ¥1(y)

care constituie formula de calcul a integralei duble pe un domeniu simplu in
raport cu axa Ox.

Observatia 4.7.7 Daca domeniul de integrare D nu este simplu in raport
cu una din azele de coordonate, atunci descompunem pe D prin paralele la
azxele de coordonate intrun numar finit de subdomenii Dy, Dy, - -+, D,,, simple
in raport cu aceeasi axa de coordonate, astfel incat interioarele oricaror doud
astfel de domenii D; si Dj, cu i # j, sa fie disjuncte, iar reuniunea lor sa
fie multimea D. Folosind apoi proprietatea de aditivitate a integralei duble in
raport cu domeniul de integrare, avem

//f(x,y)dxdy:é//f(a:,y)dxdy, (4.46)

urmand ca, pentru toate integralele duble din membrul doi al egalitatii (4.46),
sa se aplice una din formulele de calcul (4.37) sau (4.45).
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Exercitiul 4.7.1 Sa se scrie integrala dubla

|| #a.y)dady.
D
unde D este domeniul marginit de curbele
y:m, y:m, T =2a, a>0,
ca o iteratie de integrale simple, in ambele ordini de integrare.

Solutie. Domeniul D este marginit de semicercul superior (aflat in semi-
planul y > 0) al cercului de raza a cu centrul in punctul C(a,0), de un
segment din parabola cu varful in origine avand axa de simetrie semiaxa
pozitiva Oz si de un segment din dreapta de ecuatie x = 2a, paralela cu
axa Oy. Constatam ca domeniul D este simplu in raport cu axa Oy deoarece
putem scrie

D = {(z,y) € R*: 0<z<2a V2ar—a2<y< V2az}.

Prin urmare, folosind (4.37), avem

[ s azay = ["ar [ sy
D

Domeniul D nu este simplu in raport cu axa Ox. Paralela y = a la axa
Ox descompune D in trei domenii Dq, Dy, D3, simple in raport cu axa Ox,
unde:

D = {(z,y) e R*: 0<y<a;
Dy = {(z,y)eR?: 0<y<a; a++Va®—22<z<2a};

D3 = {(v,y) € R*: a<y<2a

Tinand cont de (4.46), rezulta

| t@dzdy = || f.pydedy+ [ @ y)dzdy+ [ 1G,y)dzdy,
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integralele din membrul al doilea scriindu—se ca iteratii de integrale simple,
dupa cum urmeaza:

[ sty = [y [V faia
) :

lé/f(a:,y)d:cdy = /Oady/;amf(%y)dx;

// flz,y)dzdy = /ja dy/;a f(z,y)dx.
Ds %a

Astfel, am scris integrala dubla ca iteratie de integrale simple in ambele
ordini. De remarcat ca prima scriere este mai simpla. |

4.8 Formula integrala Riemann—Green

In anumite conditii exista o legatura intre integrala curbilinie si integrala
dubla. Pentru a stabili aceasta legatura introducem notiunea de frontiera
orientata a unui domeniu plan compact.

Definitia 4.8.1 Fie D C IR?, un domeniu compact avind frontiera T' = 0D
formata dintr—o curba simpla inchisa, neteda sau neteda pe portiuni. Sensul
dat pe I' de un observator care prin deplasare pe aceasta curba lasa la stanga
domeniul D se numeste sensul direct sau pozitiv de parcurgere a lui T'.
Curba I impreuna cu sensul direct de parcurgere se numeste curba orientata
direct sau pozitiv si se noteaza cu I'y sau cu T't. In mod asemdandtor se
introduce g1 I'_.

Cand pe curba I' = 0D s—a ales un sens de parcurs, curba devine orien-
tata.

Definitia 4.8.2 Un domeniu plan a carui frontierda este formata dintr—o
singura curba inchisa neteda sau neteda pe portiuni I' se numeste pozitiv
orientat daca curba I' este pozitiv orientata. Daca domeniul D este pozitiv
orientat, atunci el se noteazd cu Dy sau cu DV. Analog se defineste domeniul
negativ orientat notat cu D_ sau D~.
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Este posibil ca frontiera unui domeniu plan sa fie formata din mai multe
curbe plane inchise netede sau netede pe portiuni, disjuncte.

Definitia 4.8.3 Fie curbele plane simple, inchise si netede sau netede pe
portiuni I'g, I'y, - -+, I,y cu proprietatile:

1. multimea din plan care are ca frontiera pe 'y contine in interiorul ei
toate celelalte curbe T';, i = 1, p;

2. oricare doud curbe T'; i 'y cui # 7, 1,7 € 1,p, nu au puncte comune.

Se numeste domeniu p + 1 conex multimea D limitata de curba I'y din
care s—au scos mulfimile limitate de curbele I'y, I'y, - -+, I',. Frontiera unus
astfel de domeniu D este reuniunea tuturor curbelor T'y, k € 0,n. Domeniul
se numeste in plus compact daca isi contine frontiera.

Definitia 4.8.4 Domeniul compact p+ 1 conex D se numeste pozitiv ori-
entat daca observatorul care se deplaseaza pe frontiera lur D vede mereu pe
D la stanga sa.

Un domeniu compact p + 1 conex, pozitiv orientat, care se noteaza cu
D, are frontiera exterioara I'y orientata in sens contrar acelor de ceasornic
in timp ce toate celelalte curbe I';, © = 1, p, sunt parcurse de observator in
sensul acelor de ceasornic. Pentru a intui forma unui domeniu p+ 1 conex am
putea sa spunem ca acesta prezinta gaur: sau goluri. Daca p = 1, deci D are
un gol, el se numeste dublu conez, iar cel cu doua goluri se va numi domeniu
triplu conex. Domeniile simple in raport cu una din axele de coordonate sunt
domenii simplu conexe. Un gol poate fi si un punct.

In scopul stabilirii formulei integrale Riemann—Green pentru un domeniu
compact oarecare, vom prezenta doua rezultate ajutatoare, valabile in cazul
domeniilor simple in raport cu una din axele de coordonate.

Teorema 4.8.1 Fie P o functie reala definita si continud pe un domeniu
compact pozitiv orientat D, simplu in raport cu azxa Oy si avand frontiera
I'y. Daca deriwata partiala a functiei P in raport cu variabila y exista si este
continua pe D, atunci are loc egalitatea

/1** P(z,y)dx :/[ —881; dxdy. (4.47)

Yy
D
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Demonstratie. Deoarece domeniul D, este simplu in raport cu axa Oy,
frontiera acestuia I', este formata mai intai din curbele netede pe portiuni:

Y= (p1<$>, LS [(Z, b]? (448)
y=a(x), x€ b al, (4.49)

unde functiile ¢y i s care definesc cele doua portiuni netede din frontiera
', sunt continue, admit derivate continue pe portiuni si sunt astfel incat

o1(x) < @o(x), x € [a,b)]. (4.50)

Cealalta parte a frontierei I'y este constituita din doua segmente de dreapta
situate respectiv pe drepte paralele cu axa Oy :

z=a, ¢i(a) <y < po(a); (4.51)

r=0b, ¢1(b) <y < pa(b). (4.52)
Pentru primul segment de dreapta, abscisele punctelor sale sunt egale cu a,
iar ordonatele sale y au proprietatea ¢1(a) < y < pq(a), in timp ce, pe cel
de al doilea segment de dreapta, abscisele punctelor sale sunt egale cu b,
ordonatele fiind astfel incat p;(b) <y < o(b). Daca introducem punctele:

Ala,p1(a));  B(b,p1(b));  C(b,a(b));  Dl(a,pa(a)), (4.53)

atunci frontiera pozitiv orientata I‘;r a domeniului D; se poate scrie evident

sub forma
F;r = ABCDA,

in care sensul de parcurs este de la A spre B, apoi spre C, de aici spre D si
din nou la A.

Existenta celor doua integrale din (4.47) este asigurata de continuitatea
functiilor de sub semnul integrala si de ipoteza facuta asupra lui D.

Sa calculam integrala din membrul al doilea din (4.47). Avem,

P b 2(z) QP
//—adxdy:/ d:v/w —a—(a:,y)dy:
st ay a »1(x) 8y

902(56)dx _ (4.54)

w1(z)

Z/ab—P(x,y)

_ / (P(x,01(2)) = P, ¢a(x)) ) dx.
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Pe de alta parte, avem

/F; P(x,y) de = /AB P(z,y)dx + /ﬁp(f&y) dz+ (455

+/ P(z,y) d$+/7p(m,y) dz,
cD DA

unde sensul considerat pe fiecare curba este cel specificat mai sus.

Integralele curbilinii de speta a doua pe BC si pe DA sunt nule, deoarece
aici x este constant, fapt care se vede din (4.51) si (4.52). Prin urmare,
dz = 0.

O reprezentare parametrica a arcului de curba plana AB este data de
ecuatiile

T =1,
AB: t € la,b)]. (4.56)
{ y = pi(t),

Avand in vedere reprezentarea parametrica (4.56) si formula de calcul a unei

integrale curbilinii de a doua speta, deducem
b
/ P(z,y) dz = / P(t, o1(1)) dt. (4.57)
AB

a

Pentru portiunea de frontiera formata din arcul de curba C'D, avem repre-
zentarea paramatrica

CD: { e 7€ [ba]. (4.58)
y = ¢1(7),

Aceasta reprezentare parametrica (4.58) si formula de calcul a unei integrale
curbilinii de a doua speta conduc la

/C Play)do = /b " P(t, oo(t)) dt = — / " Pt (1)) dt. (4.59)

Prin urmare, valoarea integralei curbilinii din membrul intai a relatiei de
demonstrat (4.47) este

/F _ Pz,y)dr = / ’ (P(t.o1(1) — Pt pa(0))) dt. (4.60)

Din relatiile (4.54) si (4.60), rezulta (4.47) si In acest fel teorema este demon-
strata. |
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Teorema 4.8.2 Fie () o functie reala definita si continuda pe un domeniu
compact pozitiv orientat D,, simplu in raport cu axa Ox a carui frontiera
este curba inchisa pozitiv orientata U'). Daca derivata partiala o functiei Q
in raport cu variabila x exista si este continua pe D, atunci are loc egalitatea

/F; Q(z,y)dx :// 8822 dxdy. (4.61)
D

Demonstratie. Sa consideram intai integrala dubla din membrul doi al
egalitatii (4.61). Dupa cum stim, un domeniu simplu in raport cu axa Ox
poate fi prezentat astfel

Dy ={(z,y) e R*: c<y<d; Pi(y) <z <y} (4.62)

unde functiile ¥, i ¥ sunt continue si derivabile pe portiuni. Daca scriem
domeniul de integrare in forma (4.62), atunci integrala dubla ce o avem de
calculat este data de

// dxdy—/ /w(?)a@ :c—/Qazy

- ["(@ — Q(¥1(y),y))dy.

Y2 (y)
¥1(y)

dy =
(4.63)

Sa notam cu Ay, By, C; si Dy punctele lui T} de coordonate:

A(e,¢i(0)); Bile,va(c)); Cild ¢ha(d)); Di(d, ¢ (d)). (4.64)

Atunci, frontiera pozitiv orientata I'} a domeniului D se poate scrie sub
forma

I} = A1 B,C1 D Ay,

in care sensul de parcurs este de la A; spre By, apoi spre (', de aici spre Dy
gi din nou la A;. Portiunile A; B, si C} D, ale frontierei '} sunt segmente de
drepte paralele cu axa Ox si ca urmare pe aceste segmente avem dy = 0 ceea
ce atrage

/AlBl Qa,y)dy = /ﬁ Q(z,y) dy = 0. (4.65)

1M1

Integrala definita din membrul al doilea al relatiei (4.63) poate fi privita
ca suma a doua integrale curbilinii pe arce de curba corespunzatoare, dupa
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cum urmeaza

/cd (Q(v),y) — QW1 (y), v))dy = /

B1Cy

Qx,y) dy+/ Q(z,y) dy.
D1 A
(4.66)
Daca la membrul doi al relatiei (4.66) adaugam integralele curbilinii din
(4.65), obtinem

[ (Qat).n) Q). )y = [ Q. y)iy+

1B

+ Q(z,y)dy + /cw Q(z,y)dy+ (4.67)

B1Cq

+f Qs = [ Q.y)dy

Din relatiile (4.63) si (4.67) rezulta (4.61) si teorema este demonstrata.m

Egalitatea (4.47) a fost demonstrata pentru un domeniu de o forma spe-
ciala, insa ea poate fi extinsa la un domeniu arbitrar care poate fi divizat
intrun numar finit de domenii simple in raport cu axa Oy.

Astfel, daca un domeniu oarecare D, cu frontiera I', este descompus in
n subdomenii D;,, i = I,n, simple in raport cu axa Oy si cu interioarele
oricaror doua dintre ele disjuncte, conform Teoremei 4.8.1, pentru fiecare din
domeniile D;, are loc relatia

oP

+
D,

Putem suma acum de la 1 la n relatiile (4.68) obtindndu-se in membru
drept o integrala dubla pe domeniul D din aceeasi functie de integrat ca in
(4.68), iar in membrul stang o suma de n integrale curbilinii de speta a doua
din expresia diferentiala P(z,y) dz. Insi fiecare contur F;Z consta atat din
anumite arce ale frontierei lui D" cat si din portiuni de curbe auxiliare care
servesc pentru divizarea domeniului D in partile D;,, cu 7 de la 1 pana la n.
Fiecare arc al unei curbe auxiliare intra in exact doua contururi de tipul D,
si este parcurs in sensuri contrare cand ne raportam la cele doua contururi
vecine. Prin urmare, cand sumam toate integralele curbilinii de forma

/F _ Pla,y)dr, (4.69)
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integralele curbilinii luate pe arcele auxiliare se anuleaza reciproc si deci
va ramane numai integrala pe frontiera I'" a domeniului D din expresia
diferentiala P(x,y)dx. Astfel, obtinem egalitatea

oP
/F+ P(z,y)dx :D/[ o dzdy, Ty = 0Dy, (4.70)

Sa observam ca divizarea lui D in domenii simple in raport cu axa Oy se
poate efectua prin paralele la axa Oy care sa fie eventual tangente in anumite
puncte ale frontierei I' sau sa aiba in comun cu I' doar un punct daca acesta
este punct unghiular.

Printr—un rationament asemanator celui efectuat pentru demonstratia
relatiei (4.61), deducem ca egalitatea

[, @y = [ 2, y)dvay )

are loc pentru orice domeniu compact care se reprezinta ca reuniune finita de
domenii simple in raport cu axa Oz. Descompunerea unui domeniu compact
in domenii simple 1n raport cu axa Oz este posibila intotdeauna si se poate
efectua prin constructia unor paralele la axa Ox, paralele care, eventual, pot
avea un punct comun cu frontiera domeniului.

Prin constructia descrisa mai sus cu ajutorul paralelelor la axele de coor-
donate, orice domeniu plan compact DT, simplu sau multiplu conex, pozitiv
orientat, avand frontiera I'* o reuniune finita de curbe inchise netede sau
netede pe portiuni care satisfac conditiile din Definitia 4.8.3, se poate scrie
ca reuniune finita de domenii simple in raport cu una, oricare, din axele de
coordonate. Pentru astfel de domenii, pe care prescurtat le vom numi mai
departe domenii plane simple, au loc relatiile (4.70) si (4.71). Sumand aceste
doua relatii, obtinem formula integrala

/F+ P(z,y) dz + Q(z,y)dy =// (2@2(%?;) - (Z,];(w, y))dedy  (4.72)

cunoscuta sub numele de formula integrala Riemann—Green. In acest fel am
demonstrat

Teorema 4.8.3 Fie D un domeniu plan simplu conex si P, Q) doua functii
0

reale definite si continue pe compactul D. Daca derivatele partiale Em St 8Q

Y x
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exista si sunt continue pe D, atunci are loc formula integrala Riemann—Green
(4.72).

Din modul cum s—a efectuat demonstratia Teoremei 4.8.3 rezulta cateva
observatii pe care le dam in continuare.

Observatia 4.8.1 Dacd frontiera 't a domeniului simplu DT este compusd
dintr—un numar finit de contururi separate, ceea ce inseamnd cd suntem in
cazul unut domeniu multiplu conex, simbolul

/F+ Pz, y) dz + Q(z,y)dy (4.73)

trebuie inteles ca suma de integrale curbilinit luate pe toate contururile care
alcatuiesc frontiera domeniului, fiecare contur fiind parcurs in sensul in care
un observator vede domeniul DT la stanga sa.

Observatia 4.8.2 Cand s—a demonstrat formula integrala Rieman— Green

oP
s—a presupus ca functitle P si () precum si derivatele partiale ale lor Em st
Yy

— sunt continue nu numai in interiorul domeniului DT dar si pe frontiera

ox

acestuia I't. Se constatd insd cd este suficient ca aceste functii impreund cu
derivatele mentionate sd fie continue si mdrginite in interiorul lui DV.

Observatia 4.8.3 Avand in vedere ca la schimbarea sensului de parcurs al
unet curbe integrala curbiline de speta a doua schimba de semn, rezulta ca
formula integrala Riemann—Green se poate scrie si in forma

/F P(z,y)dz + Q(z,y)d // g]; (w,y))dxdy' (4.74)

Cand nu se precizeaza orientarea domeniului de integrare si nici a fron-
tierei sale, formula integrala Riemann—Green trebuie scrisa astfel

/P z,y) dr + Q(x,y)dy = + // ag; (z,y) g];(:c,y))dwdy, (4.75)

urmand ca semnul din membrul al doilea sa se stabileasca in functie de ori-
entarea domeniului de integrare a integralei duble in raport cu orientarea



Capitolul 4 — Integrala dubla 211

frontierei: semnul plus corespunde cand D = D™ si I' = I't; semnul minus se
ia cand D si I" au orientari diferite. Evident, este posibil sa intalnim formula
integrala Riemann—Green si sub forma

ﬁP@WM+Q@w@=iﬂ(%@w%ﬁi@wﬂww (4.76)

caz in care In membrul doi se alege semnul plus dacd D = D% sau semnul
minus cand D este negativ orientat.

Ca o aplicatie a formulei integrale Riemann-Green sa exprimam aria S a
unui domeniu plan simplu D, care stim ca se calculeaza cu integrala dubla

S:/Ddxdy, (4.77)

cu ajutorul unei integrale curbilinii pe frontiera I' a acestuia. Pentru aceasta
sa consideram integrala curbilinie

/r+ zdy. (4.78)

Aplicand formula integrald Riemann—Green, din (4.78) obtinem
‘/x@:/MMZS (4.79)
I+ D
In mod asemitor obtinem formula

S=—{ ydux. (4.80)

T+

Combinand aceste formule deducem o alta formula de calcul ariei unui dome-
niu plan simplu in care integrarile in raport cu x si y sunt implicate simetric:

1
S = fj{:vdy—ydx. (4.81)
2Jr

Exemplul 4.8.1 Sa se calculeze aria domeniului plan simplu delimitat de
astroida cu brate egale de ecuatii parametrice

T =a cos’t,
3 t €10, 2m]. (4.82)
Yy =a sin’t,
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Solutie. Aplicand formula (4.81) obtinem

3q2 ror
S = - sin®t cos® t(cos t + sin® t)dt =
0
(4.83)

3 2 2 3 2
%/0 sin? 2t dt = 7;“.
m

Exemplul 4.8.2 Folosind integrala curbilinie, sa se calculeze aria domeniu-
lui plan limitat de elipsa de semiaze a $i b.

Solutie. Daca centrul de simetrie al elipsei se afla in originea reperului Ozxy
din plan si axele sale de simetrie coincid cu axele de coordonate ale reperului,
atunci ecuatia carteziana explicita a elipsei este

33'2 y2
Stpol=0

O reprezentare parametrica a acestei elipsei C, orientata pozitiv, poate fi
T = a cost,
C: _
y = bsint,

unde parametrul ¢ parcurge intervalul [0, 27].
Domeniul plan D, delimitat de elipsa, este simplu in raport cu ambele
axe, deci pentru calculul ariei lui D putem aplica formula

27
2Aria(D) = / xdy — ydr = ab/ (cos?t + sin® t)dt = 2mab,
c 0

de unde deducem ca aria elipsei este mab. [ ]

4.9 Schimbarea de variabile in integrala du-
bla

Fie Q un domeniu plan simplu conex situat in planul O'uv avand frontiera
IV o curba simpla inchisa si neteda pe portiuni. Daca
z = p(u,v),
(u,v) € Q (4.84)
y =v(u,v),
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este o transformare punctuala regulata (difeomorfism) de la planul O'uv la
planul Oy, atunci D = T(Q) = ImT este un domeniu simplu conex din
planul zOy, iar curba I' = T(I") este o curba simpla inchisa, neteda pe
portiuni si in plus 9D =T

Transformarea punctuala regulata T' se numeste directa, daca un punct
care se deplaseaza in sens invers acelor de ceasornic pe curba I este transfor-
mat prin 7', intrun punct care se deplaseaza pe I, tot in sensul invers acelor
de ceasornic. Daca cel de—al doilea sens de migcare este cel al acelor de cea-
sornic, atunci transformarea punctuala regulata 1" se spune ca este indirecta
sau inversd.

Jacobianul transformarii punctuale regulate 7" din (4.84) este functia reala

nenula D<((’0’w)) ale carei valori se determina dupa legea
U, v
d¢ @
7(“7 U) (U,, U)
plr) W) 2u0)
5y (W) g, (wY

Teorema 4.9.1 Daca functiile p @ Q — IR si ¢ : Q — IR care definesc
difeomorfismul T sunt astfel incat admit derivate partiale mixte de ordinul
dot continue, iar jacobianul lui T este pozitiv pe €2

D(u,v)( v) >0, (V) (u,v) €, (4.86)

atunci T este o transformare punctuala requlata directa.
Demonstratie. Sa presupunem ca o reprezentare parametrica a curbei ori-

entate IV este

I { w=uldh (4.87)
v =o(t),

Atunci, curba I' = T'(I'") va avea o reprezentare parametrica data de
= p(u(t), v(t)),
y = v(ult),v(t)),

Convenim ca sensul direct sau pozitiv de parcurs al curbei inchise I' sa fie
sensul imprimat de cresterrea parametrului ¢. Atunci, folosind un rezultat din

t € [a,b)]. (4.88)
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paragraful precedent si formula de calcul a integralelor curbilinii de speta a
doua, deducem

aria D = ﬁxdy = /ab go(u(t), v(t)) Cci;;(t) dt. (4.89)
Insi
Wity = 2 (utt) o(0) (1) + 00 (uir),v) ) (490)

Inlocuind (4.90) in (4.89) gisim o alti exprimare a ariei lui D

aria D = / g:f <u(t), v(t)) Zb(t)—l—

g:f( (t), v(t)) fg(t))dt.

(4.91)

Integrala din membrul al doilea din (4.91) este de fapt o integrala cur-
bilinie pe I", astfel ca putem scrie

8—w(u, v) dv. (4.92)

. o
aria D = /F/ o(u, v)%(u, v) du + p(u,v) 5

Ultimei integrale 1i aplicam formula integralda Riemann—Green (4.75) adap-
tata la variabilele independente u si v

/r' P(u,v)du+ Q(u,v)dv = + // ((gg(u, v) — E;];(u,v))dudv, (4.93)

unde semnul plus corespunde sensului direct pe I, iar semnul minus core-
spunde sensului invers pe [". Din relatiile (4.92) deducem ca functiile P(u, v)
si Q(u,v) din (4.93) au expresiile:

o dp

P(u’ U) = @(ua U) %(U, U); Q(u7 U) = ¢(Ua U) %(l% U) (4'94)

si deci expresia integrantului din membrul al doilea a egalitatii (4.93) va fi

0Q 0P 9o Oy 0% D O 20

(4.95)

ou v Ou v Tt ovou  Ov Ou 14 oudv’
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In baza criteriului lui Schwarz, derivatele partiale de ordinul al doilea
mixte sunt egale i deci (4.95) devine

dp Oy
0Q_oP_0p00_000v | ou av | _Dlew) o
ou Ov  Ou dv v du oy O D(u,v)’ '
du v
In felul acesta, am obtinut egalitatea
aria D = + // D(u v) dudv. (4.97)

Deoarece aria D > 0, in fata ultimei integrale trebuie luat semnul plus,
adica In ultima integrala curbilinie pe curba inchisa IV din sirul de egalitati
(4.92) trebuie luat sensul direct.

In mod aseménitor se arati ci daci jacobianul transformarii punctuale
regulate T este negativ, atunci in cea de a doua integrala curbilinie din (4.92)
trebuie luat sensul invers pe curba I". [ |

Observatia 4.9.1 Din demonstratia teoremei precedente, rezulta ca putem
scrie egalitatea

u, )| dudv (4.98)

indiferent daca transformarea punctuala regulata T este directa sau inversa.

Functia de sub semnul integrala din (4.98), fiind continua, putem aplica
teorema de medie pentru integrala dubla, de unde rezulta existenta unui
punct (ug,vp) € Q astfel incat

D(p,v)
Dlu )(ujv)

aria D = - aria €. (4.99)

(uo,v0

Observatia 4.9.2 FEgalitatea (4.99) are o analogie remarcabila in cazul do-
meniilor unidimensionale. Daca f : o, 5] — |a,b] este o functie Rolle cu
derivata nenula, atunci teorema cresterilor finite a lui Lagrange se poate

transcrie in forma
I([a, 0]) = [F(O] - U[ex, B), (4.100)

unde & € (o, 3), l([a,b]) este lungimea intervalului [a,b], iar [([a, B]) = B —«
este lungimea intervalului [o, §). Egalitatea (4.100) este analoaga unidimen-
sionald a egalitatii (4.99).
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Teorema 4.9.2 Daca T este transformarea punctuald requlata (4.84) si f
este o functie reala definita si continua pe D, atunci are loc egalitatea

D
// f(z,y)dxdy :// f(go(u,v),@b(u,v))‘ Disz Qf)) (u, v)‘ dudv (4.101)
D Q
numita formula schimbarii de variabile in integrala dubla sau formula
de transport.

Demonstratie. Existenta integralelor din egalitatea (4.101) rezulta din
faptul ca functia f este continua pe D, iar T este transformare punctuala
regulatd in IR?. Fie acum

A ={D}, D), ---,D.} (4.102)

o diviziune a oarecare a domeniului {2 pe care este definita transformarea
punctuala regulata 7. Aceasta transformare punctuala regulata duce D) in
domeniul D; C D astfel incat

A={Dy,Dy,---,D,} (4.103)

este o diviziune a lui D = T(9).
Pentru fiecare domeniu D; aplicam formula (4.99). Rezulta in acest fel ca
pentru fiecare indice ¢ cu valori de la 1 pana la n putem scrie

D(p, 1))

-aria D!. 4.104
D(u. ) aria D) ( )

(u, )

aria D; = ‘ (e
1 Y

Formam acum suma integrala Riemann a functiei f corespunzatoare modului
de divizare A si alegerii punctelor intermediare (&;,7;) € D;, unde

& = pug,vy), mi = Y(ug,v;). (4.105)
Avem .
oa(fi& m) = ;f(éi, n;) - ariaD;. (4.106)
Considerim functia
D(p, ¥)

F:Q =D, F(uv)=f(ouv),¢umv))| (u,v)|- (4.107)

D(u,v)
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Din (4.106) si (4.107) deducem

n

oa(fi&,m) = ZF(UuUz’) : ariaDz/' = oar(F;u,v;). (4.108)

=1

Din (4.108) rezulta ca suma integrald Riemann a functiei f relativa la modul
de divizare A din (4.103), si pentru alegerea (4.105) a punctelor intermediare,
este egala cu o suma integrala Riemann a functiei ' din (4.107), corespun-
zatoare modului arbitrar A’ de divizare a lui Q si punctelor intermediare
(u;,v;) care intra in relatiile (4.104).

Fie (A})r>1 un sir de diviziuni ale lui © cu proprietatea v(A}) — 0. Din
continuitatea lui 7' pe multime compacta {2 rezulta uniforma continuitate a
sa si i deci conditia v(A}) — 0 implica v(Ay) — 0, unde Ay, este diviziunea
lui D corespunzatoare diviziunii A} a lui Q. Atunci, pentru fiecare numar
natural k£ > 1, putem scrie egalitatea

oac(fr &6 mF) = oy (Fiuf, vf). (4.109)

Din existenta celor doua integrale care intra in (4.101) si prin trecerea la
limita in relatia (4.109), obtinem formula de transport (4.101) si teorema
este demonstrata. [

Observatia 4.9.3 Formula schimbarii de variabila in integrala dubla se a-
plica ori de cate ori integrala dubla din membrul al doilea al relatiei (4.101)
este mai simpla decat cea din membrul intai.

Observatia 4.9.4 Schimbarea de variabile (4.84) se alege astfel incat sa
se simplifice fie domeniul de integrare, fie functia de integrat, fie ambele.
Alegerea schimbarii de variabile este sugerata de integrala din membrul stang
al egalitatii (4.101).

Exemplul 4.9.1 Sa se calculeze aria domeniului plan D marginit de curbele:

xy=a;, xzy=>b; b>a>0
(4.110)
y=ax; y=_px, [>a>0,

situat in primul cadran al sistemului de coordonate xOy.



218 Ion Craciun

Solutie. Aria domeniului D, calculata cu ajutorul integralei duble, este

znjal)::lyjdxdy. (4.111)
D
Daca scriem domeniul D in forma
D={(z,y) e R*: a<zy<b; agggﬁ}, (4.112)
x

atunci pentru calculul integralei duble ni se sugereaza transformarea punc-
tuala

u=zxy,

T y (o) eladxaf, (@yeD,  (4113)
v = —,
xr

care se vede ca este inversa transformarii punctuale

T : e \/;’ (u,v) € [a,b] X [a, 0], (z,y) € D. (4.114)
y = Vuv,

Ambele transformari punctuale sunt regulate, iar difeomorfismul 7" transfor-
m4 intervalul bidimensional 2 = [a, b] x [a, 8] in domeniul D. Cum T si T~*
sunt transformari punctuale regulate inverse una alteia rezulta
D(z,y) 1 1 1 1
Dlun) ~ Dlw) [y T]° T (4.115)
Dz, y) i
1
T

X

Deci aria cautata va fi

1 dudv 1 Bdv b—a I6]
-D:ﬂ‘ zfﬂ' :7/ /47: 2. (411
aria J dxdy 5 I 5 /. du - 5 I~ (4.116)

Trecerea la coordonate polare este una dintre cele mai des utilizate schim-
bari de variabile si este definita de transformarea

x = p cosb,
T : (4.117)
y = p sinf,
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unde (p,0) € Q C [0,4+00) x [0,27) si (z,y) € D.
Se constata simplu ca transformarea (4.117) este o transformare punc-
tuala regulata, iar

D(z,y) ‘ cos sin _, (4.118)

—psin€ p cos6

care este pozitiv in toate punctele din interiorul lui €.
Formula schimbarii de variabile in integrala dubla cand se trece de la
coordonatele carteziene la variabilele polare date de relatiile (4.117) este

z/ [z, y)dzdy :é/ f(p cost, p sin 6’) pdpdd. (4.119)

Exemplul 4.9.2 Sa se calculeze integrala dubla
I(R) :// eV dady, (4.120)
D

unde D este discul inchis cu centrul in origine de raza R. Folosind rezultatul

stabilit sa se arate ca
+oo
/ e dr = ‘f (4.121)
0

Solutie. Pentru calculul integralei duble efectuam schimbarea de variabile
(4.117). Se vede imediat ca € este intervalul bidimensional 2 = [0, R] x[0, 27).
Aplicand formula (4.119), obtinem

I(R) :// pe " dpdd = /027T do /ORpe”2 dp =7(1— e’pQ). (4.122)
Q

Din acest rezultat, prin trecere la limita pentru R — 400, gasim

// e dady = 7. (4.123)

BQ

Sa consideram acum intervalul bidimensional inchis 2 = [—a, a] X [—a, a],
cu a > 0, i integrala dubla

J(a) :// e~V dady. (4.124)
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Evident, €2 este intervalul bidimensional cu laturile egale cu 2a si cu centrul
de simetrie in originea reperului xOy. Avem

J(a) = /_aa e dr /_aa e Vdy = (/_(: e_tht)z = (2 /Oa e_t2dt)2. (4.125)

Trecand la limita pentru a — 400 in egalitatea
a 2
J(a) = (2 / e dt)’, (4.126)
0

obtinem o alta evaluare a integralei duble pe intreg planul din functia e~y
care, in analogie cu integralele improprii, putem sa o numim integrala dubla
improprie. Dupa trecerea la limita, gasim

// e~V dudy = 4( /(:Oo e_xgdt)Q. (4.127)

R2

Din (4.123) si (4.127) deducem (4.121), rezultat utilizat in teoria proba-
bilitatilor. [ ]

4.10 Aplicatii ale integralei duble in mecani-
ca si geometrie

4.10.1 Masa si centrul de greutate ale unei placi

Consideram ca intrun plan s—a ales reperul cartezian Oy si consideram in
acesta domenii simple despre care se stie ca sunt multimi carabile.

Definitia 4.10.1 Se numeste placa materiala in planul Oy ansamblul P
dintre un domeniu simplu D C IR* si functia reald p definitd si continud pe
D. Multimea D se numeste configuratia placii iar functia p este denumita
densitatea de distributie a materiei in placa. Placa materiala se numeste
omogena dacd p este functia constantd pe D si neomogena cand densitatea
acesteia este variabila de la punct la punct.

Observatia 4.10.1 Daca placa P este omogena si are densitatea egala cu
constanta py, atunci masa M(P) a acesteia este produsul dintre densitatea
constanta py si aria domeniului D, deci

M(P) = py - aria D. (4.128)
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Sa determinam masa unei placi materiale neomogene P = {D; p}. Pentru
aceasta, sa efectuam o divizare a domeniului D si in fiecare parte componenta
D; a diviziunii alegem un punct de coordonate (&;,7;). Masa fiecarei placi
componente P; = {D;; p} poate fi aproximata cu masa placii omogene care
are configuratia D; si densitatea constanta egala cu p(&;, ;). Atunci, o valoare
aproximativa a masei intregii placi poate fi

n

M(P) = > p(&,m;) aria D;. (4.129)

i=1

Pentru a obtine masa exacta a placii materiale este necesar sa trecem la
limita, pentru norma divizarii lui D tinzand la zero, in suma integrala Rie-
mann din (4.129). Deoarece p este functie continua, iar D este un domeniu
simplu rezulta ca in locul lui (4.129) vom avea

M(P) :// p(z,y)dxdy :// dm, (4.130)

unde
dm = p(z,y)dzdy (4.131)

se numeste element de masa al placii.

Sa determinam coordonatele centrului de greutate a placii P. Pentru
aceasta, divizam iaragi domeniul D cu ajutorul divizarii A care consta din
domeniile Dy, Ds,---,D,, alegem in fiecare domeniu component punctul
(&,m;) € D; si notam:

£: (§1a§2a"'7§n); n= (771’7]27"'77771)'

Considerind ca portiunea D; din placa este una omogena cu densitatea con-
stanta i egala cu p(&;,7;), masa m; a acestei placi omogene va fi

m; = p(&;,n;) aria D;. (4.132)
Gandind aproximativ, putem asimila placa P cu sistemul de puncte materiale
My, My, ..., M,

care au respectiv ponderile mq, mo,-- -, m,. Atunci, putem scrie expresiile
bine cunoscute ale coordonatelor z¢(A;€,m) si ya(A; €, n) ale centrului de
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greutate al unui sistem de puncte materiale:

Z@p &, m;) aria D; anp &, m;) aria D;
ra(A;€,m) = =k D ye(A € m) = S5
Zp &, m;) aria D; Zp &, m;) aria D;
i=1 i=1
(4.133)

Pentru a obtine valorile exacte ale coordonatelor centrului de greutate a placii
P, trebuie sa trecem la limita in relatiile (4.133) cand norma divizarii A tinde
la zero. Numitorii expresiilor din membrul drept al egalitatilor (4.133) sunt
egali cu suma Riemann a functiei p corespunzatoare divizarii A gi alegerii
(&,m;) € D; a punctelor intermediare. Numaratorul primei expresii de mai
sus este suma integrala Riemann oa(x p; &;, 1;), iar cel de al doilea numarator
este oa(y p; &, m;). Deoarece functiile p(z,y), = p(z,y) si y p(z,y) sunt conti-
nue, aceste expresii au limita pentru v(A) — 0 gi aceste limite sunt integralele
duble ale functiilor de mai sus pe domeniul A. Notand cu x¢ si yg valorile
exacte ale coordonatelor centrului de greutate al placii, avem:

ve = lm 26(A&m); yo= Im ye(A;&mn) (4.134)

Dupa trecerea la limita si folosirea relatiilor (4.130), (4.131) si (4.134) de-
ducem ca expresiile coordonatelor centrului de greutate GG al placii P sunt

1 1
P) I rdm; yg = /\/l(mé/ydm. (4.135)

Daca placa materiala este omogena, formulele pentru coordonatele cen-
trului de greutate se simplifica i devin

ﬂx@@

1
Ta = D = - //a:dxdy,
/ d:zcdy arlaD »

/ ydm
D = /ydmdy

Yo = / dxdy arlaD
D

(4.136)
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Exemplul 4.10.1 Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al placii
omogene P = {D, p}, cu densitatea constanta si egala cu unitatea, unde

D={(r,y) e R*: 2 +3y* <a* 2°+3y* >ax, y >0}, (a>0). (4137

Solutie. Configuratia placii P este domeniul plan inchis D inclus in semi-
planul superior a carui frontiera se compune din: semicercul superior al cer-
cului cu centrul in origine si raza egala cu a; segmentul de dreapta de pe Ox
cu abscisele —a < x < 0; semicercul superior al cercului cu centrul in punctul
(a/2,0) si raza a/2.

Prin trecerea la coordonate polare

T: z=pcosh, y=psinf, 0<60<2m, p>0 (4.138)
domeniul D se transforma in domeniul Q = D] U D), unde:

D; ={(p,0) : ogegg, a cosf < p<a}; (4.139)

Dy={(p,0): =<0<m 0<p<a}. (4.140)

Observam ca domeniul D] este transformatul prin 7" din (4.138) a portiunii
Dy alui D aflata in primul cadran al reperului xOy, D), este transformatul
partii Dy a lui D situata in cadranul al doilea si D = Dy U Ds.

Pentru calculul integralelor duble care urmeaza vom efectua schimbarea
de variabile (4.138).

Placa P fiind omogena, are masa M data de integrala dubla

M= [ dzdy = [[ pdpds =
D Q

w/2 a ™ a
:/ do pdp—i—/ dQ/ pdp =
0 acosf /2 0

1 /2 1 /= 37 a?
25/0 (az—GZCOSQQ)dH—{—Q/ﬂ/QanQ:7T8a.
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Coordonatele centrului de greutate G(x¢, yg) sunt

1 1
xG:Mé/a:dxdy:M Q/pz cos @ dpdf =

—1/”2 oag [ pdp+
_M 0 o8 acos@p P

1 T a
= 9d9/ 20, —
+/\/l/7r/2COS o PP
3

a® /2 a a
= — 1 — 3 7/ = ——
3./\/1/0 (1 — cos” ) cos O db + il cos 6 dfl 6

/2
e :// ydx dy :// 0% sin @ dpdf :// p* sinf dpdf =
D Q D}

/2 a ™ a
//,02 sin@dpd@z/ sin 0 df p2dp+// sin@d@/ prdp =
0 /2 0

acosf
Dy
3 w/2 3 T 14
_ ;‘M/O (1 — cos® ) sin 6 d6 + SCLMA/Qsmede _ 97“
Prin urmare, centrul de greutate al placii consideratere coordonatele
(—a/6,14a/(97)). [ |

4.10.2 Momente de inertie ale unei placi

Dupa cum bine se gtie, momentul de inertie al unui punct material de pondere
m fata de un element geometric, care in plan poate fi o dreapta sau un
punct, este egal cu produsul dintre masa acestuia si patratul distantei dintre
punctul material gi acel element. Momentul de inertie al unui sistem de
puncte materiale fata de un element geometric este suma momentelor fiecarui
punct material in parte fata de acelasi element geometric.

Sa determinam momentele de inertie ale placii P = {D;p} fata de ele-
mentele reperului cartezian xQOy, adica fata de axele sale si fata de originea
0.

In acest scop divizam din nou placa P in placile componente P; = {D;, p},
unde A = {D;y,Dy,---,D,} este o divizare a lui D, apoi fiecare dintre
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aceste placi o consideram placa omogena cu densitatea egala cu p(&;,n;),
unde (&;,1;) € D;, dupa care putem aproxima placa P; cu punctul material
M, avand ponderea m; data in (4.132). Momentele de inertie ale acestui sis-
tem de puncte materiale fata de axele de coordonate Ox, Oy, conform celor
stabilite mai sus, sunt

n

L(AE,m) = > nimi =Y nip(&,m:)aria D;,
=1 =1

(4.141)
i=1 i=1

Observam ca

Ix(A?€>n) = O—A(yzp; 52'7772')7 [y(A7£7 77) = O—A(x2p; 51'7 771)

Momentul de inertie al aceluiagi sistem de puncte materiale fata de orig-
inea O a reperului este

n

Io(As€,m) =D (& +nf)mi =

i=1

=>(& +n))p(&, ;) aria D; = (4.142)

i—1
= oa((@® + y*)p; &, mi)-

Trecand la limita in (4.141) si (4.142) cand norma divizarii A tinde la zero si
tinand cont ca functiile y?p(z,y), 2%p(z,y) si (22 + y?)p(z,y) sunt continue
pe D, deci integrabile, constatam ca limitele din membrul doi exista si sunt
integralele duble pe D din functiile indicate. Prin urmare, exista si limitele
din membrul intai ale relatiilor (4.141) si (4.142), pe care le notam cu I, I,
si Io si care sunt momentele de inertie fata de respectiv axele de coordonate
si fata de originea reperului. Avem

I, :// y2p(z, y)drdy :// y*dm, I, :// 22p(x,y)dxdy :// z2dm,
D D D D

Io =// (@® + y*)p(z, y)dady =// (2* + y*)dm.
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Se observa ca are loc relatia
Ip =1, + I, (4.143)

Exemplul 4.10.2 Sa se determine momentele de inertie ale placit P =
{D, p} in raport cu elementele reperului de coordonate xOy, unde

D={(z,y) e R*: v+y<1, x>0, y>0} (4.144)
si densitatea este p(x,y) = xy.

Solutie. Configuratia placii P este domeniul inchis D avand frontiera tri-
unghiul isoscel dreptunghic cu catetele de lungime 1 situate pe axele de co-
ordonate in portiunea lor pozitiva. Rezulta ca D este simplu in raport cu
ambele axe de coordonate. Prezentandu-l ca domeniu simplu in raport cu
Oz si respectiv 1n raport cu Oy, avem

D=D,={(z,y) e R>: 0<y<1, 0<z<1—y}; (4.145)
D=D,={(z,y) e R*: 0<2r<1,0<y<1-—2z} (4.146)

In calculul momentului de inertie I, in raport cu axa Ox, vom considera
ca D are forma (4.145), iar pentru calculul lui 7, vom lua pe D sub forma
(4.146). Deci:

2 ! =y Lt 2y 3 1
Ix://y p(w,y)dxdy:/dy/ xydx:*/(l—y)y dy = —:
& 0 0 2 Jo 120

1 1-2 1 1 1
I, :j!/ 2% p(x, y)dxdy = /0 dx/o wydr = 5/0 (1 — 2?)zidr = 0"

Agadar, momentele de inertie in raport cu axele de coordonate sunt egale,

iar cel in raport cu originea reperului, I, este suma Ip = I, + I, = 50" ]

4.10.3 Momente statice ale unei placi

Momentele statice M, si M, ale placii materiale P = {D, p} in raport cu
axele de coordonate Ox si Oy, se exprima prin formulele

M, = // yplz,y)dedy, M, = // z p(z,y)dedy. (4.147)
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Exemplul 4.10.3 Sa se calculeze momentele statice in raport cu axele de
coordonate ale placit P = {D, p}, marginita de dreapta x +y = 2 i de
parabola y = z* stiind cd densitatea este p(z,y) = y.

Solutie. Domeniul D este simplu in raport cu Oy caci poate fi definit de
inegalitatile

—2<r<1, #*<y<2-u2. (4.148)
Aplicand formulele (4.147) de calcul ale momentelor statice si tinand cont de
inegalitatile (4.148), avem:

1 2—x
M, z// yp(w,y)dxdyzf dx/2 Y dy =
It -2 x
4

: (4.149)
1t 5 6\, Llgx—=2)" x\p 423
T et I
1 2—x
M, = /xp(x,y)dxdy: :Uda;/ ydy =
D - X
1/t 1 /1
= */ x<(2—x)2 _1’4)6145: */ (2% — 42 + 4z — 2°)dz = (4.150)
2 /-2 2 /-2
1,2% 423 20\ 1 45
e (I -
2(4 3 . 6)’—2 8

In cazul in care D s—ar considera domeniu simplu in raport cu Oz, volumul
de calcul al integralelor duble pe D = D, este mai mare deoarece trebuie sa
scriem D, ca o reuniune de doua domenii, ambele simple in raport cu Oz. m

4.10.4 Flux luminos incident pe o placa

Consideram ca placa P = {D;p} este situata in planul xOy a reperului
spatial Ozyz si ca in punctul (0,0, zo) de pa axa Oz se afla o sursa luminoasa
de intensitate constanta in toate directiile notata cu /. Ne propunem sa
calculam fluxul luminos incident pe placa P.

Fluxul luminos dF' primit de placa elementara de arie ds este egal cu [ dw,
unde dw este unghiul solid in punctul (0,0, z9) subantins de elementul de
suprafata ds = dxdy asociat punctului placii de coordonate (x,y). Unghiul
solid dw este egal cu produsul raportului dintre aria ds a elementului de
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suprafata si patratul distantei de la acest element la sursa de lumina, si
cosinusul unghiului ¢ dintre normala la elementul de suprafata si directia
spre care se afla sursa. Avem evident

20

\/ 22 +y2+z§'

. dF - . .
Valoarea derivatei TS in punctul (z,y) al placii este cunoscuta ca intensitatea
S

cos p = (4.151)

de luminozitate In acest punct si este notata cu A(z,y). Rezulta ca

dFr  Idw Iz
= o = = = 5 5 Yk (4.152)
(:c +y —i—zo)

Az, y)

Procedand similar ca in cazul determinarii masei placii constatam ca fluxul
luminos total F primit de placa este integrala dubla pe D din functia A(zx,y)

F :// Az, y)dzdy = Iz // ( dedy (4.153)

3/2°
x2—|—y2+z§)/

4.10.5 Debitul unui fluid prin sectiunea transversala a
unui canal

Consideram un fluid care curge intrun canal si o sectiune transversala a sa
D, perpendiculara pe directia de curgere a fluidului. Introducand sistemul
de coordonate cartezian xOy in planul sectiunii transversale, putem privi
viteza V' a fluidului, in fiecare punct al sectiunii, ca fiind o functie de zx si y,
coordonatele carteziene ale acelui punct.

Ne propunem sa determinam cantitatea de fluid care trece prin sectiune
in unitatea de timp.

In acest scop, in punctul (z,y) al sectiunii transversale consideram un
element inmfinitezimal ds al acesteia de arie drxdy. Cantitatea de fluid care
strabate elementul de plan ds in unitatea de timp este egala evident cu masa
unui cilindru elementar, care contine fluid, cu baza egala cu ds si inaltimea
egala cu viteza fluidului in punctul (x,y) al sectiunii transversale. Agadar,
debitul elementar d() al fluidului este

dQ = p(z,y)V (z,y)dzdy, (4.154)
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unde p(x,y) este densitatea fluidului in punctul (z,y). Pentru a gasi debitul
Q(D) prin sectiunea D ar trebui sa sumam toate debitele elementare, sumare
care conduce la integrala dubla pe domeniul D din functia p V. Prin urmare,

QD) = || pla.y)V(w,y)drdy. (4.155)

4.10.6 Volumul unui cilindroid

Definitia 4.10.2 Fie D un domeniu simplu aflat in planul xOy al reperului
cartezian spatial Oxyz si f : D — IR o functie reald, de doud variabile reale,
pozitiva si continua pe D. Se numeste cilindroid multimea C a punctelor din
spatiu definita prin

C={(z,y,2) € R*: (2,9) € D; 0<2z< fla,y)}. (4.156)

Multimile D si B, = {(z,y,2) € R®: (x,y) € D; z = f(z,y)} sunt prin
definitie bazele cilindroidului.

Daca consideram o divizare A = {Dy, Dy, -+, D,} a domeniului D si
in fiecare domeniu component D; al acesteia alegem un punct (&;,17;) € D;,
atunci putem considera corpurile prismatice II;

I = {(z,y,2) € R*: (2,y) € D;; 0<2< f(&,m:)} (4.157)

care are baza D; si inaltimea h; egala cu valoarea functiei f in punctul (&;,7;).
Volumul V(II;) a unui asemenea corp prismatic este

V(L) = f(&,m) - aria D;. (4.158)

Suma
Z V(II,) (4.159)

reprezinta o valoare aproximativa a volumului cilindroidului C. O aproximare
mai buna a volumului cilindroidului se va obtine daca se va considera o diviz-
iune A’ mai fina decat diviziunea A. Mai mult, analiza modului de abordare
a celorlalte aplicatii ale integralei duble conduce la observatia urmatoare.

Observatia 4.10.2 Valoarea exacta a volumului cilindroidului va fi limita
sumei din (4.159) cand norma divizarii A tinde la zero, in cazul in care
aceasta limita exista.
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Din (4.158) si (4.159) constatam ca valoarea aproximativa a volumului
V(C) al cilindroidului C este suma integrala Riemann a functiei f corespun-
zatoare modului de divizare A si alegerii (§;, ;) a punctelor intermediare

n

V(C) ~ > f(&. ;) - aria D; = oa(f; &, ). (4.160)

=1

Din Observatia 4.10.2, relatia (4.160) si din faptul ca f este functie continua
deducem formula de calcul a volumului cilindroidului C

V(C) = // f(a, y)dady. (4.161)

Observatia 4.10.3 Functia continua f din Definitia 4.10.2 poate avea si
valori negative, notiunea de cilindroid pastrandu—si sensul, acesta fitnd o
reunine de mulfimi de forma (4.156) in acele subdomenii ale lui D unde f
are valori pozitive si de multimi de forma

C_={(n,y,2) € R*: (z,y) € D_; f(x,y) <z<0} (4.162)
in acele partt D_ a lui D unde functia f are valori negative.

Cu alte cuvinte intrun astfel de cilindroid baza B, este o reuniune de
portiuni de suprafete situate atat in semispatiul superior z > 0 cat si in
semispatiul inferior z < 0.

Iniltimea corpului prismatic atasat portiunii de cilindroid (4.162) va fi

hi = = f(&,m) = |f (& ni)l, (4.163)

iar o valoare aproximativa a volumului intregului cilindroid este

n

V(C) = Y _|f (& mi)| - aria D; = oa(lf]; &, m), (4.164)

=1

unde | f| este functia valoare absoluta a functiei f.

In acest mod, constatam ca volumul unui cilindroid cu o baza domeniul
simplu D C zQy, iar cealalta baza avand portiuni atat in semispatiul z > 0
cat si in semispatiul z < 0, este dat de integrala dubla

V(©) = [[ |11z, y)dzdy = [ 1/(z,9)] dudy. (4.165)
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Exemplul 4.10.4 Sa se determine volumul corpului ale carui puncte au co-
ordonatele (x,y, z) care satisfac inegalitatile

hz > 2?4y 0<z<h. (4.166)

Solutie. Corpul caruia trebuie sa—i determinam volumul este complementara
cilindroidului Cs fata de cilindroidul C;. Acesti doi cilindroizi au aceeasi baza,
situata in planul xOy, si anume discul inchis cu centrul in origine de raza h

D ={(z,y) € R*: 2*+y* < h*}. (4.167)

Cilindroidul C; are baza superioara discul inchis de raza h cu centrul in punc-
tul My(0,0,h) situat in planul paralel cu planul zOy care trece prin My,
plan care are ecuatia z = h, in timp ce cilindroidul C, are baza superioara

1
o portiune din paraboloidul de revolutie de ecuatie z = %(1:2 + y%). Atunci,

volumul V al corpului considerat in enunt, este

V=VY(C) - V() :// h dxdy— // }t(ﬁ +y?)dxdy =
v ? (4.168)
=h-ariaD — 5 é/ (2% + y*)dady.

Observam ca valoarea ultimei integrale se poate determina foarte simplu daca
se trece la coordonate polare

x=pcosh, y=psind.

Pentru ca (z,y) € D trebuie ca punctul de coordonate (p,6) sa se afle in
intervalul bidimensional A = [0, k] x [0, 27). Aplicand formula schimbarii de

variabile, gasim
// (z° + y*)dxdy :// p* - pdpdf =
D A

27 h 4 4
prih Th
- d@/ Sdp=or-2[" =T
/0 0 pap g 4 ’0 2
Tinand cont ca aria D = 7 h? si folosind rezultatele determinate mai sus
constatam ca volumul corpului din enunt este
7 h3 s h3

—Thd - =
V=nr 5 5
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rezultat care arata ca volumul corpului este acelasi cu volumul cilindroidului

CQ. | |

Exemplul 4.10.5 Sa se calculeze volumul cilindroidulut cu baza superioara
pe suprafata de ecuatie

z =14y
war baza inferioara, inclusa in planul xOy, domeniul compact

D={(r,y) € R*: 2° +y* >z, 2* +y* < 2z}.

Solutie. Volumul cilindroidului este
V(C) = // (2% + y?)dzdy.
D

Trecand la coordonate polare
x=pcost, y=psinb (4.169)
se constata ca punctul (x,y) € D daca (p,0) € Q, unde

T T

Aplicand formula schimbarii de variabila in integrala dubla, gasim:

w/2 2cos 6 15 rm/2 45
—[ao [ T pap= [ costods = m
V(C) /—71-/2 cos 6 pap 4 —7/2 o8 327T

cosf < p <2cosf}.

Exemplul 4.10.6 Folosind integrala dubla, sa se determine volumul V al
corpului marginit de suprafetele:

z2=6—2%—y% 2= /22 +12

Solutie. Pentru a evalua volumul corpului dat, calculam volumele a doi
cilindroizi, primul cu baza superioara pe suprafata z = 6 — 22 — 2, iar cel de
al doilea cu baza superioara pe suprafata z = /22 + y2, ambii avand aceeasi
baza inferioara, in planul Oy, definita de domeniul

D= {(x,y) € R*: 2*+y* <4}.
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Volumul V este diferenta volumelor celor doi cilindroizi. Avem:
b D

Ambele integrale se calculeaza trecand la coordonatele polare (4.169) si se

82

gaseste 1n final ca V = [ |

4.11 Integrale duble improprii

4.11.1 Domeniul de integrare nu este marginit

Definitia 4.11.1 Se spune ca un domeniu plan D este nemarginit daca el
contine puncte exterioare oricarut interval bidimensional inchis si marginit,
sau echiwalent, oricarui disc inchis.

Vom presupune ca orice parte marginita a frontierei lui D este o curba
neteda sau neteda pe portiuni. Un astfel de domeniu poate fi

e exteriorul unui domeniu marginit sau a unui numar finit de domenii
marginite;

e portiunea din plan limitata de o curba de masura Jordan nula, care se
intinde indefinit in ambele sensuri.

Sa consideram un sir infinit de discuri inchise
Kla K2a "'7Kn7"'

cu centrul intrun punct oarecare C' al planului raportat la reperul cartezian
ortogonal Oxy si drept raze termenii girului arbitrar strict crescator de nu-
mere pozitive

R17 RQ)"'anv"'

cu limita egala cu infinit. Fiecare din aceste discuri poate avea puncte comune
cu un domeniu nemarginit dat D. Sa notam cu DK, intersectia multimilor
D si K,,. Orice punct P € D va fi continut, pentru n suficient de mare,
in multimea corespunzatoare DIK,. Intr-adevir, este suficient si luim pe
n astfel incat sa avem R, > d(P,C), unde d(P,C) este distanta euclid-
iana intre punctele P gi O ale planului. Acest lucru este posibil intotdeauna



234 Ion Craciun

deoarece lirf R, = +o0. Proprietatea de mai sus poate fi exprimata echiva-
n—-roo

lent spunand ca sirul de multimi
DKl; DKQ? 7DKna
tinde catre domeniul D si vom scrie, conventional

lim DK, =D.

n—-+o0o
In aceasta situatie se spune ca domeniul nemarginit D admite o ezhaustiune.

Definitia 4.11.2 Fie D o mulfime nemarginita din plan. Spunem ca D ad-
mite o exhaustiune daca exista un gir (D,,) de multimi din plan, compacte,
masurabile Jordan astfel incat:

o sirul (D,,) este ascendent fata de operatia de incluziune, adica D, C
Dy 1 U2 D, = D

e orice multime compacta inclusa in D este continuta intrun D,,.

Pentru cele ce vor urma, este util sa dam definitia notiunii de sectiune a
unui domeniu nemarginit.

Definitia 4.11.3 Vom spune ca un domeniu D' constituie o sectiune a
domeniului nemarginit D, daca exista un disc inchis K cu centrul in origine,
continand o portiune din D si astfel incat sa avem

DK c D' c D.

Elementele unei exhaustiuni a domeniului nemarginit D constituie, cel
putin de la un anumit rang, sectiuni ale lui D.

Teorema 4.11.1 Din orice gir (D,,) de sectiuni ale domeniului nemarginit
D, tinzand catre D, se poate extrage un subgir (Dy, ), astfel incat

Dy, C Dy, C-+C Dy, C---

§t

n—-+00
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Demonstratie. Luam k; = 1 gi fie K; un disc inchis care sa contina dome-
niul D;. Vom nota Dy,, primul domeniu din sirul

D27D37”'7

pentru care DK C Dy,. Fie K5 un disc inchis care sa contina pe Dy,. Vom
numi Dy,, primul domeniu din sirul care incepe cu Dy,, si pentru care DKy C
Dy.,. Continuand, obtinem un sir de sectiuni ale lui D care indeplineste con-
ditia ceruta. [ |

Definitia 4.11.4 Vom numu gir crescator de domenii orice sir de mulfi-
mi in care fiecare domeniu este continut in urmatorul.

Definitia 4.11.5 Fie f o functie reala definita pe un domeniu nemdarginit
D C IR? si integrabild pe orice subdomeniu compact care are arie, a lui D.
Spunem ca f este integrabila pe D, daca exista un numar real J(D), astfel
incat pentru orice exhaustiune (D,,) a lui D sa avem

lim // (e, y)dzdy = J(D)

n—-+o0o

$1 vom scrie

|| @ y)dzdy = 1(D).

Despre integrala din membrul stang spunem ca este convergenta pe multimea
D.

Unei integrale duble pe un domeniu nemarginit i se poate spune integrala
mproprie.

Exemplul 4.11.1 Functia f(z,y) = 2%y nu este integrabild pe multimea
D = IR*.

Intr-adevir, daci considerfim exhaustiunea (D,,) a multimii JR?, unde
Dy ={(z,y) € R* : 2" +y* <n’},

iar n este un numar intreg pozitiv, atunci

n 27

// f(z,y)dxdy :// 2ydady = / dp/ p*sin 6 cos? 0dh = 0.
0 0

D, Dy,
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Pe de alta parte, daci consideram exhaustiunea (D) a lui [R*, unde D/,
este intervalul bidimensional inchis [—n, 2n] x [—n, 2n], se vede imediat ca

n®

2n 2n
// f(z,y)dzdy = / dr- [ ydy = -
D/ —n —n

n—-4o0o

deci lim //f(x,y)dxdy:().
D/

Din Definitia 4.11.5 rezultd cd functia f(z,y) = r?y nu este integrabila
pe IR? sau c& integrala improprie // f(z,y)dzdy este divergenta. [ ]
RQ

Teorema 4.11.2 Conditia necesara si suficienta pentru ca [ sa fie integra-
bila pe domeniul nemarginit D este ca oricarui numar pozitiv € sa —i core-
spundd o sectiune D = D(g), astfel incdt, pentru orice pereche de sectiuni
D', D", verificand relatiile

DcD, D'cD,
sa avem

‘//f(xa?/)dfdy—//f(x,y)dmdy‘ < e. (4.170)

Demonstratie. Conditia este necesara. Intr-adevar, sa presupunem
functia f integrabila pe D si sa notam cu J(D) valoarea sa, adica

J(D) = [[ 1@,y)dzdy.

S# aratam ci pentru un € > 0 dat putem determina o sectiune D in D, astfel
incat, pentru orice alta sectiune D" a lui D cu proprietatea D C D', sa avem

‘J(D)— //f(x,y)dxdy‘ < % (4.171)

intr—adevér, daca acest lucru nu este posibil, atunci pentru orice disc K
de raza R exista cel putin o sectiune Dpg, verificand relatia DK C Dpg, astfel

ncat sa avem -
ID)= [ fla.yydedy| = .
Dpr
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Sa consideram un sir crescator divergent R, si sa punem D, = Dg .
Avem, pe de o parte,
lim D, =D,

n—-—+o0o

iar pe de alta parte,
€
J(D)— // f(x,y)dudy) > 3
Dn

oricare ar fi n € IN. Pe aceasta cale se ajunge la concluzia absurda ca girul
numeric avand termenul general

|| @ y)dady

nu are limita J(D).

Agadar, relatia (4.171) este satisfacuta pentru orice sectiune D’ a dome-
niului neméarginit D, cu proprietatea D C D’. Fie D” o alta sectiune, astfel
incat D C D”. Alaturi de relatia (4.171), putem scrie relatia

‘J(D)— // f(x,y)dxdy‘ < %, (4.172)

D”

iar din (4.171) si (4.172) deducem imediat relatia (4.170).

Conditia este suficientd. Fie ¢ > 0, D o sectiune a domeniului nemérginit
D si (D,,) un gir monoton crescator de sectiuni ale lui D. Exista un numar
naturala N(g) = N, astfel incat, pentru n > N, sd avem D C D,. Dar,
potrivit relatiei (4.170), presupusa satisfacuta, vom avea

’//f(x,y)da:dy— //f(:c,y)dxdy’ <e,

pentru orice pereche de indici (m,n), astfel incat m > N, n > N.
In baza criteriului generala al lui Cauchy pentru siruri numerice, aceasta
inseamna ca sirul numeric

([ fGydrdy)

n

are o limita finita, deci f(P) este integrabila pe D. ]
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Corolarul 4.11.1 O conditie necesara si suficienta pentru ca functia f sa
fie integrabila pe domeniul nemarginit D este ca sa existe un numar real
J(D), astfel incat, pentru orice € > 0, sa avem

‘J(D)— // f(x,y)dxdy‘ <e,

indatd ce D C D', unde D este o sectiune ce depinde de ¢.

Justificarea acestui corolar nu prezinta nici o dificultate.

Integrala pe un domeniu nemarginit, asa cum a fost definita mai sus,
pastreaza principalele proprietati ale integralei duble pe un domeniu mar-
ginit. Astfel, aditivitatea in raport cu domeniul de integrare, liniaritatea,
monotonia gi formula schimbarii de variabile sunt proprietati adevarate si in
cazul integralei duble pe un domeniu nemarginit.

In legatura cu integrabilitatea unei functii pozitive f pe un domeniu
nemarginit D are loc

Teorema 4.11.3 Daca functia pozitiva f definita pe un domeniu nemar-
ginit D C IR* este integrabild pe orice subdomeniu compact a lui D, care are
arie, atunci f este integrabila impropriu pe D daca si numai daca exista o
exhaustiune (Dy,) a lui D astfel incat limita

n—-+o00

lim flz,y)dedy = 1 (4.173)
/

sa existe si sa fie finita. In plus, are loc egalitatea

| f@yydzdy = tim ] f(@,y)dzdy.
D Dn

Demonstratie. Necesitatea este evidenta in baza Definitiei 4.11.5.

Suficienta. Fie (D,,) o exhaustiune a lui D pentru care exista si este finita
limita (4.173) si (D},) o alta exhaustiune a lui D. Din Definitia 4.11.2 rezulta
ca exista un indice k(n) astfel incat D], C Dy,). Din faptul ca f are valori
pozitive pe D, rezulta

// f(z,y)dzdy S// f(x,y)dedy < 1.

Die(ny
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Tot din faptul ca f(z,y) > 0 pe D rezulta ca girul ( // f(x,y)dxdy) este
D/

monoton crescator si marginit superior de I, prin urmare exista si este finita
limita
nl_lgloo // f(z,y)dxdy =1T'. (4.174)
Dy,
Intre limitele (4.173) si (4.174) are loc inegalitatea I’ < I. Daci schimbim
rolul celor doua exhaustiuni obtinem ca I < I’ i deci I’ = I. Cum ex-

haustiunea (D!)) a fost luata arbitrar, deducem ca f este integrabila impro-
priu pe D si are loc egalitatea

// flz,y)dzdy = 1. (4.175)

Exercitiul 4.11.1 Sd se arate cd functia f(z,y) = e~ @) este integrabild
impropriu pe multimea IR, X IR, $i sa se deduca apot ca valoarea integrales

lui Poisson este
+o0
/ e dr = \/; (4.176)
0

Solutie. Deoarece f este pozitiva pe domeniul nemarginit de integrare D,

este suficient sa consideram o exhaustiune particulara alui D = R, x R, =
ZRi. Luam

si atunci

Daca trecem la coordonate polare in plan, obtinem

n 9 w/2
I = lim pe ” dp/ df =
0

n—-+oo Jo

n T . —n2\
OIan_l)I}_loo(l—e )_ ’

m . 2
—— lim e ”
n—-+00

N
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ceea ce arata ca f este integrabila impropriu pe ZR%r si ca valoarea integralei
T
este 1 Considerand orice alta exhaustiune (D/) a lui IR%, limita (4.174) are

aceeasi valoare, adica /4.
Sa consideram exhaustiunea (D)), unde D), = [0,n] x [0, n]. Atunci,

//e’(’”2+y2)dxdy: lim / d:c/ e~ @) gy =
2 n—-+oo /o 0

Jim ([ = (e

Daca tinem seama de Teorema 4.11.3, din confruntarea celor doua rezul-
tate deducem (4.176). u

In continuare vom da, fromana demonstratie, unele rezultate in legatura
cu integralele duble improprii.

Teorema 4.11.4 O conditie necesara si suficienta pentru ca f sa fie functie
integrabild pe domeniul nemarginit D este ca functia |f| sa fie integrabila pe
acest domeniu.

Aceasta teorema confirma faptul ca definitia data, in cazul domeniilor

nemarginite, pentru simbolul // f(z,y)dzxdy, conduce la un mod de con-

D
vergenta foarte rapid pentru integralele respective, convergenta care are ca

urmare coincidenta naturii integralelor improprii

J t@wdady s [ 15Gy)ldady.

O asemenea echivalenta nu are loc in cazul unei singure dimensiuni.

Din punct de vedere practic, teorema precedenta aduce o simplificare
considerabila in studiul convergentei integralelor duble improprii, intrucat
notiunea de integrala semiconvergenta din teoria integralelor improprii a unei
functii de o variabila nu—gi mai are corespondent in teoria integralelor duble.

Divergenta integralei // |f(z,y)|dzdy atrage dupa sine totdeauna divergenta
D

integralei // f(z,y)dzdy.
D
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Cazurile in care se poate stabili convergenta unei integrale duble pe baza
celor doua teoreme precedente sunt foarte rare. De aceea, in practica, ca
si in orice problema de convergenta, se cauta conditii suficiente (criterii) pe
baza carora sa se poata stabili daca o integrala dubla improprie este sau nu
convergenta. Vom enunta aici cateva conditii de acest gen.

Teorema 4.11.5 Daca g este functie integrabila pe domeniul nemarginit D
$t
[f (@ y)] <lg(z,y)l, (V) (z,y) €D,

atunci f este functie integrabila pe D.

Teorema 4.11.6 Daca functia g este integrabila pe domeniul nemarginit D
st exista M > 0 astfel incat

‘f($, y)
9(z,y)

| <M, (¥) (e,y) € D,
atunci f este functie integrabila pe D.

Teorema 4.11.7 Orice functie f care se poate pune sub forma

f(P): (d90<P)

W, (V) P e D,

unde o > 2, C' este un punct fir al planului, iar ¢ o functie marginita pe
domeniul nemarginit D, este integrabila pe D.

Teorema 4.11.8 Dacd pentru un gir particular (D,,) de sectiuni ale domeni-
ului nemarginit D tinzand catre acest domeniu, sirul numeric corespunzator

([ 17 wldvdy)

este convergent, atunci f este integrabila pe domeniul D.

Teorema 4.11.9 Daca integralele improprii de prima speta

/+OO f(x)dz  si /+OO 9(y)dy

—0o0 —0o0
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sunt absolut convergente, atunci functia f(z) - g(y) este integrabild pe IR si
are loc egalitatea

[ 1) atydndy = [ pdr- [ gy

o0 —0o0

In particular, daca f si g sunt functii pare, absolut integrabile pe [0, 4+00),
atunci functia f(x) - g(y), definita pentru (x,y) € [0,+00) x [0,400), este
integrabild pe IR% = [0,+00) x [0, +00) i

//f(:v) -g(y)dwdyz/om f(:v)d:v-/omg(y)dy-
R

Folosind ultima teorema putem stabili formula lui Jacobi care da legatura
intre functiile B si [" ale lui Euler. Reamintim ca

+o00 1
['(p) =/ Yy le Ydy, B(p,q) =/ vP (1 —v)? do.
0 0

Pe langa numarul pozitiv p, sa consideram valoarea in ¢ > 0 a functiei I
scrisa astfel

si sa efectuam produsul numerelor I'(p) si I'(¢). Conform ultimei teoreme,

D(p) - Tlg) = [[ e a1y dudy.
IR2

Daca in integrala dubla improprie facem schimbarea de variabila

r = u(l—v)
T:

Yy = uv

atunci domeniul D’ = [0, +00) x [0,1] se transforma in IR?.
Jacobianul transformarii punctuale regulate 7" va fi

1—v v
D(z,y) | = u(l-v)tuw = u

—Uu u
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si deci

1 +o00
= / dv/ e Pt pPmh (1 — 0) T du =
0 0

+oo
= [ e urtedy / v (1= 0)"ldo =T(p+q) - B(p,q).
0

Prin urmare,
I'(p) -T'(q)
B(p+q)
Exercitiul 4.11.2 Sa se studieze natura integralei duble improprii pe dome-
niu nemarginit

B(p,q) =

I // exp ‘Zz)}d%d?/a

2
unde D = {(z,y) € IR* : —+y— > 1}
Solutie. Domeniul de integrare este exteriorul multimii de puncte aflate in
interiorul elipsei de semiaxe a si b ce are axele de coordonate drept axe de
simetrie. Este deci un domeniu nemarginit inchis.
Folosim coordonatele polare generalizate din plan. Prin urmare, efectuam

schimbarea de variabile
xr = apcosf

y = bpsinf.

Pentru ca punctul M (z,y) sa descrie domeniul D, perechea (p, ) trebuie
sa fie astfel incat p € [0, +00) si 6 € [0, 27].

Tinand cont ca jacobianul transformarii punctuale regulate de mai sus
este J = abp, rezulta ca integrala improprie de mai sus devine

I = ab//pexp 2)dpd®,

unde A este intervalul bidimensional nemarginit A = [1, +00) x [0, 27].
Scriind noua integrala ca o iteratie de integrale, obtinem

400 2w b
I = ab/ pexp ( dp/ o
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4.11.2 Integrale duble din functii nemarginite

Sa consideram cazul in care functia reala f este definitd pe domeniul D \
{My} C IR?, unde M, este un punct din D cu proprietatea ci f este
nemarginita in orice multime D U V, multimea V fiind o vecinatate oare-
care a lui Mj. Atunci, se spune ca f are o singularitate in punctul M.

In continuare vom presupune ca D si V' sunt multimi care au arie si ca f
este integrabila pe D\ D N V. Notam cu d(V') diametrul lui V' si fie (V,,) un
sir descendent V11 C V,, de vecinatati ale lui Mj care sa tinda la multimea
formata doar din punctul ;. Ultima conditie are loc daca ngrfoo d(V,) = 0.

Definitia 4.11.6 Spunem ca f este integrabila impropriu pe D daca ex-
ista un numar I, astfel incat pentru orice gir de vecinatati (V) ale lui Mo,
cu hr_{l d(V,) =0, sa avem

n—-+0oo

lim // f(z,y)dxdy = 1

n—-+o0o
D\DﬂVn

§t vom scrie
// f(z,y)dzdy = 1.
D

Despre integrala din membrul stang spunem ca este convergenta. Rezul-
tate asemanatoare celor de la integrala dubla pe domenii nemarginite pot fi
stabilite si in acest caz. Presupunand pentru simplitate ca punctul singular
este originea reperului Oxy, se poate arata ca orice problema privind inte-
grabilitatea functiei f pe domeniul D, unde f este nemarginita in vecinatati
ale originii se reduce la problema integrabilitatii functiei

1 U v
Flu,v) = (u? 4 v?)? . f<u2 + 02" u? + v2>

pe domeniul nemarginit A, imaginea lui D prin transformarea punctuala

z Y
5 5y U= —F—-.
«T2+y2 x2+y2

Intr-adevar, transformarea punctuala de mai sus are inversa

u (%

r = ——— —_
4 u? + v?

et (4.177)
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care, in ipoteza u? + v? > 0, reprezinta o inversiune de pol O si de putere 1,
al carei determinant functional este
D(z,y) 1
D(u,v)  (u®+ v?)2

< 0.

In urma acestei inversiuni, orice curba rectificabild inchisi C' din planul (z,y)
se transforma intro curba C) a planului (u, v), inchisa sau cu ramuri infinite,
dupa cum curba C' contine sau nu polul de inversiune.

In primul caz, domeniului inchis de curba C ii corespunde, in planul (u,v),
domeniul nemarginit exterior curbei C}.

In cazul al doilea, domeniului limitat de curba C ii corespunde una din
regiunile nemarginite ale planului (u,v) determinate de curba Cj.

In ambele cazuri, oricirui sir de domenii (C,,(0)), tinzand citre punctul
singular O, 1i corespunde in planul (u,v) un sir de sectiuni (4A,,) ale domeni-
ului transformat A, tinzand catre acest domeniu si reciproc.

Formula de schimbare a variabilelor

// f(z,y)dzdy :// F(u,v)dudv
Cn(0) A

justifica afirmatia facuta la inceputul comentariului.
Ca aplicatie, vom transpune la cazul studiat criteriul formulat in Teorema
4.11.8.

Sa presupunem ca putem scrie functia f sub forma

() N
f(m’/y)_(\/m>a7 >07

unde ¢ este marginita pe domeniul D. Cu schimbarea de variabila (4.177),

obtinem
// x2+y 2V rdy // u2+v2 ) e dudy,

C7L

unde

U v
O (u,v) = gp(u2 et +U2).

Dar, potrivit criteriului din Teorema 4.11.7, functia
b (u,v)

Flew) = o aps



246 Ion Craciun

este integrabila pe A daca 4 — a > 2, adica o < 2.
Agadar, orice functie f care se poate scrie sub forma

p(z,y)
unde P(z,y), a < 2, iar ¢ este integrabila in sens obignuit (deci marginita)
pe domeniul D, este integrabila pe acest domeniu.
In cazul in care ¢(z,y) = 1, valorile lui & > 0 pentru care f(x,y) =

1
—————— este integrabila pe un disc de raza R cu centrul in punctul O se
(d(0, P)° sy g
pot determina utilizand trecerea la coordonatele polare in plan. Este posibil
ca punctul O sa fie inlocuit cu un punct oarecare My(xo, o).

Exercitiul 4.11.3 Sa se afie valorile lui o« > 0 pentru care este convergenta
integrala

1
|| e =

unde
D={(z,y) € R* : (x—x0)"+ (y —y)° < R*}.
Solutie. In acest caz My = (0, Y0). Consideram

Vo={(z,y) € R* : (x —20)* + (y —w0)* < 7;2}7

unde n este un numar natural suficient de mare astfel incat V,, C D, si
integrala dubla

1
| &=+ (v — w7

D\V,

care o vom calcula trecand la coordonate polare in plan.

2 R ,d R
I, :/ dﬁ/ PP _on p 2 %dp =
0 1/n p*@ 1/n

=2

A R B e

"2 2l 1-a 2oy )’
Trecand la limita in rezultatul gasit, obtinem ca daca a € (0, 1)
1 R2—2a
lim dxdy = i

l—a

Agadar, integrala studiata este convergenta doar daca a € (0, 1). [ ]

n—=+o0 Jp\V, [(# — 0)? + (y — y0)?]*
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Integrale de suprafata

5.1 Elemente de geometria diferentiala a su-
prafetelor

In acest paragraf vom utiliza rezultate ale calculului diferential pentru a
studia unele notiuni frecvent intalnite in geometria diferentiala a suprafetelor

si teoria integrabilitatii pe suprafete a functiilor reale de mai multe variabile
reale.

5.1.1 Panze parametrice netede

In spatiul afin euclidian tridimensional &;, asociat spatiului liniar IR®, con-
sideram reperul cartezian Oxyz, a carui baza B’ este constituita din versorii

B ={i=(1,0,0),j=(0,1,0),k = (0,0,1)} C R®. (5.1)

Un punct oarecare M € &3 este determinat de coordonatele carteziene

(x,y,z) sau de vectorul de pozitie r =OM, unde r = zi+ yj + zk, iar
x,1, z sunt marimile algebrice ale proiectiilor ortogonale ale vectorului r pe
respectiv versorii i, j, k.

Definitia 5.1.1 Se numeste panza parametrica neteda functia vectoriala
de doua variabile reale

(u,v) — r(u,v) = z(u,v)i+y(u,v)j+ 2(u,v) k, (u,v) € AcC R?* (5.2)
continua pe multimea nevida A si cu derivate partiale continue pe A .

247
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Functia vectoriala de doua variabile reale (5.2) stabilegte o corespondenta
intre punctele (u,v) € A si punctele M € &; ale caror vectori de pozitie sunt

r=r(u,v), (u,v)€ A (5.3)

Observatia 5.1.1 Awvand in vedere modurile de reprezentare ale unei functii
vectoriale de mai multe variabile reale, rezulta ca in locul lui (5.2), pe linga
(5.3), putem considera $i reprezentarea

r = z(u,v),
y = ylu,v),  (u,0) € A (5.4)
z = z(u,v),

Definitia 5.1.2 Imaginea functiei (5.2), adicd multimea v(A) C IR*, va fi
numita de asemeni panza neteda in &, iar (5.4) si (5.3) se numesc respectiv
ecuatii parametrice §; ecuatia vectoriala ale panzei netede.

Submultimea de puncte (S) C &3 ale caror vectori de pozitie au forma
(5.3) o vom numi , de asemenea, panza neteda.

Observat;la 5.1.2 Deoarece r € F (A 1R3) are deriwate partiale contmue pe

A rezulta ca este diferentiabila pe A deci in orice punct (ug, vy) € A se poate
defini diferentiala sa dr((uo, v0)> € L(RZ, IR3), unde L(RQ, ]Rg) este spatiul
vectorial al aplicatiilor liniare definite pe IR* cu valori in IR>.

Matricea aplicatiei liniare dr((uo, ’Uo)) in perechea de baze canonice
B={e; =(1,0),e;=(0,1)} C R

si B’ C IR* din (5.1), este de tipul 3 x 2 si are elementele

0 0

afi(uo,vo) %(onvo)
0 0

Je((uo,v0)) = afz(uo,?fo) %(UO,UO)
0 0

= (uo,v0) (g, vo)

du v
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Observatia 5.1.3 Coloanele matricei jacobiene J.((ug,vo)) sunt respectiv
matricele coloana ale coordonatelor vectorilor:

0 0
872@0’%); 87;(“0’”0)

in baza canonica B'.

In aplicatiile practice ale calculului integral, ale geometriei diferentiale,
mecanicii, fizicii etc. in definitia panzei parametrice se include inca o condi-
tie de requlatitate care afirma ca rangul matricei Jy((ug,vo)) este egal cu 2 in

[e]
orice punct (ug,vy) € A . Aceasta conditie se scrie sub forma

(ggi 3 (w0, v0))” + (5&5) (w0, v0))” + (ggzz; (uo,v0))” > 0. (5.5)

5.1.2 Semnificatia geometrica a conditiei de regulari-
tate. Linii parametrice

Pentru a vedea semnificatia geometrica a conditiei de regularitate (5.5) sa
consideram functia

u—r(u,vg), wuel CIR, Ix{v} CA, (5.6)

care este restrictia functiei r la segmentul de dreapta v = vy paralel cu
axa absciselor reperului cartezian din &. Acest segment trece prin punctul
M (ug,vo) si este continut in multimea A. Aplicatia (5.6) este continuu di-
ferentiabild pe I, prin urmare reprezinta un drum parametrizat neted in IR?
de ecuatie vectoriala

r =r(u,v9), uel. (5.7)
Avem Imr(-,v9) C Im r, deci imaginea drumului (5.7) este o submultime a
panzei netede de ecuatie vectoriala (5.3). Dupa cum se stie,

or ox 0 0z

Gy (10:00) = 50 (1t0,w0) 14 57 (o, w0) S+ 5 (w0, v0) k. (5.8)

este vectorul director al tangentei la drumul de ecuatie vectoriala (5.7) in
punctul M, € (5).
In mod similar, aplicatia

v—r(ug,v), ve JCR, veJCR, {u}xJCA, (5.9)
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este un drum parametrizat neted in IR® de ecuatie vectoriali
r =r(ug,v), vEJ, (5.10)

a carui imagine este tot o submultime a lui Imr. Vectorul

or ox .0 . 0z
%(Uo, Uo) = %(UO, UQ) 1+ %(Uo, Uo)J + %(UD, "Uo) k (511)

este vector director al tangentei la drumul parametrizat neted (5.10) in punc-
tul M, € (S )
Produsul vectorial al vectorilor (5.8) si (5.11) este vectorul

i j k
ox dy 0z
0 0 z 4 el
;Z(UO,vo)xa—i(uo,vo)z g (10 v0) - 5, (o vo) - Fo (w0, v0) |5 49)
9, 0 0
%(Uoﬂfo) %(anvo) afz(uo,vo)

care, dupa dezvoltarea determinantului din membrul al doilea dupa ele-
mentele primei linii, se scrie

0 0 . .
872(@60,1]0) X aﬁZ(Uo,Uo) :A1+BJ+Ok, (513)
unde
_ Dly.2) _ D() D,
A= D(U,’U) (u07U0)a B = D(U,'U) (Uo,Uo), C= D('LL,/U) (UO7U0)-

0 0
Vectorul (5.13) este ortogonal pe vectorul a—r(uo, o) si pe vectorul a—r(uo, v0)-
u v

Din cele prezentate mai sus rezulta ca conditia de regularitate (5.5) este
echivalenta cu

Hg;(lbo,vo) X gZ(UO7UO)H =VA2+B2+(C%?>0 (514)

or

. . o .. or . .. -
si exprima faptul ca vectorii 6—(u0, Vo) si a—(uo, vp) sunt necoliniari sau liniar
u v

independenti. Din punct de vedere geometric, conditia (5.14) se traduce prin
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aceea ca imaginile drumurilor parametrizate (5.7) si (5.10) au in punctul
comun M, tangente distincte. Corespondenta (5.4) fiind si biunivoca, re-

zulta ca in vecinatatea punctului (ug,vg) € A drumurile (5.7) si (5.10) au
in comun doar punctul My € (). Imaginile acestor drumuri se numesc linii
parametrice. Prin fiecare punct M, € (S), corespunzator punctului (ug, vg) €

A, unde sunt satisfacute conditiile de regularitate, trece un drum gi numai
unul singur de forma (5.6) si numai un drum de tipul (5.9).

5.1.3 Interpretarea geometrica a diferentialei functiei

vectoriale r = r(u,v) in punctul (ug,vy) € A. Plan
tangent

Sa vedem acum ce interpretare geometrica are functia afina
(u,v) — r(ug,vo) + dr((uo, vo); (U — ug, v — vg)>, (u,v) € R?,  (5.15)

unde valoarea in perechea (u — ug, v — vg) a diferentialei in punctul (ug, vo)
a functiei r este

dr((uo, vo); (U — ugp, v — vo)) = e’(Jr(uo,vo) ( to ) ) (5.16)

vV — 1
Vectorul € din relatia (5.16) apartine spatiului liniar IR* x IR* x IR® si are
expresia € = (i, ], k).

Aplicatia (5.15) definegte o noua panza parametrica neteda de ecuatie
vectoriala

r = r(ug, vg) + dr((uo, vo); (U — ug, v — v0)>, (u,v) € IR? (5.17)

sau de ecuatii parametrice

0 9,

x = x(ug, vo) + a—z(uo,vo)(u —ug) + %(uo, vo) (v — vg)
0 0

y = y(uo, v0) + 52 (w0, v0) (u — wo) + 5 (o, vo) (0 =) (5:18)
0 0

z = z(ug, vo) + a—z(uo,vo)(u —ug) + Fi(uo, vo) (v — vp).
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Eliminarea lui u — ug si v — vg din (5.18) conduce la ecuatia
Alx — ) + B(y —yo) + C(2 — 29) = 0, (5.19)

unde g = x(ug,vo), Yo = y(uo, o), 20 = z(ug,vp) sunt coordonatele punc-
tului My. Ecuatia (5.19) arata ca vectorul cu originea in M, gi extremitatea
intrun punct curent M al panzei (5.17) este ortogonal pe vectorul (5.13).

Toate punctele M din spatiu cu proprietatea ca vectorul MT]W este or-
togonal pe vectorul N = Ai+ Bj+ C'k formeaza un plan.

Prin urmare, panza parametrica de ecuatie vectoriala (5.17) sau de ecuatii
parametrice (5.18) are ca imagine un plan care se numeste plan tangent in
punctul M, la panza parametrica neteda de ecuatie vectoriala (5.3). Acest
plan are in comun cu Imr, intro vecinatate a punctului M,, doar punctul

M. Diferenta
r(u,v) — r(ug, vg) — dr((uo, vo); (U — ug, v — vo)), (u,v) € ;1 (5.20)

caracterizeaza abaterea dintre coordonatele punctelor de pe imaginea panzei
netede de ecuatie vectoriala (5.3) si coordonatele punctelor corespunzatoa-
re de pe planul (5.17) in vecinatatea punctului (ug,vy) caruia pe panza ii
corespunde punctul Mj.

Deoarece diferentiabilitatea lui r in punctul (ug,vg) implica faptul ca
abaterea (5.20) tinde la zero mai repede decat tinde la zero distanta euclid-
iana dintre punctele (u,v) si (ug, vg) cand (u,v) — (ug, vg), rezulta ca planul
(5.17) aprozimeaza satisfacator Imr intro vecinatate a punctului Mp.

Exemplul 5.1.1 Sd se arate cd aplicatia r : [0,27) x [0,71] — IR definitd
prin
r(u,v) = (acosusinv)i+ (asinusinv)j+ (acosv)k, a >0,

reprezintd o panza parametrica neteda si sa se studieze aceastda panza.

Solutie. Aplicatia data este continuu diferentiabila pe A= (0,27) x (0, )

deoarece functiile coordonate xz, y, z sunt diferentiabile pe A .
Ecuatiile parametrice ale panzei sunt

T = acosusinv,
y = asinusinv, w€0,2m),v € [0,7].

Z = acosv,
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Calculand distanta euclidiana de la punctul M(x,y, z) al panzei la orig-
inea reperului R = {O; 1, j, k}, gasim

d*(M,0) = 22 + 32 + 22 = a®sin® v(cos? u + sin® u) + a? cos? v =

= a*(sin® v + cos’) = a?,
de unde rezulta d(M,0O) = a, ceea ce arata ca Imr este frontiera bilei cu
centrul in origine si raza egala cu a, adica sfera de raza a cu centrul in
origine.
Matricea jacobiana J.(u,v) a aplicatiei date este

8x< ) 8x( )

—(u,v) ——(u,v .

ou ov —asinusinv @ cosucosv
dy dy . .

Je(u,v) = %(u,v) %(uﬂ)) = | acosusinv asinucosv
Oz Oz 0 —asinv

%(Uﬂ U) %(uv U)

Conform Observatiei 5.1.3, elementele coloanelor matricei J, sunt coordo-

. Or . . Or .
natele vectorilor a—(u, v) si respectiv a—(u, v), prin urmare
u v

gr(“v“) = —(asinusinv)i+ (acosusinv) j

U

gr(uav) = (acosucosv)it+ (5.21)
v

+ (asinucosv)j — (asinv)k.
Produsul vectorial al vectorilor (5.21) este

i j k
or or
%(U,U) X %(

u,v) = | —asinusinv acosusinv 0 =
@cosucosv asinusiny —asinv
= —asinv r(u,v),
oricare ar fi perechea (u,v) € (0,27) x (0,7). Deoarece pentru v € (0, )

. . r or e
avem asinv > 0 rezulta ca vectorul 8—(u, v) X a—(u, v), diferit de vectorul
U v

nul, este coliniar si de sens contrar vectorului de pozitie r(u,v).
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Tangentele la liniile parametrice care trec prin punctul M, de vector de

pozitie OMy= r(ug, vg), unde (ug,v9) € (0,27) x (0,7), determina planul
tangent la sfera in M, care are ecuatia vectoriala

r = r(ug,vg) + dr((uo,vo); (t — ug, s — vo)), (t,s) € R*.

Pentru punctele (¢,s) = (u,v) situate intro vecinatate a punctului (ug,vo)
din multimea deschisa (0, 27) x (0, 7), membrul doi din ultima ecuatie aprox-
imeaza satisfacator punctele corespunzatoare de pe sfera.

a a 2

o oqw ™ .
Spre exemplu, daca luam ug = vg = T atunci MO(—, -, a

55 7), matricea

jacobiana Jr(g, Z) este

a a
22
a a
e =Lz 5 |
AL

iar ecuatiile parametrice ale planului tangent la sfera in punctul M, sunt

¢a_a,, o
T = ———t+—s5
2 2 2
a(2—7r)+at+a
= —+-t+=-s
Y 4 2" "2
2 4 2
z = a\/_(g— * ) — a\2/_ S, (t,S) c .ZR2.

Eliminand ¢ si s din aceste ecuatii obtinem ecuatia explicita a planului tan-
gent
x+y+2\/_—2a:().

Un vector normal acestui plan este N = i+ j + v/2k. [ |
Este posibil ca functiile z, y, z din (5.4) sa fie astfel incat
z(u,v) =u, y(u,v)=v, z(u,v)= f(u,v),
unde f € F(A) este o functie continua pe multimea A situata in planul Ozy,

cu derivate partiale continue pe multimea A, aceasta insemnand ca u = x,
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v =y, iar z este o functie continuu diferentiabila de x si y. In aceasti situatie,
in locul ecuatiilor (5.4) putem considera doar ecuatia

z= f(z,y), (x,y)€ A (5.22)

Functia reala f, continua pe multimea A C Oxy si diferentiabila pe mul-

timea A, definegte explicit panza neteda Imr, iar (5.22) se numeste ecuatia
explicita a panzei netede. Ecuatia vectoriala a panzei, corespunzatoare aces-
tui caz particular, este

r=xit+yj+ flx,yk, (z,y)€ A (5.23)

Vectorul tangent in My(zo, Yo, f(Zo,¥o)) la drumul parametrizat

r=xzi+yj+ flz,yo)k, €I, Ix{y} cA (5.24)
este 5 5
r ) .
O (o) = 1+ O (o, o) k=i 4 ke (5.25)

iar vectorul tangent in M, la drumul parametrizat

r=a0i+yi+ f@o,y)k yeJ, {z}xJCA (5.26)
este 5 5
T . .
a*y(l“o, Yo) =+ 85(9307?40) k=j+qk (5.27)

Drumurile parametrizate (5.24) si (5.26) sunt obtinute prin intersectia panzei
netede (5.22) cu planele y = yo i © = o care sunt paralele respectiv cu
planele Ozz i Oyz. Coeficientii A, B si C' sunt:

0 0
A= —a;];(%o,yo) = —D; B = _alz];(xO,yO) = —q; C= 17 (528)

astfel ca ecuatia planului tangent in My(xo, yo, 20) la panza neteda (5.22) este

(= 20 G o0 t0) = (= 900 5 (o0 ) + (= ) =0, (529)
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5.1.4 O alta definitie a planului tangent

Sa consideram acum panza neteda de ecuatie vectoriala (5.3) gi un drum pa-
rametrizat neted f € F(I, IR*), unde I este interval din IR, cu proprietatea
ca exista tg € I astfel incat

f(to) = r(ug,v9), si Imf C Imr. (5.30)

Aceste proprietati arata ca imaginea drumului parametrizat considerat este

situat pe panza parametrica neteda (5.3) gi ca aceasta imagine trece prin
—

punctul My de pe panza al carui vector de pozitie este OMy= r(ug, vo).

Proprietatile de mai sus au loc daca exista un drum neted

@ = (p1,p2) : I — A astfel incat f =ro . (5.31)
Tangenta in My la drumul parametrizat neted r = f(¢) are ecuatia vectoriala
r = f(to) + f/(to) s, se& IR. (532)

Pe de alta parte, dupa regula lantului de derivare a unei functii compuse,
avem

, or , or ,
f'(to) = %(Uojvo)%(to) + %(Uowo)%(%)- (5.33)

Din (5.33) si valoarea in h = ¢'(ty) a diferentialei functiei r in punctul (ug, vo)
rezulta

E'(to) = dr((uo, vo); (1)),

iar din liniaritatea diferentialei de ordinul intai, avem
£'(to) s = dr((uo, v0); 5 ¢ (to)). (5.34)

Folosind in (5.32) relatiile (5.34) si (5.30) si ludnd in calcul formula (5.17)
deducem ca tangenta (5.32) este inclusa in planul tangent (5.17) in punctul
My la panza neteda (5.3). Acest rezultat conduce la o alta definitie a planului
tangent intr-un punct al unei panze parametrice netede.

Definitia 5.1.3 Se numeste plan tangent in punctul My al unei panze
netede, locul geometric al tangentelor la respectiv toate drumurile netede care
trec prin My ale caror imagini se afla pe imaginea panzei.
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5.1.5 Definitia suprafetei
Definitia 5.1.4 Panzele neteder € F(A, IR®) sit € F(A, R®), unde A, A C

IR?, se numesc echivalente dacd existd un homeomorfism diferentiabil 1 :
[e]

A— A cu jacobianul pozitiv in orice punct (u,v) € A, astfel incat r =T op.

Definitia 5.1.5 Se numeste suprafata neteda o clasa de echivalenta in
multimea panzelor parametrice netede.

O suprafata neteda poate fi reprezentata prin oricare panza parametrica
neteda care apartine clasei de echivalenta respective. In concluzie, intro ve-
cinatate a unui punct My(xo, Yo, 20), 0 suprafatd neteda care contine acest
punct poate fi reprezentata fie vectorial prin ecuatia vectoriala (5.3), fie para-
metric prin ecuatiile parametrice (5.4), fie prin ecuatia carteziand explicita
(5.22). Reprezentarea (5.22) se obtine din oricare reprezentare parametrica
in baza teoremei de existenta si unicitate a sistemelor de functii reale de mai
multe variabile reale definite implicit.

Observatia 5.1.4 Analizand (5.31) constatam ca orice functie diferenti-
abild, depinzand de parametrii w gi v ai unei suprafete netede (S), aso-
ciata ecuatiei sale vectoriale (5.3), defineste o curba situata (trasata)
pe suprafata. Curbele particulare uw = const. §i respectiv v = const. se
numesc curbe coordonate sau linii parametrice ale suprafetei netede
(S). O curba trasata pe o suprafata poate avea ecuatia explicita v = f(u)
sau ecuatia implicita F(u,v) = 0.

De exemplu, drumurile (5.24), (5.26) care reprezinta clase de echivalenta

in multimea drumurilor echivalente numite curbe, sunt linii parametrice ale
suprafetei (S) reprezentata cartezian explicit prin (5.22).

5.1.6 Ecuatia carteziana implicita a unei suprafete

Fie aplicatia reala diferentiabils F' € F(A), A C IR, cu proprietea ci gradi-
entul

oF . OF . OF
(VF)(ZL‘,y,Z) - a(‘xay)z) 1+ aiy(wﬁ% Z)J + &(:&ya Z) k7 (535)

[¢]
este vector nenul pe multimea deschisa A, adica

(Grtew2)) + (gyew ) + (e ) >0 w2 €A 639
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Definitia 5.1.6 Multimea (S) a punctelor M € &; ale caror coordonate
(x,y, z) verifica ecuatia

(8): Flx,y,2) =0, (5.37)

unde functia diferentiabila F € F(A) satisface (5.36), se numeste vari-
etate bidimensionali scufundati in R® sau suprafatd dati implicit.
FEcuatia (5.37) este prin definifie ecuatia carteziana implicita a suprafetei

(S)-

5.1.7 Vector normal unei suprafate intrun punct regu-
lat

Fie I un interval din IR si aplicatia vectoriala de o variabila reala diferentia-
bila ¢ = (¢1, p2, p3) € F(I, A) cu proprietatea

Fp(t)) =0, tel,

fapt ce exprima ca imaginea drumului parametrizat neted de ecuatie vecto-
riala
r=o(t), tel
se afla pe varietatea bidimensionala (5.37).
Datorita faptului ca atat F' cat si ¢ sunt functii diferentiabile, rezulta
ca functia compusa F o ¢ este diferentiabila, deci derivabila pe I si ca atare
vom avea

L o) - @h0) + S (o0) - (1) + S ((0) - (1) =0, e L. (5.38)

Identitatea (5.38) arata ca vectorul (VF)(¢(t)) este ortogonal vectorului
tangent ¢'(t) la drumul parametrizat ¢ in punctul M € &; corespunzator
valorii ¢ a parametrului. Pe de alta parte, toate tangentele in punctul M
corespunzator valorii ¢t a parametrului la respectiv toate drumurile parame-
trizate ce trec prin M si sunt situate pe varietatea diferentiabila (S) formeaza
planul tangent in M la suprafata. Toate aceste rezultate conduc la urmatoa-
rea definitie.

Definitia 5.1.7 Fie suprafata neteda (S) de ecuatie carteziana implicita
(5.37) si M(z,y,z) € (S). Vectorul

N = (VF)(x,y, z), (5.39)

se numeste vectorul normal la suprafata in punctul M.
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Proprietatea de a fi ortogonal pe vectorul tangent la orice drum neted
situat pe varietatea diferentiabila (S) care contine punctul M(z,y,2) € S o
are si vectorul

—N = —(VF)(z,y,2), (5.40)

deci si acesta poate fi numit vector normal in punctul M la suprafata neteda
(S).

Observatia 5.1.5 Daca suprafata neteda (S) este reprezentata prin ecuafia
vectoriala (5.3), atunci vectorul normal N in punctul

M (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) € (S)

este, fie vectorul
or or
du (u,0) v (v, 0), (541)

fie opusul acestuia. Cand suprafata neteda (S) este reprezentata cartezi-
an explicit prin ecuatia (5.22), din (5.29) deducem ca vectorul normal in

M(z,y,f(x,y)) este, fie

N =

N=—-pi—qj+ k, (5.42)
fie opusul acestuia, p si q fiind notatitle lui Monge pentru derivatele partiale
de ordinul intdi ale functiei [ in punctul (x,y)

0 0 0 0
p= L) = Loy o= Lo - Lo,

Putem defini versorul normal intrun punct al unei suprafete netede ca
fiind, dupa caz, versorul unuia din vectorii care apar in relatiile (5.39)—(5.42).
Versorul normal poate fi, dupa caz:

L (VF)p.2)
T Za e
_ E(Fj(@y,2)i+ Fye,y,2)j + Fl(z,y,2)k) (5.43)
J(Ea2) + (B 2) + (Fn02))
or or
- %(u,v) X %(u,v)

(5.44)
A(u,v)i—i— B(u,v)j + C(u,v) k

-+ :
\/AQ(u, v) + B%(u,v) + C?(u,v)
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n = +( (5.45)

—P . —q . 1
—— 1+ + k).
V1+p?+ ¢ \/1+p2+q2‘] V1+p?+ ¢ )

Observam ca pentru fiecare caz de reprezentare a unei suprafete netede
se pot defini doi versori normali care sunt coliniari si de sens contrar.

Definitia 5.1.8 Coordonatele versorului normal la o suprafeta neteda intrun
punct al ei se numesc cosini directori.

Definitia 5.1.9 Se numeste normala in punctul M al unei suprafete netede
(S), dreapta (N) determinata de punctul M si de unul din versorii normali
ai suprafetei in acel punct.

Corespunzator celor doi versori normali intrun punct al unei suprafe-
te vom avea doua orientari ale normalei pe care le vom numi orientarea
pozitiva a normalei, cand vectorul ei director este n, si orientarea negativa
a normalei cand se alege drept directie a normalei vectorul —n. In loc de
orientare pozitiva si respectiv orientare negativa a normalei se pot folosi si
termenii sens pozitiv §i respectiv sens negativ al normales.

Definitia 5.1.10 Fie functia reala diferengiabila F € F(A) care satisface
(5.36) si punctul arbitrar My(zo, Yo, 20) € A. Varietatea bidimensionald de
ecuatie carteziana explicita

F(z,y,2) = F(20, Y0, 20) (5.46)
se numeste varietate de nivel sau suprafata de nivel a functiei F' co-

respunzatoare nivelului F'(xq, yo, 20)-

Observatia 5.1.6 Vectorul normal in punctul M(x,y,z) la suprafata de
nivel (5.46) care trece prin punctul Mo(xg, yo, 20) este (5.35).

Observatia 5.1.7 Pentru fiecare punct Mi(x1,y1,21) apartinand vartietatii
de nivel (5.46) planul de ecuatie

oF or or
(z — xl)%<xlaylazl) +(y — yl)aiy(xhyla z1) + (2 — Zl)@(l‘hyh z1) =0,

este planul tangent in punctul M, la varietatea de nivel (5.46).

Definitia 5.1.11 Daca o suprafata S nu este neteda, insa poate fi scrisa ca
reuniunea unui numar finit de suprafete netede, spunem ca S este suprafata
neteda pe portiuni.
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5.1.8 Element de arie al unei suprafete netede

Sa consideram o suprafata neteda (S) reprezentatd de panza parametrica
(5.3). Prin punctul M de vector de pozitie r(u,v) de pe Imr trece o curba
parametrica r = r(u,v), v = const., al carei vector tangent in M este

or
—(u,v) si o curba parametrica r = r(u,v), u = const., al carei vector

ou

or
tangent in M este —(u,v). Un vector de marime infinitezimala, coliniar

ov
or

r
cu vectorul —(u,v) este — —
8u( 0) ou ov

o . . . o r . . . C o
marime infinitezimala, are forma a—(u,v) dv. Acesti doi vectori determina
v

(u,v), de

(u,v) du, iar un vector coliniar cu

un paralelogram infinitezimal inclus in planul tangent in M la suprafata (S).
Fie do aria acestui paralelogram.

Ne propunem sa calculam expresia lui do cand suprafata (S) este repre-
zentata fie prin ecuatia vectoriala (5.3), fie prin ecuatiile parametrice (5.4)
sau prin ecuatia carteziana explicita (5.22).

Pentru aceasta ne folosim de interpretarea geometrica a marimii produsu-
lui vectorial a doi vectori necoliniari a € IR® si b € IR® care, se stie, este aria
paralelogramului din &3 ce are doua din laturi reprezentantii celor doi vectori
intrun punct oarecare al spatiului, adica

lax b]| = [la]| - |[b]| - sin T,

unde 7 € [0, 7] este unghiul dintre cei doi vectori. Aplicand aceasta formula
de calcul pentru do gasim

(do)? = HgZ(u,v)\ngZ(u,v)Hz sin? 7(dudv)? =
0 0
(5ol 550 -

or or 2 2
_(H%(U’U)H H%(u,U)H COST) )(dudv) ,

in care am folosit identitatea sin® 7 +cos?> 7 = 1. Daca tinem cont ci produsul
scalar a doi vectori din IR? este egal cu produsul dintre mérimile vectorilor si
cosinusul unghiului dintre ei, iar patratul normei (lungimii) unui vector este
produsul scalar al acelui vector cu el insusi, egalitatea de mai sus se poate
scrie sub forma

do = \/E(u, v) G(u,v) — F%(u,v) dudv, (5.47)



262 Ion Craciun

in care s—au facut notatiile

E(u,v) = ng (u,v)”2 = gz(u,v) . gz(u,v) —
. , ) . ) (5.48)
- (g<“’”>) + (gz(u,v)) + (g(u,v))
or or or or
F(u,v) = H%(U,U)H H%(u,v)H COST = %(u,v) : %(u,v) =
ox ox y dy 0z 0z (5:49)
- %(u’v) %(% v) + %(u,v) %(u,v) + %(u,v) %(u,v)
G(u,v) = Hg;(u,v)Hz = SZ(u,v) . ZZ(u,v) —
(5.50)

or 2 0 2 0z 2
= (5, v) + (G 0) + (5rwe)"

Observatia 5.1.8 Pentru suprafata neteda de ecuatie vectoriald r = r(u,v),
marimea E(u,v) este suma patratelor elementelor primei coloane a matricei
Jacobiene Jp(u,v), F(u,v) este suma produselor elementelor corespunzatoare
celor doud coloane din J.(u,v), iar G(u,v) este suma patratelor elementelor
coloanei a doua a matricei Jp(u,v).

Observatia 5.1.9 Daca suprafata (S) este reprezentatd printr—o panza ne-
teda data cartezian explicit prin (5.22) si tinem cont de (5.23), deducem ca
matricea jacobiand J.(x,y) are elementele

Din Observatiile 5.1.8 si 5.1.9 rezulta:
E(z,y)=1+p% Flo,y)=p- ¢ Gr,y) =1+ (5.51)

Prin urmare, aria infinitezimala do a unei suprafate netede reprezentata
cartezian explicit de ecuatia (5.22) este

do = /14 p*+ ¢*>dz dy. (5.52)
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Definitia 5.1.12 Marimea do din expresia (5.47), respectiv (5.52), se nu-
meste element de arie al suprafete (S) calculat in punctul M al ei reprezen-

tata parametric prin ecuatiile (5.4), respectiv cartezian explicit prin ecuatia
(5.22).

Definitia 5.1.13 Functiile reale E, F, G, calculate dupa legea (5.48) cind
(S) este reprezentata parametric, sau dupd legea (5.51) daca (S) este data
prin ecualia carteziana explicita, se numesc coeficientii lui Gauss sau
coeficientii primei forme fundamentale a suprafetei netede (S).

Pentru a vedea semnificatia primei forme fundamentale a unei suprafete
netede, consideram un drum oarecare (curba) () pe suprafata care trece prin

punctul M(x,y, z) cu coordonatele date de (5.4), unde (u,v) € A . Elementul
de arc ds al acestei curbe in punctul M este

ds = ||dr(u,v)|| = \/dr(u, v) - dr(u,v).
Avand 1n vedere expresia analitica a diferentialei

0 0
dr(u,v) = a—Z(u, v)du + a—i(u, v)dv,
calculand patratul scalar al acesteia gi tinand cont de notatiile (5.48) — (5.50),
constatam ca

ds* = E(u,v)du® + 2F (u,v)dudv + G(u,v)dv?. (5.53)

Definitia 5.1.14 Relatia (5.53) se numeste prima forma fundamentala
a unei suprafete.

Observatia 5.1.10 Pdtratul elementului de arc, ds®, este formd pdatratica
in variabilele du si dv, iar determinantul matricei coeficientilor este
81‘ H2

E(u,v) - Glu,v) — F2(u,v) = Hg:;(u, 0) X o () (5.54)

Observatia 5.1.11 Relatia (5.54) gi conditia de regularitate (5.5) aratd ca
ds® este forma patratica pozitiv definita.
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Definitia 5.1.15 Flie o suprafata neteda (S), My € S, (1), (72) doud curbe
situate pe suprafata si T1, To versorii tangentelor in punctul comun My la
respectiv curbele (1) si (72). Se numeste unghiul dintre curbele (v;) si
(72), unghiul ¢ € [0, 7] dintre 71 $i To.

Cosinusul unghiului ¢ este dat de relatia

dr(ug, vo) - 6r(ug, vo)
[[dr(uo, vo)l| [|0T (uo, vo) ||’

coS @ =

(5.55)

unde diferentialele vectorului de pozitie a punctului M, in lungul fiecareia
dintre cele doua curbe sunt

or or

dr(ug,vg) = 8u(uo, vo)du + %(uo, vo)dv, (5.56)
el v0) = (o, w)u + O (g, 00)d |
r{ug, Vo = ou Up, Vg )OU 9 Ug, Vg )OV.

Inlocuind (5.56) in (5.55) si folosindune de expresiile coeficientilor lui Gauss
in punctul M{(uo, vo), deducem

Edudu + F(dudv + dvou) + Gdvdv
VEdu? + 2Fdudv + Gdv? VESu? 4 2F 5udv + Gov?’

Presupunem ca cele doua curbe in discutie mai sus sunt liniile parametrice
care trec prin My. Atunci, pe prima linie avem dv = 0, iar pe cea de a doua
dv = 0, incat din (5.57) deducem ca unghiul dintre liniile parametrice este
astfel incat

Cos p = (5.57)

F(ug,vo) ‘
\/E(Uo, Uo) G(uo, UQ)

Doua curbe trasate pe suprafata (S) de ecuatie vectoriala (5.3), care trec
prin punctul My € (S), sunt ortogonale daca

cos p = (5.58)

E(ug, vo)dudu + F(ug, vo)(dudvy + dvdug) + G(ug, vo)dvévg = 0. (5.59)

Observatia 5.1.12 Sa consideram panza parametrica din Fxemplul 5.1.1.
Constatam ca
or or

%(U,, U) : %(uav) = 07

ceea ce inseamnda ca cel de al doilea coeficient al lui Gauss este nul in orice
punct (u,v) € (0,2m) x (0,7). Folosind (5.58) si (5.59) deducem ca liniile
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parametrice ale sferei sunt ortogonale. Aceste linii parametrice sunt, pe de o
parte, cercul paralel obtinut cand v = const. si, pe de alta parte, meridianul
care se obtine luand u = const..

Exercitiul 5.1.1 Fie suprafata (S) din IR® de ecuatie vectoriald
r =r(u,v) = (ucosv +sinv)i+ (usinv — cosv)j+ (u —v)k, (u,v) € R>.

Sa se arate ca in toate punctele suprafetei exista un plan tangent unic i sa se
scrie ecualia vectoriala, ecuatiile parametrice si ecualia carteziana implicita
ale planului tangent la suprafata in punctul My € (S) corespunzatoare valo-

. ™ . . o . . .. .
rilor u = =, v = 0 ale parametrilor u si v. Sa se determine coeficientii luz

Gauss g1 prima forma fundamentala intrun punct curent M al suprafetes.

Solutie. Functia r € F(R? R?) care defineste suprafata (S) este diferentia-
bila, prin urmare (S) este o suprafati neteds in IR*. Apoi, matricea jacobiana
a aplicatiei r este

cosSv —usinv 4+ cosv
Je(u,v) = | sinv  wcosv + sinw
1 -1
Daca se calculeaza functiile A, B, C| se gaseste:
A= —ucosv —2sinv; B = —usinv—2cosv; C = u.

Observam ci A% + B2+ C? = 2u®> +4 >0, (V),(u,v) € IR?, deci in orice
punct al suprafetei exista un plan tangent unic determinat.
Ecuatia vectoriala a planului tangent in M, este

T
t_ _
T .. ™
r=r(z,0)+ (G, j, K)(%(3,0) 3 1).
3 3 s
Daca se efectueaza inlocuirile cerute se gaseste
f——
——+s
3
r:gi—j+%k+(i,j, k) gs
T
t—s——

3
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Egaland coordonatele corespunzatoare ale vectorilor din cei doi membri ai
ecuatiei vectoriale a planului tangent in punctul M, gasim ca ecuatiile para-
metrice ale acestuia sunt

r = t+s
s

= ——1
4 3

z = t—s, (ts)€lR

Ecuatia carteziana implicita a planului tangent in M, se obtine eliminand
parametrii ¢ si s din ecuatiile parametrice de mai sus. Se gaseste ca aceasta
ecuatie este

Tx—6y—mz—6=0.

Folosind Observatia 5.1.8 constatam ca coeficientii lui Gauss sunt:
E(u,v) =2; F(u,v)=0; G(u,v)=2+u? (u,v)€ IR?
iar forma intaia fundamentala a suprafetei este

ds* = 2du® + (2 + u®) dv*.

Exercitiul 5.1.2 Sa se arate ca planul tangent intrun punct curent al su-
prafetei
(S) z= flz,y) = w(g), x # 0,
x
unde ¢ este o functie reala derivabila pe un interval real, trece prin originea
reperului din Es.

Solutie. Daca notam coordonatele punctului curent al planului tangent
cu X, Y, Z, atunci ecuatia planului tangent in punctul M(z, y,xgo(g)) al

x
suprafetei date este

(=) S o) 4 O =) Gl — (2= o) = .

Trebuiesc calculate derivatele partiale ale functiei f care defineste suprafata.

Avem:
8f / af /
%(f&?/) = SD(Q) - QSD (g); %(x,y) =¥ (Q)

T T T T
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Inlocuind aceste valori ale derivatelor partiale in ecuatia planului tangent

gasim
(o(2) - Lo )+ 2y -2 0.

Oricare din aceste plane trece prin originea reperului deoarece coordonatele
acesteia (0,0,0) verifica ecuatia planului indiferent de punctul M(z,y, z) al
suprafetei. [

Definitia 5.1.16 O portiune (S) de suprafata neteda se numeste suprafa-
ta orientabila, daca in fiecare punct al ei normala este bine determinata
si, pornind dintr—un punct al suprafetei pe o curba inchisa cu o anumita
orientare a normalei, ajungem in acel punct cu aceeasi orientare a normales.
Fata care corespunde sensului pozitiv al normalei se numeste fata pozitiva
a suprafetei. O suprafata orientabila se numeste si suprafata cu doua fete
sau suprafata bilatera.

Cea mai simpla suprafata cu doua fete este planul. Cuadricele (elipsoidul,
hiperboloizii, paraboloizii, cilindri patratici, conurile patratice, perechile de
plane) sunt suprafete orientabile. Cand suprafata este inchisa, deci cand este
frontiera unui domeniu spatial marginit, ea este orientabila cele doua fete ale
sale numindu-se fata exterioard §i fata interioara. Daca suprafata (S) are
reprezentarea carteziana explicita (5.22), prin definitie fata pozitiva a sa este
aceea pentru care normala orientata intrun punct al ei face unghi ascutit cu
versorul k. In acest caz fetei pozitive i se spune si fata superioarda.

Exista suprafete cu o singura fata care se mai numesc suprafete ne-
ortentabile sau suprafete unilatere; banda lui Mobius este un exemplu de
suprafata cu o singura fata.

5.2 Aria unei suprafete netede

Din geometria elementara se cunosc ariile domeniilor plane cu frontiere poli-
goane, a cercului si ariile unor figuri geometrice de rotatie (con, cilindru, sfera,
zona sferica, calota sferica). Cu ajutorul calculului integral am extins aceasta
notiune gi am aratat cum se calculeaza aria oricarui domeniu determinat de
curbe plane inchise, care au arie. Pentru definirea ariei unei portiuni de
suprafata oarecare, pornind pe calea urmata la calculul lungimii unui arc
regulat de curba prin considerarea liniilor poligonale inscrise in curba, ar
trebui sa consideram suprafete poliedrale inscrise in portiunea de suprafata
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data. Dupa cum a aratat Schwarz printr-un exemplu (cizma lui Schwarz),
aceasta cale nu duce intotdeauna la rezultat. De aceea, pentru introducerea
notiunii de arie a unei portiuni de suprafata neteda procedam dupa cum
urmeaza.

Sa consideram o suprafata neteda pozitiv orientata (S) data cartezian
explicit de ecuatia (5.22) si sa notam cu (I') curba care margineste (S). Fie
D interiorul domeniului de definitie al functiei f din (5.22) si v frontiera
acestuia. Multimile D si v sunt proiectiile ortogonale ale lui (S) si respectiv
I' pe planul Ozy.

Sa impartim suprafata (S) in patrulatere curbilinii (.5;;) cu ajutorul unor
curbe coordonate de forma x = x; = const., ¢ = 1,m, si y = y; = const.,
j = 1,n. Aceste curbe sunt intersectiile suprafetei cu plane paralele la planele
de coordonate Oyz si Oyz. Evident,

(Si) ={(z,9,2) € (8) + wi <z <wiys, y; <y <yjp1, 2= flz,9)}.
Proiectia D;; a portiunii (.5;;) din suprafata (S) pe planul Oxy este
Dy ={(z,y) €D: x; < v < xip1,y; <Y < Yjpr,

unde 1 <i<m-—-1,1<j<n-—1}

Fie M;;(&,n;, f(&,n;)) un punct arbitrar apartinand patrulaterului curbi-
liniu (Sj;) si Mj;(&,n;) € Dij proiectia acestui punct pe planul Ozy. Notam
cu Tj; portiunea din planul tangent la suprafata in punctul M;; care se
proiecteaza in planul Ozy pe dreptunghiul, eventual curbiliniu, D;;. Din
geometria elementara se cunoaste relatia:

aria D;; = ariaTj; cos;j, (5.60)

unde 7;; € [0,7/2) este unghiul dintre normala la fata pozitiva a suprafetei
(S) in punctul M;; si versorul k al axei Oz. Am aratat in paragraful precedent
ca

1
VI+P2(& ) + (&, my)
unde, conform notatiilor lui Monge,

of
ox

(5.61)

COs7Yi; =

p(é-lanj) = (’5@777])7 q(fzan_]) = gi(&ﬂb)
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O valoare aproximativa a ariei portiunii netede (S) de suprafata este

Qe = > > ariaTy;. (5.62)

aria D;;. (5.63)

Avand in vedere (5.61) rezulta ca expresia lui Q,,, din (5.63) se poate
scrie in forma

Ly = ZZ\/l +p?(&,m;) + ¢*(&i, my) aria Dj;. (5.64)
i=1 j=1

2

Observatia 5.2.1 Membrul doi al relatiei (5.64) este o suma integrala Rie-

mann a functiiei F(z,y) = \/1 + p%(z,y) + ¢*(x,y) corespunzatoare modului
de divizare

Amn:{D117D127"'aDija"'aDmn} (565)

si alegerii punctelor intermediare (§;,m;) € D;;.

Definitia 5.2.1 Se numeste aria suprafetei netede (S) numarul real

aria S = lm Q. (5.66)
Teorema 5.2.1 Daca suprafata (S) este neteda si este reprezentatd carte-
zian explicit prin ecuatia (5.22), atunci ea are arie $i aria sa este datd de
formula

aria S :// \/1 + p*(z,y) + ¢*(z,y) dedy. (5.67)

Demonstratie. Deoarece am considerat ca suprafata (S) este neteda, re-
zulta ca functia f din (5.22) este continuu diferentiabila pe D ceea ce atrage
ca functia

F(r,y) = \/1 +p*(7,y) + (2, y)
este continua pe D si, drept urmare, limita din membrul al doilea al relatiei

(5.66) este integrala dubla pe D din functia F(z,y), astfel ca vom putea scrie
(5.67) si teorema este demonstrata. n
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Observatia 5.2.2 Formula de calcul (5.67) a ariei suprafetei netede (S)
poate fi scrisa si in forma

aria S :// dedy (5.68)
D

cosy’

Exemplul 5.2.1 Sa se determine aria suprafetei taiata din paraboloidul
hiperbolic z = zy de cilindrul circular z? + y*> = R?.

Solutie. Functia f care defineste cartezian explicit portiunea de suprafa-
ta decupata de cilindru in paraboloidul hiperbolic dat este f(z,y) = xv,
domeniul ei de definitie D fiind discul inchis de raza R cu centrul in origine,
situat in planul Ozy. Asadar,

f:DC R f(z,y) ==y, (x,y)€D,
unde domeniul D este definit de
D={(r,y) e R*: 2*+y* < R*}.

Constatam ca portiunea (S) din paraboloidul hiperbolic aflat in interiorul
cilindrului 22 4+ y?> — R? = 0 este o suprafata neteda, prin urmare aria sa va
fi calculata cu ajutorul formulei (5.67). Avem p = y, ¢ = y astfel ca aria lui

(S) este
aria S :// 1+ 22+ y?dedy. (5.69)
D

Pentru calculul acestei integrale duble, trecem la coordonate polare

x = p cosb,
. (5.70)
y = p sinf.

Perechea (z,y) apartine domeniului de integrare D daca si numai daca
perechea (p, 0) din (5.70) apartine intervalului bidimensional [0, R] x [0, 27).
Atunci, (5.70) stabileste o transformare punctuala regulata intre intervalul
bidimensional 2 = [0, R] x [0,27) si discul D. Stiind ca jacobianul trans-
formarii punctuale regulate (5.70) este egal cu p, prin aplicarea formulei
schimbarii de variabile in integrala dubla (5.69), gasim

aria S :// o/ 1+ p?dpdd.
Q
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Integrala dubla pe un interval bidimensional se calculeaza simplu, astfel ca

27 R R
‘3:/ de/ J1 2d:/1 21/2(1 4+ 2V dp =
aria ; o pyLtptdp=m | (1+p7) A1+ p7)dp

= 2§T((1+R2)3/2—1) |

2
deoarece o primitiva a functiei (1 + p?)'/2(1 + p?)’ este 3 (1+ p?)32 [

Teorema 5.2.2 Daca (S) este o suprafata neteda reprezentata prin ecuatia
vectoriald (5.3), sau prin ecuatiile parametrice (5.4), atunci (S) are arie si

aria S :// \/E(u, v) G(u,v) — F?(u,v) dudv, (5.71)

unde E, F gi G sunt coeficientii lui Gauss (5.48) — (5.50).

Demonstratie. Presupunem ca normala la suprafata (S) este data de
(5.43), unde in membrul doi s—a luat semnul plus. Atunci,

C(u,v) .
\/AZ(u, v) + B2(u,v) + C?(u,v)

cosy = (5.72)

Sa consideram sistemul format de primele doua ecuatii ale sistemului
(5.4), adica

r = z(u,v),
v = yluw), (u,v) € A. (5.73)

Presupunand ca parametrizarea suprafetei netede (S) este astfel incat

D(z,y) :
Dlu.0) (u,v) #0, (u,v) €A, (5.74)

C(u,v) =

deducem ca (5.73) este o transformare punctuala regulatd intre multimea A
si o multime D C IR? care este multimea perechilor (z,y) € IR*, unde x si
y sunt dati de (5.73). Atunci, (5.73) poate constitui o schimbare de variabile
in integrala dubla.
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In formula de calcul (5.68) a ariei suprafetei efectuam schimbarea de
variabile (5.73). Folosind formula schimbarii de variabile in integrala dubla
gasim

SI)SQ)
aria S // COS’}/ (u,v)‘dudv. (5.75)

D(u,v)

Din (5.74) i (5.72) in (5.75) rezulta ca formula de calcul a ariei unei suprafete
netede date parametric este

aria S :// \/A2 (u,v) + B%(u,v) + C?*(u,v)dudv =

(5.76)
—// H (u v H dudv.
Pe de alta parte,

\/A2 (uw,v) + B%(u,v) + C*(u,v) \/E (u,v) — F2(u,v).  (5.77)
Concluzia (5.71) a teoremei rezulta acum din (5.76) si (5.77). n
Exemplul 5.2.2 Sa se determine aria suprafetei de rotatie

(§): x=wucosv, y=usinv, z= f(u), (5.78)

unde (u,v) € D = [uy, us] x [0,27) si f este o functie derivabila.

Solutie. Suprafata de rotatie (S) este o suprafata neteda. Pentru a aplica
formula (5.71), calculam coeficientii lui Gauss. Pentru aceasta, efectuam
derivatele functiilor din (5.78). Avem:

x (u,v) = cosv; ! (u,v) = —usinv;
yl(u,v) = sinv; Yl (u,v) = u cosv; (5.79)
2 (u,v) = f'(u); 2 (u,v) = 0.

Coeficientii F(u,v), F(u,v) si G(u, v) se calculeaza cu ajutorul derivatelor
partiale din (5.79). Se gaseste

E(u,v) = (2,(u,0))* + (,(u, v))* + (2, (v, 0))* =

= 1+ (f'(u)?
Fluyo) = 2, 0) 2 (4,0) + ¥, (6, 0) (6, 0)+ (5.80)
+ z(u,v) 2 (u,v) =0,

G(u,v) (2, (u, ) + (4, (u, 0))* + (2 (u, v))* = .



Capitolul 5 — Integrale de suprafata 273

Formula de calcul (5.71), in care folosim (5.80), conduce la
aria S :// J2(1+ 2(u)) dudv = 27 /" w1+ f2(w) du. (5.81)
D “

Presupunem ca [uy, us] C (0,400) si ca functia f are derivata pozitiva.
Folosind ca variabila cota z, vom avea

oy = L
u=@(z), z€la 2l @)= f'(u)’

astfel ca formula de calcul (5.81) a ariei suprafetei de rotatie (5.78) devine
ariaS = 27 /22 e(2)\/1+ (¢'(2))%dz

si este aceeasi cu cea dedusa la aplicatiile integralei definite. [ |

Teorema 5.2.3 Aria unei suprafete netede (S) nu depinde de reprezentarea
sa parametricd.

Demonstratie. Fie suprafata (S) data parametric de (5.4) si transformarea
punctuala regulata bijectiva

(u',v") e D (5.82)

de la multimea D’ la multimea A, unde frontiera lui D’ este o curba neteda
pe portiuni, functiile A si x4 sunt continue si cu derivate partiale continue, iar

jacobianul

(A7ILL) / / !
—_ D'.
D(u',v") (W, v) #0, pe

Obtinem in acest fel o noua reprezentare parametrica a lui (S) si anume

(AW, 0), p(W,v), (/) € D (5.83)
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Daca notam:

A/ D(%’X) (UI,UI); B/ D(X? QO) ( !/ /)7 C/ D(¢7w> ( / /)’

~ D) ~ D) ~ D, v)
atunci au loc urmatoarele egalitati:
D(A, p) DA\, ) D(A, p)
A=A—"+ B=B—";, ("=0C—"-""= .84
D(u',v")’ D(u',v")’ D(u',v") (5:84)

si deci

\/A2(u,v) + B2(u,v) + C?(u,v) =

\/A’2(u’,v’) + B2(uw,v") + C?(u,v')
D(}\,M) ! ! .
’D(u’,v’) (u',v)

Folosind formula schimbarii de variabile in integrala dubla, obtinem

aria S :// \/A2(u, v) + B2(u,v) + C?(u,v) dudv =
A

(w',0)

VA ') + B2(w ') + C2(u/,v') | D(A, p) o
// | du'dv’ = (5 g5

M Iy D<ulvvl)
’D(u’,v’)(u’v)

:// \/A’2(u’,v’) + B2(w,v") + C?(u/,v') du'dv’
D/

si teorema este demonstrata. [ |

5.3 Integrala de suprafata de primul tip

Fie (S) o suprafata neteda marginita de o curba neteda pe portiuni L. Este
posibil insa ca (S) sa fie o suprafata inchisa si deci nu are frontiera. Con-
sideram o functie marginita f(M) definita in punctele unui domeniu din
spatiu care contine suprafata (S). Fie

A — {81,82,"',Sn} (586)
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o partifie sau diviziune a suprafetei (S) obtinuta prin trasarea pe suprafa-
ta a anumitor curbe din doua familii de curbe distincte. Intrucat suprafata
(S) este neteda pe portiuni, ea are arie. Fiecare din suprafetele componente
ale partitiei are arie si deci se poate vorbi de numarul real pozitiv v(A) sau
|A]], cel mai mare dintre numerele pozitive aria S; pe care il vom numi norma
partitier A. In fiecare parte S; alegem un punct M;, numit punct intermediar,
si formam suma integrala

n

oa(f; M;) = f(M;)ariaS; (5.87)

i=1

asociata functiei f, modului de divizare A si alegerii punctelor intermediare
M; € S,.

Definitia 5.3.1 Functia [ este integrabila pe suprafata neteda S daca ex-
ista un numar I € IR cu proprietatea ca (Y) e > 0, (3)d(e) > 0 astfel incat
(V) A cuv(A) <de) si M; € S;,

loa(f, M) —I| <e. (5.88)

Numarul I se numeste integrala de suprafata de primul tip din functia
f pe suprafata neteda (S) si se noteaza

I :// F(M) do, (5.89)
S

unde do este elementul de arie al suprafetei S.

Pozitia punctului curent M € S poate fi determinata prin specificarea coor-
donatelor carteziene ale sale z, y si z. Atunci, valoarea f(M) a functiei f in
punctul M € S poate fi notata in forma f(z,y, 2) si ca urmare integrala de
suprafata de tipul intai a functiei f pe suprafata neteda (S) se poate scrie ca

I :// fla,y, 2) do. (5.90)
S

De mentionat ca daca folosim notatia (5.90) pentru integrala de suprafata
I, trebuie sa avem in vedere ca variabilele x, y si z sunt legate intre ele prin
conditia de apartenenta la suprafata (S) a punctului M(x,y, ). Integrala de
suprafata de tipul intai din functia f pe suprafata neteda (S) poate fi numita
simplu integrala functiei f pe suprafata S.



276 Ion Craciun

Observatia 5.3.1 Presupundand ca (S) este o suprafata materiald de den-
sitate f(z,vy, z), integrala functiei f pe suprafata (S), daca ezistd, este egald
cu masa suprafeter sau panzei materiale S. Daca [ reprezinta densitatea de
repartitie a unei sarcini electrice, integrala lui f pe suprafata (S) este sarcina
electrica totala distribuita pe S.

Dupa definitia integralei de suprafata de tipul intai se impune sa studiem
existenta acesteia precum gi modalitatile de calcul ale ei.

La ambele aspecte se poate raspunde daca reducem integrala de suprafata
de tipul intai la o integrala dubla.

Pentru inceput, consideram cazul cand suprafata (S) este reprezentata
cartezian explicit, iar proiectia sa pe planul Ozy este un domeniu inchis si
marginit.

Teorema 5.3.1 Daca (S) este suprafata neteda
z=z2(x,y), (z,y) €D, (5.91)

st f(z,y,z) este o functie marginita definita in punctele unui domeniu tridi-
mensional care contine suprafata S, atunci are loc relatia

| f@y2ydo = [ f(@y29) V14 Py + o, y) drdy
° ’ (5.92)

oride cate ori integralele care apar in aceasta exista. Integrala de suprafata
din relatia (5.92) exista daca integrala dublda din membrul drept al egalitatii
exista.

Demonstratie. Fie A o partitie a suprafetei de forma (5.86). Proiectand
aceastd partitie in planul Ozy obtinem o partitie A a domeniului D in partile
carabile Dy, Dy, ---, D,,, fiecare din partile D; avand o arie care nu o intrece
pe cea a suprafetei S; corespunzatoare.

Consideram suma integrala (5.87) in care punctul intermediar M; € S;
va avea coordonatele M;(&;, n;, z(&;,m;)). Corespunzator punctului M; € S; in
planul Ozy vom avea punctul M/(¢;,n;) care va apartine domeniului D;.

Din paragraful precedent stim ca aria portiunii S; de suprafata este data
de integrala dubla

ariaSZ- = // \/1 + p2(l‘, y) + q2($, y) dl‘dy, (593)
D;
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unde p si ¢ sunt notatiile lui Monge pentru derivatele de ordinul intai in raport
cu x gi respectiv y ale functiei z = z(z,y) din (5.91). Aplicand teorema de
medie integralei duble din (5.93), obtinem

ariaS; = \/1+p2(&, ) + q2(&f,m;) avia D, (5.94)

unde (&, 7)) este un punct apartindnd domeniului D;. In consecint, suma
integrala (5.87) poate fi scrisa in forma

oa(f; M;) =

= 3 F(& i 2(Em)) 1+ P& ) + ¢35, m7) aria D,

i=1

(5.95)

care nu difera cu mult de suma integrala Riemann a functiei reale de doua
variabile reale

F:D— IR? F(x,y)=

= f(a,y, 2(z, )1+ (2, 9) + 2(x,p),

(5.96)

ceea ce o deosebeste de 0 asemenea suma integrala fiind faptul ca in membrul
doi din (5.95) nu apare peste tot aceleagi puncte intermediare (&;,n;) € D;.
Sa punem in evidenta suma integrala in care sa apara aceleasi puncte inter-
mediare. Avem

ox(fi M;) = Zf(fz‘, Mis 2(&is i) \/1 +p?(&,mi) + ¢*(&i, mi) aria D;.

i=1
(5.97)
S& ardtdm ci aceastd suma integrald, notati simplu cu T, diferd foarte putin
de suma integrala (5.95) pe care o vom renota cu 7.
Datorita faptului ca suprafata (S) este neteda, functia reala de doua
variabile reale

(2,9) = 1+ p2(2,) + ¢*(x.y), (2.y) €D (5.98)

este continua pe multimea compacta D C IR?, deci va fi uniform continui.
In consecinta, dat orice € > 0, exista d; > 0 astfel incat

‘\/1 + 1?1, 01) + (@1, 41) — \/1 + p* (w2, y2) + q2($2,y2)’ <e (599
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daca cel mai mare dintre diametrele subdomeniilor D; este mai mic decat d;.
Prin ipoteza, functia f(x,y, z) este marginita, adica

|f(z,y,2)| < K = constant (5.100)

si prin urmare relatiile (5.99) si (5.100) implica inegalitatea

n
T —T)| < Ke) ariaS; = KeariaS, (5.101)
i=1
unde T' = oa(f; M;), iar ox(f; M;).

Acum putem completa usor demonstratia teoremei. Daca integrala din
membrul drept al relatiei (5.92) exista, atunci pentru orice ¢ > 0 exista
85 > 0 astfel c& pentru orice sumé integrald T' corespunzitoare unei partitii
{D; : i =1,n} a domeniului D ale cirei elemente au diametrele mai mici
decat o avem egalitatea

‘ // f(x,y, z(x,y)) \/1 + p*(z,y) + ¢*(z,y) dedy — T‘ <e. (5.102)

Sa luam numarul § = min(dq, d2) si sa consideram partitiile
{%;: 1=1,2,---,n}

ale suprafetei (S) pentru care diametrele tuturor elementelor ¥; sunt mai
mici decat 6. Notam prin {D; : i = 1,2,---,n} partitiile domeniului D co-
respunzatoare partitiilor {3; : ¢ = 1,2,--- n}. Atunci, diametrul fiecarui
subdomeniu D; este mai mic decét ¢ si, in consecinta, inegalitatile (5.101) i
(5.102) sunt satisfacute. Aceste inegalitati implica

‘ // f(% Ys Z(%?/)) \/1 + p?(z,y) + ¢*(z,y)dzdy — T‘ <
o (5.103)

< e(l+ Karia8)
pentru orice partitie a suprafetei (S) a carei finete este suficient de mica.

Rezulta ca limita sumelor integrale T" exista si este egala cu integrala din
relatia (5.103). n

Corolarul 5.3.1 Daca suprafata (S) este neteda si functia f(x,y,z) este
continud, existd integrala de suprafata din membrul stang al relatiei (5.92).
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Demonstratie. intradevér, in ipotezele mentionate, integrantul membrului
drept al relatiei (5.92) este o functie continua, deci integrala dubla din acest
membru exista si astfel integrala de suprafata din membrul intai exista. =

Observatia 5.3.2 Dupa cum se stie

1

ViFpe) + @) = g

unde n este normala la fata superioara a suprafetei S. Aceasta relatie face ca
formula de calcul a unei integrale de suprafata de tipul intai cand suprafata
este data cartezian explicit prin ecuatia

z=z(z,y), (x,y) € D (5.104)

sa se scrie in forma

//f r,y,2)do // z,y,2(7,y )Cocsl?jyk) (5.105)

Daca suprafata neteda (S) este reprezentata cartezian explicit prin ecualia

=z(y,2), (y,2) € Dy, (5.106)

putem schimba rolurile variabilelor x, y si z i sa scriem relatia

Fauy 2 do = [ Floly2)p2)—LZ (5.10)
) s cos(n, i)

unde Dy este proiectia suprafetei (S) pe planul Oyz. Similar, in cazul ca
suprafata neteda (S) este data prin ecuatia

y=1y(z,x), (z,2) € Dy, (5.108)

are loc egalitatea

//f r,y,2)do // x,y(z,x) ))COCZEZI:UD, (5.109)

unde Dy este proiectia suprafetei (S) pe planul Ozzx.
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Observatia 5.3.3 Presupunem ca suprafata (S) este reuniune finita de su-
prafete netede de tipurile (5.104), (5.106) gi (5.108). Atunci, integrala de
suprafata de tipul intai din functia f pe suprafata (S) se va scrie ca o suma
de integrale de suprafata de tipul intai din f ale caror formule de calcul vor

fi, dupa caz, (5.105), (5.107) si (5.109).

In cazul cand suprafata (S) este reprezentata parametric printr-o e-
cuatie vectoriala, putem aplica rationamentul din paragraful precedent si,
prin schimbari adecvate de variabile, oricare din integralele duble (5.105),
(5.107), (5.109) se transforma intro integrala dubla pe domeniul de variatie al
parametrilor curbilinii u si v ai suprafetei. Suntem condusi astfel la teorema
care da formula de calcul a integralei de suprafata dintr—o functie continua
f pe o suprafata (S) reprezentata parametric.

Teorema 5.3.2 Dacd (S) este o suprafata netedd reprezentata prin ecuatia
vectoriala
r=r(u,v), (u,v)€ACIR? (5.110)

unde r(u,v) = z(u,v)i+y(u,v)j+ z(u,v) Kk, si f o functie marginita si con-
tinud pe un domeniu tridimensional care contine suprafata S, atunci f este
integrabila pe S in raport cu elementul de arie al suprafetei si are loc relatia

// flz,y,2)do =

:// f(x(u, v),y(u,v), z(u, v))) \/E(u, v)G(u,v) — F?(u,v) dudv.

(5.111)

In formula de calcul (5.111) A este domeniul plan de variatie al parame-
trilor curbilinii ai suprafetei, iar F, F, GG sunt coeficientii lui Gauss calculati
pentru suprafata (S) din (5.110). Stim ca

do = \/E(u,v)G(u, v) — F2?(u,v) dudv (5.112)

reprezinta elemntul de arie al suprafeti (S) data parametric si deci pentru
a scrie formula de calcul (5.111) a integralei de suprafatd din membrul intai
inlocuim mai intai variabilele x, y, z ale functiei de integrat f cu expresiile
lor ca functii de parametri curbilinii ai suprafetei (S) aga cum rezulta ele
din (5.110), iInmultim apoi rezultatul cu radicalul care apare in elementul de
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suprafata do, calculat dupa legea (5.112), si integram pe domeniul plan A
functia de variabilele u si v astfel obtinuta.

Formulele (5.92), (5.105), (5.107) si (5.109) sunt cazuri particulare ale
formulei de calcul (5.111). Se poate arata ca aceste formule raman valabile
cand suprafata nu este neteda dar este neteda pe portiuni.

Exemplul 5.3.1 Sa se calculeze integrala de suprafata de tipul intai

.132 y2 22
I://Va4+b4+c4d0’
S

unde (S) este elipsoidul

1.2 2 2’2

. Yy _
(8): S+ +5-1=0

Solutie. Pentru suprafata (S) avem reprezentarea parametrica:
xr=asinf cosy; y=>bsinf siny; = =a cosb,
unde parametrii curbilinii 6 si ¢ parcurg intervalele:
0 €[0,7]; €][0,2m).

Daca se calculeaza coeficientii lui Gauss pentru elipsoidul scris parametric si
apoi elementul de arie al acestuia se gaseste

ds — abc\/sin2 0 (23082 ° sin ) sin? ¢ N cos?
a b2 c?

sin 6 df de.

Valoarea functiei de integrat in punctele suprafetei este

R TL sin?@ cos?p  sin®f sin®p  cos?
PR VIR 2 + 2 T3
a b c

Aceste calcule, impreuna cu (5.111), conduc la

.2 2 c 2 2 2
IzSabc// (Sm 6 cos gp+sm 6 sin g0+cos g)siné’dﬁdgo,
A

a? b2 c?
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unde A = [0, 7] x [0,27) adicd A este un interval bidimensional. Aplicand
formula de calcul a integralei duble pe un interval bidimensional, gasim
4 1 1 1

Sa observam ca daca a = b = ¢ = R, ceea ce este echivalent cu a spune ca
suprafata este acum sfera de raza R cu centrul in origine, valoarea integralei
corespunzatoare devine 47 R functia de integrat fiind functia constanta egala
cu inversul razei. [ ]

Exemplul 5.3.2 FEvaluati integrala de suprafata de tipul intai
I:// (2° +y* + 2) do,
S
unde (S) este portiunea din suprafata z = 4 — x* — y* situatd n semispatiul
SUPETLOT.

Solutie. Suprafata (S) este o portiune din paraboloidul de revolutie obtinut
prin rotatia in jurul axei Oz a parabolei de ecuatii:

z=4—-2% y=0
situata in planul Ozz, cu varful V(0,0,4) punct de maxim. Cum textul
problemei se refera la portiunea din semispatiul superior a acestui paraboloid,
deducem ca ecuatia suprafetei (S) este

(S> z = 4—$2—y2, (l’,y)ED,

unde D este discul inchis cu centrul in origine de raza R = 2 situat in planul
Ozy, prin urmare

D = {(v,y) € R*: 2?2+ y*—-4<0}.

Elementul de arie do al suprafata date este

do = /1 + 4x? + 4y? dxdy.
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Urmeaza ca integrala de suprafata se va calcula cu ajutorul formulei (5.92)
astfel ca avem:

I:// (2 +y? +4— 2% —yH)\ /1 + 422 + dy2dady =
D
:4// 1+ 42?2 4 4y2dzdy.
D

Pentru a calcula ultima integrala dubla folosim coordonatele polare p si 6,
unde x = p cosf §i y = p sinf. Se constata ca (z,y) € D daca gi numai daca
(p, 8) apartine intervalului bidimensional [0, 2] x [0, 27). Stiind ca jacobianul
transformarii punctuale regulate folosite la schimbarea de variabile de acest

tip este p, avem
21 2
1:4/ d9/ 1+ 4p2dp.
0 OP p-ap

Evaluand integralele de mai sus determinam [ si gasim ca valoarea integralei
de suprafata date este I = 2w (17/17 —1)/3. ]

5.4 Aplicatii in inginerie ale integralelor de
suprafata de primul tip

Integralele de suprafata de primul tip sunt frecvent intalnite in probleme ale
fizicii. De exemplu, intalnim astfel de integrale cand ne ocupam cu deter-
minarea masei unei panze materiale. O panza materiala este ansamblu dintre
o suprafata (S) neteda sau neteda pe portiuni, numita configurafia panzei,
si o functie pozitiva p definita si continua in punctele suprafetei (S), care
se numeste densitatea de materie sau densitatea panzer materiale. Tot cu
ajutorul integralelor de suprafata de tipul intai se exprima centrul de greu-
tate al panzei materiale ca si momentele de inertie ale acesteia in raport cu
elementele reperului Oxyz. O panza materiala poate fi notata prin {S, p}
sau, atunci cand densitatea materiala se desprinde din context, se scrie doar
configuratia panzei. O panza materiala se numeste omogena daca densitatea
sa este functia constanta si neomogend in caz contrar.

Intrucat procedeul care se aplica pentru a determina masa, centrul de
greutate si momentele de inertie in raport cu elementele reperului ale panzei
materiale este asemanator cu cel aplicat firului material pentru determinarea
acelorasi marimi, vom scrie direct rezultatele.
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Masa M(S) a panzei materiale {S, p} este
M(S) :// plx,y, z)do. (5.113)
S

Cantitatea infinitezimala
dm = p(z,y, z)do. (5.114)

se numeste element de masa al panzei materiale {S, p} in M(x,y,z2) € S.
Folosind elementul de masa, masa panzei materiale se scrie

M(S) = // dm.

Coordonatele centrului de greutate G' sunt date de

// zp(z,y, z)do / yp(z,y, z)do

rg = S 5 Yo = S P
| oty 2)do || oty 2)do
S S

// zp(x,y, z)do

Zq — S .
// p(z,y,2)do
S

Expresiile coordonatelor centrului de greutate al panzei se pot scrie sim-
plificat daca folosim elementul de masa introdus in (5.114). Avem

//xdm //ydm //zdm
vo=— yo="r—1 g=7. (5.115)
// dm // dm // dm
S S S
In particular, pentru o panza materiala omogena, vom avea
//de / ydo //zda
ve=Sr—; yo=7—1 o= 7. (5.116)
// do // do // do
S S S
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Momentele de inertie ale panzei materiale S in raport cu axele de coor-
donate Ox, Oy, Oz le vom nota respectiv prin I, I, si I, si au expresiile:

I, :// (v + 2%)dm; I, :// (22 + 2%)dm; I, :// (2 + y*)dm.

(5.117)
Cand densitatea materiala este constanta si egala cu py > 0, formulele de
mai sus devin

I, = po // (y* + 2%)do, 1, = po // (2% + 2%)do;
s s (5.118)

_ 2 4 0\do.
I, poé/(:x +y*)do

Momentele de inertie ale panzei materiale S in raport cu planele de coordo-
nate Oxy, Oyz, Ozz, notate corespunzator cu Iy, I,. si I.,, au expresiile
date de integralele de suprafata de tipul intai

Iy :// 2%dm, 1. :// z*dm,
S S
I, :// yidm.
S

Daca panza materiala are densitatea constanta pg, in locul formulelor (5.119)

avem
B 9, o 27 . — 2
S S S

In fine, momentul de inertie in raport cu originea reperului este

Io :// (z° + y* + 2%)dm, (5.121)
S

(5.119)

cand panza materiala este neomogena, iar in cazul ca ar fi omogena acelasi
moment de inertie al panzei va fi dat de expresia

Io = po // (z° + y* + 2*)do. (5.122)
S
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In scopul de a prezenta inca o aplicatie a integralelor de suprafata de
primul tip sa introducem notiunea de functie vectoriala integrabila pe o
suprafata. Fie in acest sens

F(M) = P(M)i+ Q(M)j + R(M)k (5.123)

o functie vectoriala definita intrun domeniu tridimensional care contine su-
prafata §. Prin definitie, vom spune ca functia F este integrabila pe S
daca fiecare din componentele sale este functie intyegrabila pe S. In aceast
situatie introducem integrala de suprafata de tipul intai a functiei vectoriale
F pe suprafata S prin

//F(M) da:i//P(M) do +j //Q(M) da+k//R(M) do.  (5.124)

Valoarea unei astfel de integrale este un vector. Existenta integralei de
suprafata de primul tip a unei functii vectoriale F, reducerea ei la o inte-
grala dubla dintr-o functie vectoriala precum si proprietatile unei integrale
de tipul (5.124) sunt cercetate in stransa legatura cu integralele de suprafata
care apar in membrul al doilea al relatiei (5.124).

Ca aplicatie a acestei notiuni sa gasim forta de atractie gravitationala cu
care o panza materiala atrage un punct material.

Fie p(z,y, z) densitatea panzei materiale S gi pp 0 masa concentrata in
punctul My (zo, Yo, z0) care nu apartine suprafetei. Dupa legea atractiei uni-
versale a lui Newton, forta elementara de atractie dintre elementul de masa
dm al suprafetei S si punctul material M, cu ponderea pg este

r
dF =~ pgdm 5 (5.125)

In formula (5.125) v este constanta gravitationala a carei valoare numerica

—

depinde de alegerea sistemului de unitati de masura, iar r este vectorul MyM
unde M (z,y, z) reprezinta punctul curent al suprafetei de pondere egala cu
masa elementara dm data de (5.114). Forta rezultanta F de atractie a punc-
tului material My de catre intreaga suprafata S este suma fortelor elementare
(5.125), fapt care ne duce la concluzia ca F este integrala de suprafata

r
F = // plz,y,2) 5 do. (5.126)
S
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—

Deoarece avem r =MoM= (x — x¢) i+ (y — yo)j + (¢ — 20) k, expresia fortei
de atractie poate fi scrisa in forma

. r—T
szuo(I//p(x,y,Z) = = do+
S

+j//p(fv,y72)y_y0 d0+k//p(w7y,2)z_zo dU)'
S S

(5.127)

r3 r3

Integralele din (5.127) exista daca densitatea materiala este functie continua,
iar suprafata S este neteda sau neteda pe portiuni.

Analiza aplicatiilor de mai sus conduce la o concluzie importanta din care
vom desprinde o proprietate specifica integralelor de suprafata de tipul intai.
Sa pornim de la observatia ca elementul de integrare, intelegand prin aceasta
expresia

f(M) do,

depinde numai de marimea elementului de arie do si de valoarea functiei f
in punctul curent M al suprafetei S, insa este independenta de orientarea el-
ementului de suprafata in raport cu spatiul inconjurator. Aceasta observatie
se desprinde foarte bine din toate aplicatiile prezentate mai sus caci masa
unui element din suprafata materiala {S, p} sau forta cu care acest element
de masa atrage un punct material nu se modifica daca ne mutam de pe o
fata a suprafetei pe cealalta. In concluzie, putem afirma ci integrala de
suprafata de tipul intai nu depinde de orientarea suprafetei fapt pe care il
putem exprima matematic prin

// f(x,y, z)do :// f(z,y, 2) do. (5.128)
S+ S-

Exista probleme de alt gen in care orientarea suprafetei si deci a elemen-
tului sau de arie do joaca un rol important. O astfel de problema, pe care
o vom analiza ulterior, este calculul debitului unui fluid printr—o suprafata
dar, vom vedea ca exista si altele. Aceste probleme conduc la un alt gen de
integrale de suprafata, agsa numitele integrale de suprafata de tipul al doilea
de care ne vom ocupa in paragraful urmator.

Exemplul 5.4.1 Sa se calculeze momentul de inertie fata de axa Oz a
panzei materiale omogene avand densitatea egald cu unitatea si configura-

tia semisfera
(S):  z=+R?>—1?—y2
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Solutie. Conform celor prezentate mai sus, avem

L. :// (2% + y2) do.
S

Pentru calculul acestei integrale de suprafata de tipul intai putem utiliza
o reprezentare parametrica a semisferei § gi anume cea in care parametrii
curbilinii ai suprafetei sa fie colatitudinea 6 si longitudinea ¢ :

x=Rsinf cosp; y= Rsinfsinyp; z= R cosb,

unde parametrii (6, ) variaza in intervalul bidimensional [0, 7/2] x [0, 27).
Coeficientii lui Gauss pentru sfera reprezentata parametric ca mai sus
sunt:

E0,9)=R% F(0,0)=0; G(6,9)= R*sin?0.

Elementul de arie al suprafetei exprimat cu ajutorul parametrilor curbilinii
0 si p este
do = R?* sinfdf dy.

Valorile pe semisfera ale functiei de integrat sunt date de
2? +y® = (R sinf cos ) + (R sin sin p)* = R*sin* 0,

astfel ca momentul de inertie de determinat este
2w /2 /2
I, = R4/ dgp/ sin® 0 df = 27TR4/ sin (1 — cos®6) db.
0 0 0

Ultima integrala se scrie ca diferenta de alte doua care se calculeaza simplu
si se gseste I, = 47 R*/3. m

5.5 Integrale de suprafata de al doilea tip

Sa consideram pentru inceput o problema concreta care sugereaza introduc-
erea notiunii de integrala de suprafata de al doilea tip si anume problema
determinarii cantitatii de fluid care strabate in unitatea de timp o suprafata
orientata S a carei normala este

n =1icos(n,i)+jcos(n,j) +kcos(nk)=nii+nyj+nsk.  (5.129)
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Fie ca spatiul ambiant in care se afla suprafata orientata S este plin cu un
fluid in migcare. O particula oarecare a fluidului, aflata la momentul ¢ in
pozitia M(x,y, z), are viteza

V(z,y,2) = P(x,y,2)i+ Q(z,y,2)j+ R(z,y, 2) k, (5.130)

unde P = P(z,y,2), Q@ = Q(z,y,2) si R = R(z,y, 2) sunt marimile algebrice
ale proiectiilor vectorului V pe respectiv versorii i, j si k.

Consideram un element infinitezimal de arie do de pe acea fata a suprafe-
tei S care are normala n. Cantitatea de fluid d® care trece prin do in unitatea
de timp, deci un flux, este egala cu V,, do unde V,, este marimea algebrica
a proiectiei vectorului viteza pe directia normalei n la do. Cum vectorul pe
care se proiecteaza viteza este versor, rezulta ca V,, = V - n astfel ca fluxul
elementar este

d® =V -ndo = (Pny + Qny + Rns)do. (5.131)

Formula (5.131) da fluzul elementar de fluid prin elementul de suprafata de
normala n. Pentru a obtine debitul total sau fluzul total, adica cantitatea
de lichid care strabate suprafata S in unitatea de timp, ar trebui sa sumam
expresiile (5.131) relativ la toate elementele de suprafata do, fapt ce conduce
la integrala

o :// (Pni+ Qna+ Rus) do. (5.132)
S

Daca privim atent constatam ca ceea ce am obtinut in (5.132) nu este altceva
decat integrala de suprafata de primul tip a functiei

P(x,y, z) cos (n,i) + Q(z,y, z) cos (n,j) + R(x,y,2) cos(n, k)  (5.133)

pe suprafata S. Imediat insa trebuie sa precizam faptul ca integrantul depinde
de functia vectoriala V din (5.130) si ca , lucru foarte important, a fost
implicata o anumita fata a suprafetei, anume aceea care are normala n data
in (5.129).

Putem trece acum sa formulam definitia generala a integralei de suprafata
de tipul al doilea.

Fie in acest sens § o suprafata neteda cu doua fete. Fixam o anumita
parte a suprafetei echivalent cu a spune ca alegem una din cele doua posi-
bilitati de alegere a normalei n in punctul M. In acelagi punct M, dar pe
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cealalta parte a suprafetei, normala este —n Consideram o functie vecto-
riala F = (P,Q, R) definita pe un domeniu tridimensional in care se afla
suprafata S si continua in punctele suprafetei. Notam cu F), marimea alge-
brica a proiectiei ortogonale a vectorului F pe directia normalei n in punctul
M. Avem

F,=F -n= P cos(n,i)+Q cos(n,j)+ R cos (n,k), (5.134)

unde cos(n, i), cos(n, j), cos(n, k) sunt coordonatele versorului normalei n in
punctul M (z,y, z) de pe fata aleasa a suprafetei S.
Integrala

// (P cos (m,i) + @ cos (n,j) + R cos (n, k)) do (5.135)
S

se va numi integrala de suprafata de tipul al doilea a functier vectoriale F =
(P,Q, R) pe fata suprafatei S de normald n si va fi notata cu

/P@M+QMM+RM@. (5.136)
S

Astfel, prin definitie, avem relatia

/P@M+QMM+RM@:
S

(5.137)
:// (P cos (n,i) + @ cos (n,j) + R cos (n, k)) do.
S

Daca notam cu ST fata aleasa a suprafetei, evident cealalta fata a sa va avea
normala —n gi o putem nota cu S~. Din modul cum a fost introdusa integrala
de suprafata de tipul al doilea rezulta ca ea depinde de orientarea suprafetei
si ca atare putem scrie

ﬂP@M+QMm+RM@:
S+

(5.138)
:-ﬂp@@+@@@+3%@‘
¥
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Observatia 5.5.1 Daca do este elementul infinitezimal de arie al suprafetei
ST, expresiile

cos (n,i)do, cos(n,j)do, cos(n,k)do

sunt, respectiv, proiectiile elementului de arie do pe planele de coordonate
Oyz, Ozz, Oxy. Daca consideram ca do se proiecteaza pe planele de coordo-
nate in intervale bidimensionale cu laturi infinitezimale, ariile acestora sunt
respectiv dydz, dzdx si dxdy, astfel ca putem scrie egalitatile

cos (n,i)do = dydz, cos(n,j)do = dzdz,
(5.139)
cos (n, k)do = dxdy

i totodata putem justifica notafia (5.136) pentru integrala de suprafata de
tipul intai particulara (5.135).

Observatia 5.5.2 Am definit integrala de suprafala de spefa a doua cu aju-
torul integralei de primul tip. Insa integrala de suprafata de tipul al doilea, la
fel ca celelalte integrale, poate fi definita direct cu ajutorul sumelor integrale.

In cele ce urmeazi prezentam formula de calcul a integralei de suprafata
de tipul al doilea cand suprafata este reprezentata prin ecuatia vectoriala

r=r(u,v) =x(u,v)i+ y(u,v)j+ z(u,v) k, (u,v) € D, (5.140)

unde D este un domeniu plan care are arie. Fie ca fata aleasa a suprafetei
este ST gi ca aceasta fata corespunde normalei
r.(u,v) X r,(u,v)

n= =1icos(n,i)+j cos(n,j) + k cos(n, k). (5.141)
[ru(u, v) Xy (u, )

Conform celor prezentate mai sus avem mai intai ca integrala de suprafata
pe fata ST a suprafetei S se calculeaza cu ajutorul integralei de suprafata de
tipul intai prin
(ﬂp@m+gmm+3mwz
S+

(5.142)
:// (P cos (n,i) + @ cos (n,j) + R cos (n, k)) do.
S
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Din expresia (5.141) rezulta ca putem scrie versorul normalei n si in forma

A(u,v)i+ B(u,v)j+ C(u,v) k

= , (5.143)
\/Az(u, v) + B%(u,v) + C?(u,v)
unde functiile A(u,v), B(u,v) si C(u,v) sunt jacobienii
Alu,v) = gE‘Z’ z; (u,v), B(u,v) = géi’ i; (u,v),
’ . ’ (5.144)
‘/L" y
C(u,v) = D(u. ) (u,v)

Daca mai tinem cont si de faptul ca elementul de arie are expresia

| dudv = vV A2 + B2 + C? dudv, (5.145)

do = ||r,(u,v) X r,(u,v)

in final rezulta ca integrala de suprafata de tipul doi se determina prin formula
de calcul

//dedz+dedx+Rdxdy :// (PA+QB+RC)dudv, (5 14)
S+ D

unde prin functiile P, () si R din membrul al doilea intelegem

P = P(IE(%U),Q(UW)’Z(UW));

Q = Q(x(uvv)vy(uav)7z(uvv))v (5.147)
R = R(z(u,v),y(u,v),z(u,v)),

iar A, B si C sunt functiile din (5.144).

Daca folosim relatiile (5.134) si (5.141), integrala de suprafata de tipul al
doilea se poate scrie vectorial dupa cum urmeaza

// Pdydz + Qdzdx + Rdudy = // (F - n) do, (5.148)
St S

unde 1n integrala a doua nu s—a mai scris ST acest fapt subantelegandu—se
odata cu precizarea normalei n a suprafetei.
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Daca dorim sa scriem formula de calcul a integralei de suprafata de tipul
al doilea, pornind de la scrierea sa ca in membrul doi din (5.148), trebuie
evaluata valoarea functiei de integrat in punctele suprafetei. Gasim

F‘ I‘uXI'U FJr’UJr’U
(F-n)| = ( ) _ ) (5.149)

S [ X 1| B [T X 1] '

In (5.149) intra produsul mixt al vectorilor F = (P, @, R), r, si r,, Insa tre-
buie precizat ca este vorba de valoarea pe S a vectorului F, ceea ce inseamna
ca functiile P, @ si R sunt cele din (5.147).

Luand acum in calcul (5.149) si expresia (5.145) a elementului de arie do
al suprafetei S, deducem ca formula de calcul a integralei de suprafata de al
doilea tip, scrisa in forma din membrul doi al relatiei (5.148), este

JJ ® nydo = [[ ®.x, ) dude. (5.150)
S D

Daca tinem cont de exprimarea analitica a unui produs mixt prin deter-
minantul de ordinul trei care are pe linii coordonatele a respectiv celor trei
vectori in ordinea in care apar in produs rezulta ca formula de calcul (5.150)
se poate scrie in forma finala

P @Q R
// (F-n)do :// Ty Yu Zu | dudv. (5.151)
S b x'l} y'U ZU

Pentru a scrie inca o forma a integralei de suprafata de al doilea tip,
introducem notiunea de element orientat de arie notat cu do si exprimat
prin

do =ndo. (5.152)

Atunci, integrala de suprafata de tipul al doilea se poate scrie simplu

// Pdydz + Q dzdx + R dady :// F-do. (5.153)
S+ S

In cazul in care suprafata neteda este reprezentata cartezian explicit prin
ecuatia
(S): z=f(x,y), (x,y) €D C Ouzy, (5.154)
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si consideram ca fata ST a sa este cea superioara, versorul normalei este

—pi—qj+k
n=——“—"_
V1I+p?+¢*

unde p si ¢ sunt notatiile lui Monge pentru derivatele partiale de ordinul intai
ale lui f in punctul curent interior suprafetei (ST).

In acest caz, abscisa x si ordonata y ale oricarui punct de pe suprafata pot
fi considerate drept parametri curbilinii ai suprafetei ST astfel cd se poate
scrie ecuatia sa vectoriala

(5.155)

(ST): r=zi+yj+ f(x,y)k, (x,y)€D. (5.156)

Atunci, formula de calcul a integralei de suprafata de tipul al doilea din
campul vectorila F = (P, @, R) pe fata superioara a suprafetei (5.154) este
ugor de obtinut din cazul general (5.151) luand drept u pe z si drept v pe y.
Avem 1n final

// F.do :// P(z,y, 2)dydz + Q(x,y, 2)dzdx + R(z,y, z)dxdy =
S+ S+

=// (= pP(x,y, f(z,9) — aQx,y, f(x,9)) + R(x,y, f(x,y)))drdy.
’ (5.157)

Daca fata suprafetei S este cea inferioara S~, formula de calcul este

S//F.dg:

// P(z,y, 2)dydz + Q(x,y, 2)dzdx + R(z,y, z)dxdy =
e

=[] (0P(.y. f@.9) + 4 Qa,y. f(2,)) = Rlz,y, f(zy)))dady.
} (5.158)

Observatia 5.5.3 Urmand un rationament asemanator celui care ne—a con-
dus la formulele (5.157) si (5.158), se pot obtine formulele de calcul ale inte-
gralei de suprafata de tipul al doilea din campul vectorial F = (P, Q, R) cand
suprafata S este reprezentatd cartezian explicit fie prin ecuatia x = g(y, 2)
fie prin ecuatia y = h(z,x).
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Spre exemplu, daca S are ecuatia x = g(y, z) si ST este fata dinspre partea
pozitiva a axei Oz, formula de calcul a integralei de suprafata de tipul al
doilea din campul F = (P, @, R) pe suprafata S* este

/ F.do =

_// P(x,y,z)dydz + Q(z,y, z)dzdx + R(z,y, z)dzdy =
~ /[ (Plotv.).9.2) - gg@, QY. 2).y. 2)—

_7(y7 )R(g(yv Z)> Y, Z))dydz>

unde D, reprezinta proiectia suprafetei ST pe planul Oyz fiind totodata si
domeniul de definitie al functiei g.

Exemplul 5.5.1 Sa se calculeze valoarea integralei de suprafata de tipul al
doilea

1 :// x? dydz + y? dzdx + z dxdy,
S

unde S este fata exterioara a sferei de raza R cu centrul in origine.
Solutie. Ecuatia sferei de raza R cu centrul in origine este
(S): F(x,y,2) =2 +y*+2> - R*=0.

Utilizand cunostintele din primul paragraf al acestui capitol gasim ca versorul
normalei exterioare in punctul M (z,y, z) al sferei S este

(VF)(z,y, 2) r _ wityjt+zk

IVE)(z,y, 2)]| R R

Atunci, integrala de tipul al doilea de calculat se transforma in integrala de

suprafata de tipul intai
= 1// (2° +y° + 2°) do
i S
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iar pentru a reduce pe aceasta la o integrala dubla folosim reprezentarea
parametrica a sferei in care parametri curbilinii sunt colatitudinea 6 si lon-
gitudinea ¢

x=Rsinf cosp, y= Rsinfsinp, z= R cosb.

Punctul M (z,y, z) descrie sfera de raza R cu centru in origine daca perechea
(0, ¢) apartine domeniului plan A care este intervalul bidimensional [0, 7] x
[0, 27). Coeficientii lui Gauss au fost calculati deja in alt exemplu si am gasit
ca acegtia sunt:

E(0,0) =R% F(0,0)=0; G(0,0)= R?sin®0.

Elementul de arie al suprafetei exprimat cu ajutorul parametrilor curbilinii
0 si ¢ este
do = R* sinf df dy

iar valorile pe sfera ale functiei de integrat sunt date de
(2% + 9+ 22)‘3 = R*(R sin® 0 cos® p + R sin® 0 sin® p + cos? 0).

Scriind formula de calcul a integralei de suprafata de tipul intai si aplicand
totodata formula de calcul a integralei duble pe intervalul bidimensional A,
vom avea

™ 2m
I= R4/ d@/ (R sin® 0 cos® ¢ + R sin® 0 sin® ¢ 4 cos? 0) sin 0 dp.
0 0
Integralele:
2w 2
/ cos® o dy; / sin® p dy
0 0

sunt nule, dupa cum se constata simplu, iar

™ 1 .o 2
20 1 3 <
/0 CoS 951n9d«9——3 CoS 9‘0 =3

astfel ca integrala de suprafata data are valoarea 4w R*/3. ]
Exemplul 5.5.2 Un fluid oarecare curge in spatiu cu viteza
V(z,y,z) =3zi+3yj+ zk.
Sa se gaseasca fluzul total ® al fluidului prin fata superioara a paraboloidului
(§T): z2=9—2a%—y?

situata in semaspatiul superior z > 0.
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Solutie. Am vazut ci fluxul total al unui fluid cu viteza V prin fata ST a
suprafetei S este dat de integrala de suprafata de tipul al doilea

@z//VndJ://V-ndJ://V-da,
St St St

unde n este normala la fata superioara a paraboloidului

 2ri+2yj+k

V1 +4x? + 49?2

Aplicand formula de calcul a integralei de suprafata de tipul al doilea data
in (5.157), obtinem

622 + 6% + 9 — 22 — 92
@:// 1+ 422 + dy2dady =
/s 1+ 422 + 492 T yrdray

:// (52% + 5y* + 9)dxdy,
D

unde D este proiectia suprafetei pe planul Ozy
D={(z,y) e R*: 2*+4*—9<0}.

Integrala dubla o calculam folosind trecerea la coordonatele polare p si
unde:

r=pcosh; y=psinb, (p,0) e A=]0,3]x]0,2n).

Avand in vedere ca jacobianul transformarii care se utilizeaza la schimbarea
de variabile de mai sus este egal cu p, folosind formula schimbarii de variabile
in integrala dubla, obtinem

2 3
cb://p(5p2+9)dpde:/ de/ p(5,02—|—9)d,0:56277r.
0 0
A

Valoarea pozitiva a rezultatului arata ca fluidul iese din suprafata si aceasta
se datoreaza faptului ca in fiecare punct de pe fata ST a suprafetei vectorul
viteza fluidului face unghi ascutit cu versorul normalei la suprafata, ca atare
particula de fluid aflata instantaneu oriunde pe suprafata iese din domeniul
spatial limitat de planul Ozy si de suprafata S. [ |
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5.6 Formula integrala a lui Stokes

Formula integrala a lui Stokes stabileste o legatura intre integrala de supra-
fata in raport cu coordonatele si integrala curbilinie de speta a doua. Ea
generalizeaza formula integrala Riemann—Green, ultima fiind un caz partic-
ular a celei dintai cand suprafata in chestiune este o parte a planului Oxy.
Ca gi formula integrala Riemann—Green, formula integrala a lui Stokes este
intalnita in multe aplicatii ale analizei matematice in inginerie.

Fie S o suprafata neteda, bilatera si orientata, data de ecuatia vectoriala

(S): r=r(u,v) = p(u,v)i+ Y(u,v)j + x(u,v)k, (5.159)

unde (u,v) € D, iar D este un domeniu compact care are arie. Suprafata
S fiind orientata, rezulta ca versorul normalei n la suprafata S in punctul
curent (u,v) € D este bine precizat. Fie ca fata aleasa a suprafetei este cea
care corespunde normalei (5.141). Multimea punctelor (u,v) € D este mul-
timea punctelor din interiorul unei curbe inchise v si de pe aceasta curba.
Presupunem ca frontiera v a multimii D este reprezentata parametric prin
ecuatiile

(v): u = wu(t), v = ov(t), t € la, . (5.160)

Frontiera I' a suprafetei S data prin (5.159) este tot o curba inchisa si are
ecuatia vectoriala

(T): r = r(u(t),v(t), tel/pfl. (5.161)

Pe curba T' introducem o orientare pe care o numim compatibila cu ori-
entarea suprafetei S. In fiecare punct M € I considerfm versorul normalei
la suprafata n si, in acelasi punct, consideram vectorul v cu proprietatea ca
este perpendicular si pe n si pe I' si intrain S.

Orientarea de pe curba I' data de vectorul v x n se numeste compati-
bila cu orientarea suprafetei S. Intr-un limbaj mai sugestiv, putem spune ca
orientarea pe I' compatibila cu orientarea suprafetei S este data de un ob-
servator care deplasandu—se pe I' are capul spre n i lasa la stanga suprafata
S.

Fie functia P(z,y,z) definita si continua pe S avand derivate partiale
de ordinul intai continue pe S. In aceste conditii ne propunem sa calculam
integrala curbilinie

J:/Fp(x,y,z) dz. (5.162)
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Avand in vedere ca I' are ecuatia vectoriala (5.161), din formula de calcul a
integralei curbilinii de tipul al doilea in spatiu, deducem ca integrala I din
(5.162) se scrie in forma

I= /j PW(U(t)av(t)),w(U(t),v(t)),X(U(t),v(t)))ccl;f(u(t),v(t))dt. (5.163)

Daca se calculeaza derivata functiei compuse @(u(t),v(t)) si se inlocuiegte in
(5.163) constatam ca [ este integrala curbilinie de tipul al doilea pe curba
plana

I= Aﬁ(U,v) du + Q(u, v) dv, (5.164)

unde am folosit notatiile:

(5.165)

In planul O'uv aplicam formula integrala Riemann—Green membrului al
doilea al relatiei (5.164) si obtinem

0Q opP
I:// (ag(u,v) - %@,v))dudv- (5.166)

Folosind (5.165) si regulile de derivare ale functiilor compuse constatam
ca derivatele care intra in (5.166) au expresiile:

0Q (0P dp OP Yy OP Ox Po
ou (&L‘ ou + dy Ou + 0z 8u) * Pf)uc%’
@ B (ajai+ ajaﬂ+ 87P87X> . p 8290 (5.167)
v \Qx v Oy Qv Dz v Ooudv

Diferenta derivatelor din (5.167) conduce la expresia

0Q opr oPr opr
_ = =—B— —(C— 5.168
9 (u,v) 5 (u,v) P C oy ( )
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unde B si C' sunt jacobienii:

o - P

D(u.0) (u,v), (5.169)

iar functia P care apare in (5.167) si in (5.168) trebuie inteleasa ca
P = P(e(u,v), ¢(u,v), x(u,v)). (5.170)

In acest fel integrala I din (5.162) devine
oP
P(z,y,z)dz / B——C— dudv,
/ﬁ y) (5.171)

cu mentiunea ca functia P din membrul al doilea este cea datd in (5.170).
In mod analog se obtin:

/me, dy // 07— az)d udv; (5.172)

OR
/Rx Yy, z)dz —/ A——Bg—x)dudv (5.173)
in care functiile @ si R din membrul doi al relatiei (5.172) gi respectiv (5.173)
sunt
Q = Q((P(ua U)? 1?(% U)a X(U, U))a
(5.174)
R = R((p(u7 v)’w(u7 U)?X(u7 U))?
iar A este jacobianul
_ DX
A = D(u.0) (u,v). (5.175)

Observatia 5.6.1 Jacobienii din relatiile (5.169) si (5.175) sunt cei care
intra in expresia versorului normalei la suprafata care am convenit sa fie

Ai+ Bj+Ck Ai+Bj+Ck (5.176)
n = —_= y .
VA2 + B? +(C? VEG — F?

unde functiile B, F, G sunt coeficientii lui Gauss.
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Adunand rezultatele (5.171) — (5.173), deducem relatia
| P(e,y2)de + Qe,y,2)dy + Riw,y,2) dz =
r

_g/ (a(28 09y, p(OF OBy, (90 0Py, (5.177)

Jdy 0z 0z Ox oxr 0Oy

Pe de alta parte, integrala dubla din membrul al doilea al relatiei (5.177) este
o integrala de suprafata de tipul al doilea pe fata suprafetei S de normala n
data in (5.176), i anume

8R 8@ oP OR oQ oP
// 0 9. dydz <$ — %)dzda: (% — a—)dxdy =

] (a5, - 59+ B(5. - 5) + (52 - 5. ))dude.

(5.178)

oy 0z

0z ox

De notat ca functiile P, ) si R, din integralele duble de mai sus, sunt astfel
cum au fost precizate prin relatiile (5.170) si (5.174).
Cupland rezultatele din (5.177) si (5.178) deducem relatia

/FP(:I:,y, 2)dr + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz =
(5.179)
OR 8Q oP OR oQ oP
_// o= 5o )dydz + (- — 5 )dzda +(%—a—)d 2oy

care se numeste formula integrala a lui Stokes sau simplu, formula lui Stokes.
Tinand cont ca avem relatiile:

dydz = cosado; dzdr = cosfdo; dxdy = cos~ydxdy, (5.180)
unde cos «, cos 3, cosy sunt cosinii directori ai normalei n
n = (cosa)i+ (cosf)j+ (cosy)k (5.181)

rezulta ca formula integrala a lui Stokes (5.179) se scrie in forma echivalenta

[ Play.2)de +Qla.y. 2)dy + Rz, 2)d= =

8R 5’@
_// £ g cos - (5.182)
(g]: — (ZR) cos 3 <g§ — (‘?;D) coS ’y)da
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Fie functia vectoriala F', de trei variabile reale, definita pe domeniul V' C

Es
F:V - R, F()=F(zyz) =
(5.183)
= P(z,y,2)i+ Q(z,y,2)j + R(z, y, 2)k
care are proprietatea ca functia vectoriala
oR 0Q\, oP OR\ . 0Q 0P
VXxF=rotF=(——-— —_— - — — ——)k (5.184
8 o <ay 82)1+(3z 3:}0)J+<8x 8y) ( )
exista si este continua cel putin in punctele suprafetei S.
Observand ca diferentiala vectorului de pozitie r este
dr =dzxi+dyj+dzk (5.185)
si ca produsul scalar al vectorilor F(r) si dr este dat de
F(r)-dr = P(z,y,2)dz + Q(z,y,2) dy + R(x,y, z) dz (5.186)

deducem ca formula integrala a lui Stokes (5.182) se poate scrie sub forma

vectoriala
F(r) -dr = // -V x Fdo.
/F (r)-dr | n x Fdo (5.187)

Din punct de vedere fizic formula integrala a lui Stokes exprimata prin (5.187)
arata ca circulatia campului vectorial F pe frontiera I' a unei suprafete ori-
entate S este egala cu fluzul rotorulus lui F prin acea suprafata.

Observatia 5.6.2 In cazul in care S este o portiune D din planul Ozy, iar
normala la & = D este versorul k, formula integrala a lui Stokes (5.177)
devine formula integrala Riemann—Green.

Observatia 5.6.3 Daca campul vectorial ¥ este wrotational pe V, ceea ce
inseamna ca V x F =0, din (5.187) deducem cd integrala curbilinie de tipul
al doilea din functia vectoriala F pe orice curba inchisa din'V este nula si ca
atare, expresia diferentiala

este o difrentiala totala pe V, adica exista functia diferentiabila U astfel incat

dU(l’,y7Z) = P(x,y,z) dx + Q(xaya Z) dy + R(J],y,Z) dz. (5189)
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Functia U din (5.189) se numeste primitiva a expresiei diferentiale w.
De asemenea, in acest caz integrala curbilinie de tipul al doilea din campul
vectorial F' nu depinde de drumul de integrare.

Formula integrala a lui Stokes se foloseste in calculul integralei curbilinii
pe curba inchisa I' din campul vectorial F = (P, @, R) cand fluxul rotorului
lui F pe o suprafata marginita de acea curba se calculeaza mai usor.

Exercitiul 5.6.1 Sa se calculeze integrala curbilinie
I= /F(y2 + 22)dw + (22 + 2*)dy + (2% + y*)dz
de—a lungul curbei determinate de intersectia suprafetelor:
2?4y + 22 =2Rx; 2*+y =2rz, R>r, 2>0,

sensul de parcurs al curbei I fuind cel al acelor de ceasornic daca privim
dinspre partea pozitiva a axei Ox.

Solutie. Pentru ca integrala curbilinie este complicata, folosim formula in-
tegrala a lui Stokes luand ca suprafata S portiunea din sfera

2+ 9%+ 2 = 2Rx

situata in semispatiul superior z > 0, marginita de curba I' si care contine
puncte M (z,y, z) cu abscisa cuprinsa intre 0 i R.

Avand in vedere orientarea curbei I', rezulta ca normala n la suprafata S
este cea exterioara sferei, aceasta alegere a normalei n fiind urmare a condi-
tiei ca I' sa fie orientata compatibil cu orientarea suprafetei S. Suprafata S
fiind data implicit rezulta ca normala sa exterioara in punctul M € S este ,
cu plus sau minus, versorul gradientului functiei

F(z,y,2) =2’ +y* + 2 —2Rx = (v — R)* + y* + 2* — R%.

Se constata ca trebuie luat semnul plus astfel ca normala n in punctul M
al portiunii S din sfera de raza R si centru in punctul C(R,0,0) are cosinii
directori:

r—R
R )
Rotorul campului vectorial F(r) = (y*+

cosa = cos 3 =

; Cosy = I
i+ (224 22)j+ (22 + y? )k este

=y IES

z

N

VXxF=2y—2)i+2(z—2)j+2z—-yk
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Aplicand acum formula integrala a lui Stokes, integrala curbilinie I devine

R// y—2z)(x—R)+y(z—z)+2(x— ))da—2// 2 —y)do.

Portiunea S din sfera de raza R cu centrul in punctul C(R,0,0) are e-

cuatia carteziana explicita z = \/ R? — (x — R)? — y?, se proiecteaza in planul
Oxy dupa multimea D = {(z,y) € IR* : x>+y>—2rz < 0} si are elementul de

arie in punctul ei curent M (z,y, z) dat de do = dxdy.
\/R2 — (2 — R)? —y?
Conform formulei de calcul a unei integrale de suprafata de tipul intai,
integrala de suprafata de mai sus se transforma in integrala dubla

= QRé/(l_\/RQ—(xy—R)Q— Q)dxdy

Y

_ 2R£/dxdy—2R£/ Vo= (xy_R)Q_ drdy.

Y2
A doua integrala dubla este egala cu zero deoarece functia de integrat este

impara in raport cu variabila y, iar doemniul D de integrare este simetric fata
de axa Ox. Prima integrala dubla este aria discului de raza R. Prin urmare,

valoarea integralei [ este [ = 2R // dedy = 2w r*R. ]

Exercitiul 5.6.2 Sa se calculeze integrala curbilinie
I= / (y* — 2%)dx + (2% — 2%)dy + (2% — y*)dz,
c

C fiind curba de intersectie a frontierei cubulur 0 < z < a, 0 < y < a,
0 < z<a cuplanul 2(x+y+ z) —3a = 0 parcursa in sens direct dacd privim
dinspre partea pozitiva a azei Oz.

Solutie. Se aplica formula lui Stokes si se gaseste

I=-2 // (y + 2)dydz + (z + z)dzdx + (z + y)dzdy,
S

unde S este partea de pe fata superioara a planului z = 3a/2 — x — y care se
proiecteaza pe planul Ozy in hexagonul de varfuri M;(a,0,0), My(a,a/2,0),
Ms(a/2,a,0), My(0,a,0), M5(0,a/2,0), Mg(a/2,0,0).

Rezulta I = —9a*/2. u



Capitolul 6

Integrala tripla

In acest capitol vom defini notiunea de integrabilitate a unei functii reale
de trei variabile reale independente si apoi, legat de aceasta, vom introduce
conceptul de integrala tripla pe o anumita submultime a spatiului aritmetic
tridimensional a unei functii reale de trei variabile reale definita pe acea
multime.

Integralele triple sunt aplicate pe scara larga in diverse probleme de fizica,
mecanica si inginerie. Cateva din aceste aplicatii vor fi prezentate in ultimul
paragraf al acestui capitol.

In multe privinte integralele triple sunt analoage integralelor duble si, ca
urmare, vom omite acele demonstratii care nu difera esential de demonstra-
tiile corespunzatoare din capitolul in care s—a studiat integrala dubla.

6.1 Elemente de topologie in IR’

Multimile care vor fi considersate In acest capitol vor fi submultimi ale
spatiului afin euclidian tri-dimensional &, raportat la un reper Cartezian
ortogonal Ozyz si asociat spatiului liniar IR®. Definitiile unor notiuni topo-
logice legate de aceste submultimi precum: punct interior al unei multimi;
frontiera unei multimi; multime deschisa; multime inchisa; multime conexa;
domeniu; domeniu inchis; diametru unei multimi pot fi transpuse usor mul-
timilor incluse in &3, pornind de la notiunile topologice similare referitoare
la submultimi ale planului afin euclidian.

Cand am introdus integrala dubla am folosit notiunea de multime plana
masurabila Jordan sau multime carabila si de arie a acesteia. In mod simi-
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lar, definitia integralei triple se bazeaza pe notiunea de mul{ime cubabila sau
masurabila Jordan si de volumul unei astfel de submultimi a spatiului afin eu-
clidian tridimensional. Pentru aceasta vom porni de la notiunea de poliedru
sau de multime poliesdrala si de volum al acestuia, cunoscute din geometria
elementara. Extinderea acestor notiuni la clase mai largi de multimi poate fi
efectuata in acelasi mod in care, plecand de la figuri plane poligonale, au fost
introduse notiunile de multime carabila si de arie a unei asemenea multimi.
Vom prezenta pe scurt aceasta extindere.

Un domeniu poliedral sau solid poliedral este o submultime a lui & a
carei frontiera este o reuniune finita de poligoane. Volumul V(P) a unui
solid poliedral este un numar nenegativ care poseda urmatoarele proprietati:

1. (monotonia). Daca P si () sunt doua solide poliedrale, iar P este inclus
in (), atunci

V(P) < V(Q);

2. (aditivitatea). Daca P si ) sunt doua solide poliedrale fara puncte
interioare comune, atunci

V(PUQ)=V(P)+V(Q);

3. (invarianta). Daca solidele poliedrale P gi ) sunt congruente, volumele
lor sunt egale.

Aceste trei proprietati se pot pastra cand notiunea de volum se extinde
la o clasa mai larga de multimi din &;.

In acest sens, considerim o mulfime mirginitd arbitrard ® C & si, to-
todata, toate corpurile poliedrale scufundate in ®. Marginea superioara a
volumelor solidelor poliedrale scufundate se numeste masura interioara
Jordan a multimii . In cazul in care nu existi multimi poliedrale care sa
poata fi scufundate in @, prin definitie, atribuim multimii & masura inte-
rioara Jordan nula.

In mod similar, se introduce méasura Jordan superioara a multimii ¢
ca fiind marginea inferioara a tuturor solidelor poliedrale cu proprietatea ca
multimea ® este scufundata in oricare din ele.

Definitia 6.1.1 Spunem ca o multime ® C &5 este masurabila Jordan
sau cubabila daca masurile Jordan interioara si exterioara ale acesteia sunt
egale. Valoarea comuna a acestor masuri se numeste volumul lui & si se
noteaza cu V(P) sau cu vold.
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Teorema urmatoare se demonstreaza la fel cu cea similara pentru cazul
multimilor plane prezentata in primul paragraf al capitolului in care s—a
studiat integrala dubla.

Teorema 6.1.1 Conditia necesara $i suficienta ca figura spatiala ® sa fie
masurabila Jordan sau cubabila este ca pentru orice € > 0 sa existe figurile
poliedrale P C ® $i QQ D P astfel incat

V(Q) — V(P) < <.

Definitia 6.1.2 Spunem ca o multime din spatiu are vloumul egal cu zero
daca ea poate fi scufundata intrun corp poliedral de volum arbitrar de mic.

Folosind notiunea introdusa in definitia de mai sus, putem reformula Te-
orema 6.1.1 dupa cum urmeaza.

Teorema 6.1.2 Multimea ® C &3 are volum daca si numai daca frontiera
sa are volumul egal cu zero.

Criteriul care rezulta din Teorema 6.1.2 stabileste existenta unor clase
largi de submultimi ale spatiului £ care au volum. Spre exemplu, corpurile
compuse dintr—un numar finit de cilindri, avand interioare disjuncte doua
cate doua, cu bazele inferioare multimi carabile din planul Oxy si bazele
superioare suprafete netede descrise de ecuatii de forma z = f(z, y), formeaza
o astfel de clasa. Volumul fiecarui cilindru component este egal cu integrala

dubla
// [(x,y) dxdy,
D

unde D este baza acelui cilindru.

O alta clasa importanta de multimi tridimensionale care au volum este
alcatuita din multimile spatiului care sunt marginite de un numar finit de
suprafete netede. Altfel spus, o multime din spatiu marginita de o suprafata
inchisa neteda sau neteda pe portiuni este o multime cubabila. Aceasta
afirmatie se demonstreaza asemanator cu afirmatia ca o curba plana neteda
pe portiuni are aria egala cu zero, dar aplicarea demonstratiei la cazul cor-
purilor presupune detalieri complicate care nu au fost prezentate in aceasta
lucrare.

Procedand asemanator ca in capitolul in care am studiat integrala dubla
putem stabili usor valabilitatea urmatoarelor afirmatii:



308 Ion Craciun

1. Reuniunea ¢ a doua multimi masurabile Jordan ®; si ®, este o mul-
time cubabila gi, daca interioarele multimilor ®; gi ®, sunt disjuncte,
volumul lui @ este suma volumelor multimilor ®; gi ®,;

2. Intersecta a doua multimi masurabile Jordan este o multime cubabila.

6.2 Definitia integralei triple

Fie V un domeniu spatial marginit de o suprafata neteda sau neteda pe
portiunigi f(P) = f(x,y, z) o functie reala definita si marginita pe inchiderea
multimii V. Descompunem domeniul V' printr—o retea de suprafete netede pe
portiuni in subdomeniile

‘/17 ‘/27 “'7‘/;7 7Vn (61)
care nu au puncte interioare in comun si care satisfac conditia

V=V UlWU- - UV, (6.2)

Definitia 6.2.1 Fie V; multimile din (6.1) care satisfac (6.2). Atunci, mul-
{imea

A - {‘/17 ‘/27 "'7‘/7:7 7V7’L} (63)
se numeste diviziune a domeniului V, iar multimile V; se numesc ele-

mentele diviziunii.

Definitia 6.2.2 Fie diviziunea A din (6.3). Se numeste norma sau finetea
diviziunii A numarul pozitiv v(A), sau [|A||, egal cu cel mai mare dintre
diametrele elementelor diviziunii A.

Frontiera unui element al diviziunii A fiind o suprafata inchisa neteda pe
portiuni este masurabila Jordan. Sa notam cu 7; volumul elementului V; si
cu V volumul lui V. Avem

V == ZTZ‘.

1=1

In fiecare element V; al diviziunii A alegem cate un punct P;(&,m;, Gi), numit
punct intermediar, apoi alcatuim suma integrala a functiei f

oa(f, P;) = Zf(&;m;@) Ti (6.4)
i=1

corespunzatoare diviziunii A si punctelor intermediare P; € V.
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Definitia 6.2.3 Spunem ca functia f este integrabila pe multimea masu-
rabila Jordan V' daca exista si este finita limita I a sumelor integrale (6.4),
tar I nu depinde de alegerea punctelor intermediare.

Definitia 6.2.4 Dacd f : V — IR este integrabild pe V C Es, numdrul

I= V(IAI?LO O-A(f’ R)

se numeste integrala tripla pe domeniul V' a functiei f si se noteazd cu
unul din simbolurile

I:///f(x,y,z)dmdydz:///f(x,y,z)dvz///f(P)dv.
v v 14

Avand in vedere definitia limitei rezulta ca putem da o definitie echiva-
lenta a integrabilitatii functiei f: V — IR.

Definitia 6.2.5 Functia f : V — IR se numeste integrabild pe V C &
daca exista numarul real I cu proprietatea ca oricare ar fi € > 0 ewista
d(e) > 0 astfel incat sa avem

loa(f, P) — I <e

pentru orice diviziune A cu v(A) < §(€) si pentru orice alegere a punctelor
ntermediare P, € V.

6.3 Conditii de existenta a unei integrale tri-
ple

Ca gi in cazul functiilor reale de una sau doua variabile independente, o
functie f arbitrara dar marginita, de trei variabilele independente z,y si z,
nu este intotdeauna integrabila pe multimea ei de definitie. Pentru a stabili
conditii suficiente de existenta a integralei triple pe multimea V' din functia
reald, f definitd pe V, vom folosi sumele Darboux inferioara si superioara
corespunzatoare diviziunii A din (6.3).

Fie f(z,y, z) o functie marginita definita pe o multime masurabila Jordan
V. Notam cu D totalitatea diviziunilor multimii V' si fie A o diviziune a lui V.
Functia f fiind marginita pe V va fi marginita pe elementul V; al diviziunii
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A € D si deci exista numerele reale M; si m; marginea superioara si respectiv
marginea inferioara a valorilor functiei f pe elementul V; a diviziunii A, iar
cu 7; volumul lui V. Expresiile:

Salf) = éMz‘Ti; sa(f) = émﬂ'@‘ (6.5)

se numesc suma Darbour superioara si respectiv suma Darbouz inferioara
pentru functia f corespunzatoare partitiei A.

Proprietatile sumelor Darboux introduse in (6.5) sunt asemanatoare su-
melor Darboux introduse la integrala dubla motiv pentru care ne vom limita
doar la enumerarea acestora.

1. Pentru orice diviziune A € D si pentru orice alegere a sistemului de
puncte intermediare P;(&;,n;,¢(;) € Vi, suma integrala asociata func-
tiei f este cuprinsa intre suma Darboux inferioara si suma Darboux
superioara ale functiei f corespunzatoare diviziunii A

n

sa(f) < > f(&mi,G)Si < Sa(f).

=1

2. In procesul de rafinare a divizarii multimii V' sumele Darboux inferioare
cresc, iar sumele Darboux superioare descresc. Prin urmare, daca sa(f)
si SA(f) sunt sumele Darboux ale functiei f corespunzatoare modului
de divizare A € D, iar sa/(f) si Sas(f) sunt sumele Darboux ale functjiei
f corespunzatoare unei alte partitii A’ € D, mai fina decat diviziunea
A, avem

sa(f) < sar(f) < Sar(f) < Salf).

3. Fie A’ i A” doua diviziuni arbitrare ale multimii V' i fie sa/(f), Sa/(f)
si san(f), Sar(f), sumele Darboux asociate functiei f corespunzatoare
acestor partitii. Atunci, avem

sar(f) < San(f) si sar(f) < Sar(f)

adica orice suma Darboux inferioara a functiei f corespunzatoare unui
mod arbitrar de divizare, nu poate intrece suma Darboux superioara
asociata aceleiagi functii corespunzatoare oricarui alt mod de divizare
a multimii V.
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4. Multimea sumelor Darboux superioare ale functiei f definita pe mul-
timea carabila V' C &3 corespunzatoare modurilor de diviziune A € D
este marginita inferior. Un minorant al acestei multimi este oricare
suma Darboux inferioara a functiei f corespunzatoare unui mod de
divizare A € D.

5. Multimea sumelor Darboux inferioare ale functiei f : V — IR® cores-
punzatoare multimii modurilor de divizare D este marginita superior.
Un majorant al acestei multimi este desigur oricare suma Darboux
superioara a functiei f corespunzatoare oricarui mod de divizare a mul-

timii V.
6. Data functia f: V C & — IR exista numerele reale:
J=inf{SA(f) : A € D}; J=sup{sa(f): A € D},

numite integrala Darboux superioara si integrala Darboux inferioarad ale

functiei f:V — IR.

Teorema 6.3.1 Integralele Darboux inferioara si superioara ale functiei re-
ale de trei variabile reale f definitd pe multimea mdsurabild Jordan V C IR?
satisfac inegalitatea

J < T

Demonstratie. Presupunem contrariul si anume c& J > J. Atunci, exista
un numar € > 0 astfel incat

J — J > ¢ > 0. (6.6)

Pe de alta parte, dupa teoremele de caracterizare ale marginilor inferioara
si superioara, putem spune ca pentru € > 0 de mai sus exista o suma Darboux
superioara {2; si o suma Darboux inferioara w, astfel incat

QI_J<*§1 J—WQ<7

de unde deducem

In consecinta, in conformitate cu (6.6), avem

Ql—w2<0
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care contrazice una din proprietatatile sumelor Darboux. [ ]

Urmatoarea teorema de existenta a unei integrale triple se demonstreaza
aplicand argumente similare celor din demonstratia teoremei de existenta a
unei integrale duble.

Teorema 6.3.2 Orice functie continua f definita pe multimea cubabila com-
pactd V C IR® este integrabild pe V.

Ca gi la integrala dubla, conditia de continuitate a integrantului este
destul de restrictiva. De aceea, teorema urmatoare stabileste existenta inte-
gralei triple pentru o clasa de functii discontinue.

Teorema 6.3.3 Daca functia reala f(x,y, z), marginita pe mulfimea cuba-
bila compacta V, este continua peste tot in V cu exceptia unei mulfimi de
volum egal cu zero, atunci ea este integrabila pe V.

6.4 Proprietatile integralei triple

Proprietatile integralei triple sunt analoage celor ale integralei duble si de
aceea ne vom limita doar sa le enumeram.

1. (liniaritate). Daca functiile reale de trei variabile reale f gi g sunt
integrabile pe multimea masurabila Jordan V, iar A si p sunt constante
reale arbitrare, atunci functia A\ f + pg ale carei valori se calculeaza
dupa legea

A+ png)x,y,2) =N f(r,y,2) + pg(r,y, 2), (V) (2v,y,2) €V,

este integrabila pe V' si

] Or + no)a.y, ) av =

:)\///f(:z:,y,z)dv+u///g(x,y,z)dv.

2. (aditivitate). Daca V' =V, U V4, unde V; si Vo sunt multimi cubabile
compacte, iar V; C IR® ¢i V5, C IR® nu au puncte interioare comune si
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functia f : V — IR este integrabila pe V, atunci f este integrabila pe
fiecare din multimile V; si V5 si are loc egalitatea

JJ[ £,z dwdyaz -
:/// [y, 2) dudydz+ /// £(o.9..2) dadyd,

3. (monotonie). Daca f este integrabila pe V i
flz,y,2) > 0, (V) (x,y,2) €V,

integrala tripla din functia f satisface inegalitatea
/// f(z,y,2)dedydz > 0.
%

4. (monotonie). Daca f gi g sunt integrabile pe multimea masurabila
Jordan V si

[y, 2) < gle,y,2), (V) (z,9,2) €V,

intre integralele celor doua functii avem inegalitatea
/// f(z,y, z) dedydz < /// g(x,y, z) dedyd:z.
1% v

Aceasta proprietate a integralei triple implica urmatoarele doua pro-
prietati.

5. (evaluarea valorii absolute a integralei triple). Daca f este integrabila
pe multimea masurabila Jordan V| atunci functia valoarea absoluta a
lui f este integrabila pe V si

’///f(x,y,Z)dxdydz‘ < // | f(z,y, 2) |[dedydz.
v v
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6. (teorema valorii medit). Daca functia reala de trei variabile reale f este
integrabila pe multimea masurabila Jordan V' si satisface inegalitatea

m < f(z,y,2) < M, (V) (z,y,2) €V,

iar vol V' este volumul lui V, atunci

mvolV < ///f(:v,y,z)da:dydz < MvolV.
v

Daca functia f este in plus continua pe V, teorema valorii medii devine

7. Daca f este functie continua pe multimea cubabila compacta V, exista
un punct (§,7,() € V, astfel incat

Jff fte syt = &m0 vy
1%

8. Este evidenta egalitatea

/ / drdydz = volV.
J

6.5 Evaluarea integralei triple
6.5.1 Integrala tripla pe intervale tridimensionale in-
chise
Teorema 6.5.1 Daca functia reala marginita, de trei variabile reale,
f o la,b] x [e,d] x [u,v] — R,
—o<a<b< 4o, —x<c<d<A4oo, —0<u<v< 400
este integrabila pe intervalul tridimensional inchis
I3 = [a,b] X [c,d] X [u,v]

si pentru orice (x,y) € Iy = [a, b] X [¢,d] exista numarul real F(x,y) definit
de integrala depinzand de parametrii x $iy

Pla,y) = [ fla.y,2)dz, (6.7)



Capitolul 6 — Integrala tripla 315
atunci functia
F:[2_>Ba F(zvy):/ f(l',y,Z)dZ, (v) (x7y)€[2
este integrabila pe intervalul bidimensional Iy si are loc egalitatea
/// f(z,y, z) dedydz :// F(z,y) dzdy :// (/U f(z,y, z)dz)dxdy.
I3 Ip) Iz “
(6.8)

Demonstratie. Fie d'; d” si d” diviziuni ale respectiv intervalelor reale
compacte [a,b], [c,d] i [u,v] :

d = {wo,x1, Ty, Tix1, T };
d" = {yo,y1, Y Yirr, o Uns (6.9)
d" = {z0,21, 2y Zht1s 0 A )
unde
a = <1< - <<y <---<x;m = b,
¢ = Yo<p < <Y<Yy <--<yp = d,
U = H<n<- << <zo o= 0.

Cu ajutorul diviziunilor d’,d”, d” putem defini o diviziune A a intervalului
tridimensional inchis I3

A = {Iooos L100, ** Lijies *+* Imp ) (6.10)
unde elemntele [;;, ale acesteia sunt intervalele tridimensionale inchise

L, = (@4, Tip1] X [?/j>?/j+1] X 2k, Zh41],

iZO, 17'”m_17 ]:()7 17'”7”‘_17 k:()? 17'”7p_17

iar cu ajutorul diviziunilor d’ si d” definim o diviziune A’ a lui I, unde
elementele lui A’ sunt intervalele bidimensionale inchise

Ii,j = [;L’i,aii_u] X [yja yj—i-l]

) A (6.11)
(t=0,1,---m—1,j=0,1,---, n—1).
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Notam .
migy, = f{f(z,y,2) + (2,9,2) € L},

Mijk = Sup{f(m,y, Z) : (x,y,z) € ]ij}
Aceste cantitati sunt numere reale deoarece functia f este marginita pe fiecare
din intervalele tridimensioanle inchise ;.

Deoarece urmarim sa demonstram ca functia F' definita de (6.7) este inte-
grabila pe intervalul bidimensional inchis I va trebui sa consideram sumele
integrale ale functiei F' corespunzatoare tuturor diviziunilor A’ ale inter-
valului bidimensional I, ale caror elemente au forma (6.11), pentru alegeri
arbitrare ale punctelor intermediare (§;,7;) € Ij;. Aceste sume au forma

m—1 n

UD'( 51;77] Z ZF 51777] Tiy1 — i)(yj—i—l - yj)- (6-12)

=1 j=1

Daca tinem seama de modul cum a fost definita functia F' si de propri-
etatea de aditivitate in raport cu intervalul de integrare a integralei Riemann,
avem

Pleon) = [ f(m, =)z = Z / £(my2)dz

Aplicand formula de medie integralelor sunple

[ eum e

2k

deducem ca exista numerele reale i, cu myjr < pijr < Mg, astfel incat

Zk4+1
/ f(&ms,2)dz = pajr(zre — k)

2k

Deci, pentru sumele integrale (6.12) asociate functiei F' definita pe in-
tervalul bidimensional I, corespunzatoare modului de divizare A’ gi alegerii
punctelor intermediare (§;,7;) € I;;, avem

UA’( 5@777] Z Z Z zjk xz+1 - xz)(yj+1 - yj)(zk+1 - Zlc)-
i=0 j=0 k=0

Daca tinem seama de inegalitatile
Mije < Mijk < Mij,
(i=0,1,---m—1,7j=01,---,n—1, k=0,1,---, p—1)
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rezulta

1n—1

m—1n—1p—1 m— p—1
Z Z Zmijk Vi < on(F, 517773 Z Z Z ijk Vijk, (6.13)
i=0 j=0 k=0 i=0 j

unde vy, este volumul intervalului tridimensional 1y,
vk = Vol Lijk = (Tig1 — ) (Y1 — Yj) (ka1 — 21)-

Prima suma din inegalitatile (6.13) este suma Darboux inferioara a func-
tiei f relativa la diviziunea A a lui I3

—
|
—

p—1

Z Mk Vijk -

0 k=0

3

n

SA(f) =

(]

Il
o

=0 j

Ultima suma din inegalitatile (6.13) este suma Darboux superioara a func-
tiei f relativa la aceeasi diviziune A a intervalului tridimensional I3

=
L
i
L
3
L

SA(f) - , : Mz’jk%‘jk.

I
o
<
I
o
if
o

Avem deci inegalatile

sa(f) < oar(F,(&,m5)) < Salf)

pentru orice diviziune A de forma (6.10) a intervalului tridimensional I3 si
pentru orice alegere a punctelor intermediare (&;,7;) € Is.

Fie acum (d]),cpn+ un gir oarecare de diviziuni ale intervalului [a,b] cu
proprietatea ca girul normelor acestor diviziuni (||d..||),en+ este convergent
la zero, (d!!),en+ un sir oarecare de diviziuni ale intervalului [c,d] cu pro-
prietatea ||d!|| — 0 si (d),en+ un sir oarecare de diviziuni ale lui [u, v]
cu ||d}|| — 0. Notam cu A, diviziunea intervalului tridimensional inchis
I3 = [a,b] X [¢,d] X [u,v] definita de diviziunile d., d, d ale respectiv inter-
valelor inchise [a, ], [¢, d], [u,v] si cu Al diviziunea intervalului bidimensional
inchis Iy = [a,b] X [c, d] definita de diviziunile d, si d”. Se vede ca

ldll = 0, [[df]l — 0 = JIAl — 0 si [JAf — 0.
Pentru fiecare r avem inegalitatile

sa, (f) < oar(F,(&,n5)) < Sa,(f). (6.14)
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Functia f fiind integrabila pe I3, aplicand criteriul de integrabilitate a lui
Darboux, avem

lim Sa, (f) = lim sa, (f) :/// f(z,y, 2) dedydz. (6.15)
I3
Trecand la limita in (6.14) si tinand cont de (6.15), obtinem

r—00

lim oar (F, (&,n;)) // f(z,y, 2) dedydz. (6.16)

Daca tinem seama de definitia integralei duble a unei functii reale de doua
variabile reale se vede imediat ca

TILIEOJA/ (&, mj)) / F(z,y) dxdy. (6.17)

Din egalitatile (6.16) si (6.17) obtinem (6.8) si teorema este demonstrata. m

De obicei se foloseste notatia
// f(z,y, z) dedydz :// dxdy /U f(z,y,2)dz. (6.18)
13 12 “

In cazul integralelor duble am utilizat notatia

// F(z,y)dzdy = /ab dx /cd F(x,y)dy. (6.19)

Tinand cont de faptul ca avem egalitatea

/ch(x’wdy - /cddy/;f(%y, z) dz, (6.20)

folosind (6.19) si (6.20) constatam ca (6.8) se scrie in forma

/// f(z,y, 2) dedydz = /abdx /Cd dy/uv f(z,y,2)dz. (6.21)

Putem spune ca (6.8), (6.18) si (6.21) reprezinta formule de calcul a in-
tegralei triple pe un interval tridimensional inchis.
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Observatia 6.5.1 Integrala tripla pe un interval tridimensional inchis este
o iteratie de integrale simple, deci un calcul succesiv a trei integrale Riemann
ale unor functii reale. Prima integrald din membrul doi a relatiei (6.21), efec-
tuatd in raport cu variabila z pe intervalul [u,v], este o integrala depinzand de
dot parametri, a doua integrala simpla, calculata in raport cu y pe compactul
[c,d], este o integrald depinzand de parametrul x. Ultima integrald, efectuata
intre limitele a si b, este tocmai integrala tripla a functiei f pe intervalul
tridimensional 1.

Observatia 6.5.2 Daca presupunem ca functia f : I3 — IR este integrabila
st integralele:

o) = [ feydn  Hen) = [ i) dy

existda pentru orice (y,z) € [c,d] X [u,v] si respectiv pentru orice (z,x) €
[u, v] X [a, b], atunci procedand ca in teorema de mai sus putem deduce urmd-
toarele doua formule de calcul ale integralei triple pe intervalul tridimensional
inchis I3 = [a,b] X [¢,d] X [u,v] :

d v b
/13// f(z,y,2) dedydz :/C dy/u dz/a fla,y, 2) dz;
v b J
/IZ/ f(z,y,2) dedydz = /u dz/a dx/C Fla,y, ) dy.

Observatia 6.5.3 Daca f(x,y,z) = g(x) - h(y) - k(2) si functiile reale de
o wvariabila reald g : [a,b] — IR, h : [c,d] — IR, k : [u, v] — IR sunt
integrabile Riemann, atunci f este integrabila pe intervalul tridimensional
inchis I3 = [a,b] X [c,d] X [u,v] si are loc egalitatea

J[] $v.2)drdy = ng(x)dx-/cdh(y)dy-/u”k(z)dz,

relatie care arata ca in acest caz particular integrala tripla este un produs de
trei integrale simple.
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6.5.2 Integrala tripla pe un domeniu simplu in raport
cu axa Oz

Pentru a da regula de calcul a unei integrale triple in cazul in care domeniul
de integrare V' nu mai este un interval tridimensional inchis este necesara
notiunea de domeniu simplu in raport cu una din axele reperului cartezian
rectangular Oxyz.

Definitia 6.5.1 Se numeste domeniu simplu in raport cu axa Oz sub-
multimea V, a lui IR?

V. ={(z,y,2) € R*: (x,y) € Doy C Oy, p1(x,y) < z < pa(z,y)},
unde 1, w2 sunt functii reale continue pe submultimea Dy, a lui R

Analizand definitia domeniului simplu in raport cu axa Oz, constatam ca
frontiera acestuia este alcatuita din suprafetele:

(S1) 1 z2=@1(x,y), (7,y) € Day; (S2) 1 2= p2(,y), (2,y) € Dy,

pe care le putem numi baza inferioara i respectiv baza superioarda a dome-
niului de integrare V., si din portiunea de suprafata cilindrica

(Se) = {(z,y,2) € R*: (2,y) € ODyy, ¢1(z,y) < z < pa(x,y)},

unde 0D, este frontiera multimi D,,, curba inchisa neteda pe portiuni.
Multimea plana D,, din definitia domeniului simplu in raport cu axa Oz
este proiectia ortogonala a multimii V, pe planul Oxy. Suprafata cilindrica
Sy are generatoarele paralele cu Oz si curba directoare frontiera domeniului
D

Y-
Un domeniu simplu in raport cu axa Oz are proprietatea ca orice paralela
la axa Oz printr—un punct (z,y) din interiorul domeniului D,,,, orientata la
fel cu axa Oz, patrunde in domeniul V, prin punctul P(z,y, ¢1(x,y)) pe care
putem sa—1 numim punct de intrare in domeniu si iese din V, prin punctul
Q(z,y,p2(x,y)) care poate fi denumit punct de iegire din domeniul V.

Procedand exact ca in cazul teoremei de la integrala dubla avem:

Teorema 6.5.2 Fie V, un domeniu simplu in raport cu axza Oz si f o func-
tie reala marginita definita si integrabila pe multimea V,. Dacad pentru orice
(,y) € Dy, fizat, exista integrala depinzand de parametrii x siy

P2 (Ct,y)

J(z,y) = / f(x,y,2)dz,

901(3771/)
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atunct functia J : Dy, — IR este integrabila si

// x,y) dzdy ///f x,y, z) dedydz.

Diy

Demonstratie. Inainte de a incepe demonstratia, sa observam ca avand in
vedere expresia valorii in (z,y) € D,, a functiei J, integrala dubla pe D,, a
acesteia se poate scrie in una din urmatoarele forme

Dgy
= // dxdy/ga2 " flx,y,y)dz.

Day

Atunci, concluzia teoremei devine

(z,y)
/// f(z,y, z) dedydz :// dxdy /<p2 ’ flz,y,2)dz (6.22)
V. Day g01(56,y)

si reprezinta formula de calcul a integralei triple pe un domeniu simplu in
raport cu axa Oz.

Sa procedam acum la demonstratia teoremei.

Fie v = min{p;(z,v); (x,y) € Dy} siv = max{ps(z,y); (x,y) € Dy}
care sunt numere reale in baza faptului ca functiile ¢y si ¢y sunt continue
pe multimea compaca D, si, dupa teorema lui Weierstrass, sunt functii
marginite gi isi ating efectiv marginile. Atunci, cilindrul C = {(x,y,2) €
IR?: (2,y) € Day, u < z < v} include domeniul simplu in raport cu axa Oz
la care se refera enuntul teoremei.

Consideram functia reala auxiliara f*, definita pe cilindrul C,

f(x,y,2), daca (x,y,2)€V.

f (x7 y7 Z) = 07 daCé (1'7 y’ Z) E C \ ‘/Z (623)

Aceasta functie satisface ipotezele Teoremei 6.3.3. intr—adevéir, deoarece val-
orile sale coincid cu cele ale functiei f pe multimea V, putem afirma ca f*
este integrabila pe V.. Restrictia lui f* la multimea C \ V, fiind functia iden-
tic nula rezulta ca este integrabila. Daca la aceste doua rezultate adaugam
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si proprietatea de aditivitate a integralei triple deducem ca functia f* din
(6.23) este integrabila. Mai mult, avem evident:

/// 1y, 2) dwdyd= 2/// fx,y, z) drdydz; (6.24)
Ve V.,

/// [ (z,y,2)dedydz = 0, (6.25)

C\V.

/// [ (z,y, 2) dedydz :/// f(z,y, 2) dedydz.
¢ V.

In afard de aceasta, pentru fiecare pereche (x,y) situatd in D,, are loc
egalitatea

deci

/ [ (z,y,2)dz =
902(38@)

v (6.26)
Floyd+ [ ez d:

2 ($1y)

4P1(£B,y) %
/ [z, y, 2)dz +

®1 (ac,y)

din motiv ca fiecare din integralele din membrul doi exista. Apoi, dat fiind
faptul ca pe segmentele de dreapta incluse in C care unesc respectiv perechile
de puncte

(z,y,u), (z,y,01(z,9) st (v,y,02(7,9)), (z,9,v),

valorile functiei f* sunt egale cu zero, deducem ca prima si a treia integrala
din membrul doi al relatiei (6.26) sunt nule, fapt care conduce la egaliatatea

v 2('7:7 )
[ Fwyede = [0 fy.z)de

v1(z,y)

Integrala tripla din functia f* pe multimea C poate fi redusa la iteratia
de integrale

/// f(z,y, 2) dedydz :// dxdy/: [ (z,y, 2) dz. (6.27)
¢ Doy

Relatiile stabilite mai sus conduc la concluzia teoremei. [ ]
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Exercitiul 6.5.1 Sa se calculeze integrala tripla
[ / / / dxdydz
I At aty+ )

unde §Q este tetraedrul delimitat de planele de coordonate x =0,y =0, 2z =0
st de planul x +y+2—1=0.

Solutie. Proiectia domeniului de integrare pe planul Oxy este triunghiul
dreptunghic isoscel cu unghiul drept in origine si unghiurile de 45° in punctele
A(1,0,0) si B(0,1,0).

Domeniul €2 este simplu in raport cu axa Oz deoarece orice paralela la
axa Oz dusa printr-un punct din interiorul triunghiului mai sus mentionat
patrunde in domeniul €2 in punctul P(x,y,0) si iese din domeniu in punctul
Q(z,y,1 —x —y). Prin urmare avem ca ¢1(z,y) =0 si po(x,y) =1 —x —y.

Proiectia domeniului 2 pe planul Oxy este

Dy ={(v,y) eR?>: 0<2<1,0<y<1-z} (6.28)

Daca aplicam formula (6.22), avem

1 1 1
I:%ﬂ[u+wﬂm—4wmy (6.29)

Analizand (6.28) constatam ca domeniul D,, este simplu in raport cu
axa Oy. Prin urmare, pentru calculul integralei duble (6.29) se poate aplica
formula (4.37). Avem

1t 1w 1 1 1 1 N
]:i/o dx/o [(1+$~|—y)2_4}dy:_2 0 <1+x+y+1)‘0 dz.

Dupa efectuarea diferentei valorilor primitivei in cele doua limite de in-

tegrare, gasim
1 /1 1 r—3
[:7/ dx.
20(1+x+ 1 Jdz

Integralele definite la care s—a ajuns sunt imediate i prin urmare

]:(ln\/1+x+(xI63)2);:1n\/_—.
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6.5.3 Integrala tripla pe un domeniu simplu in raport
cu axa Ox

Definitia 6.5.2 Se numeste domeniu simplu in raport cu axa Ox sub-
multimea V, a lui IR®

Vl“ = {(‘rayVZ) € RB : (yVZ) < Dyz C Oyz7 wl(yv’z) S xr S w2(y7 Z)}7

unde functiile reale 11 si 1o sunt definite st continue pe submultimea Dy, a
lui IR?, situatd in planul Oyz, valorile acestora fiind astfel incdt ¥y (y, z) <
Ya(y, z) oricare ar fi (y,z) € Dy,.

Frontiera unui domeniu simplu in raport cu axa Ox este alcatuita din supra-
fetele:

(21) P r = ¢1(y’ 2)7 (y,Z) € Dyz; (22) Pr = ¢2(y72)7 (ya Z) € Dyz7

numite baze si suprafata cilindrica

(Ef) = {(JT,y,Z) € ]Rs : (ya Z) € 8Dyza ¢1($7y) S ¥ S %(fﬁ,y)}’

unde 0D, este frontiera multimi D,,, curba inchisa neteda pe portiuni.

Multimea plana D, este proiectia ortogonala a multimii V,, pe planul
Oyz. Suprafata cilindrica >, are generatoarele paralele cu Ox si curba direc-
toare frontiera domeniului D, .

Un domeniu simplu in raport cu axa Ox are proprietatea ca orice par-
alela la axa Oz printr—un punct (y, z) din interiorul domeniului D,,, avand
orientarea axei Ox, patrunde in domeniul V,, prin punctul P(¢1(y, 2),y, 2) si
iese din V, prin punctul Q(is(y, 2),y, 2).

Teorema 6.5.3 Daca functia reald f este integrabila pe domeniul V,,, simplu
in raport cu axa absciselor i pentru orice (y, z) € D,., fizat, exista integrala
depinzand de parametrii y $i z

wQ(yVZ)

Uly, z) =/ fz,y, 2)dz,
1 (y,2)

atunci functia

P2 (y,2)
U:D,. — R, U(y,Z):/( : f(z,y, z)dx
1111 Y,z
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este integrabila si

// Uly, z) dydz :// f(z,y, 2) dedydz. (6.30)

Integrala dubla pe domeniul D, din functia U se mai poate scrie ca

¥2(y,2)
/ Uly,z)dydz = // / f(x y,z)dx)dydz =
1 (y,2)
Dy-
P2(y,2)
= //dydz/ f(z,y,y)dx.
¥1(y,2)

Tinand cont de ultimele egalitati deducem ca (6.30) poate fi scrisa in forma

///f x,y,2) dedydz _// dydz/jzyz)z f(z,y, z)dx (6.31)

care reprezinta formula de calcul a integralei triple pe un domeniu simplu in
raport cu axa Ox.

6.5.4 Integrala tripla pe un domeniu simplu in raport
cu axa Oy

Definitia 6.5.3 Submultimea V,, a lui R?
‘/y = {(x,x,z) € ]R3 : (l‘, Z) € DIEZ - Oxzvxl(x7z) < ) < XQ(x,Z)},

unde functiile reale x1 si x2 sunt definite si continue pe submultimea D, a
lui IR?, situatd in planul Oxz, valorile acestora fiind astfel incat xi(x,z) <
X2(z, 2) oricare ar fi (x,z) € D,., se numeste domeniu simplu in raport
cu axa Oy.

Suprafetele care marginesc un domeniu simplu in raport cu axa Oy sunt:
(Sl) Y= X1<I',Z), (ZL‘,Z) € sz; (82) Y= X?(xvz)a (:L‘7Z) € Da:z;
numite baze si suprafata cilindrica S,

(S) = {(z,y,2) € R*: (2,2) € OD,., xa(z,y) <z < xalz,9)},
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unde 0D, este frontiera multimi D,., curba inchisa neteda pe portiuni.

Multimea plana D,. este proiectia ortogonald a multimii V, pe planul
Oz z. Suprafata cilindrica (S;) are generatoarele paralele cu Oy si curba di-
rectoare frontiera domeniului D,,,.

Un domeniu simplu in raport cu axa Oy are proprietatea ca orice par-
alela la axa Oy printr—un punct (z, z) din interiorul domeniului D,,, avand
orientarea axei Oy, patrunde in domeniul V,, prin punctul P(z, x1(z, 2), 2) si
iese din V, prin punctul Q(z, x2(z, 2), 2).

Teorema 6.5.4 Daca functia reala marginita f este integrabila pe domeniul
Vy, simplu in raport cu aza Oy, si pentru orice (x,2) € Dy, firat, existd
integrala depinzand de parametrii v si z

X2(zvz)
Wiw,2)= [ flay,2)dy,
X1($7z)
atunci functia
x2(z,z)
W:D,, — R, W(x,z) /( )fa:,y,z)dy
X1,z

este integrabila si

// W(z,z)dzdz :// flz,y, 2) dedydz. (6.32)
Dy vy

Integrala dubla pe domeniul D,., din functia W se poate scrie in una din
urmatoarele forme:

2(z,2)
/W(x,z)dxdz = // /X my,z)dy)dxdz;

D D X1 QTZ
/ W(z,z)dxdz = //dmdz/ " f(x,y,y)dy.
o b (z,2)

Tinand cont de aceste egalitati deducem ca formula de calcul a integralei
triple pe un domeniu simplu in raport cu axa Oy este

// f(x,y, z) dedydz —/ dxdz/xwm f(x,y, z)dy. (6.33)

x1(z,z)
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6.5.5 Integrala tripla pe un domeniu oarecare

Daca domeniul de integrare V' nu este simplu in raport cu nici una din axe,
prin plane paralele la unul din planele de coordonate poate fi descompus
intrun numar finit de subdomenii,

‘/17 ‘/Qa 7‘/;) cu V = ‘/IU‘/QUU‘/p

si fiecare din domeniile V; (i =1,2,---,p) sa fie simplu in raport cu una din
axe.

Folosind apoi proprietatea de aditivitate a integralei triple ca functie de
domeniu, avem

// f(@y,z)dxdydz:zp;// f(z,y, 2) dedydz,
v =1"y,

unde pentru calculul integralelor din membrul drept se aplica una din for-
mulele de calcul stabilite mai sus.

Exercitiul 6.5.2 Sa se calculeze integrala tripla
7 / / / dxdydz
fL‘ +y+ z
unde I3 este intervalul tridimensional inchis I3 = [1,3] x [0, 1] x [0, 2].

Solutie. Avem

1
= f ey e v
! x+y+z r+y x+y+2) Y

Calculand cele doua integrale depinzand de parametrul x, obtinem

I = /ls(ln(a:—i—l) +In(zx+2) —Inz —In(x + 3)) dz.
Integralele definite la care s—a ajuns sunt de forma integralei
J(a) = /131n<x+a)dx
careia i se poate afla valoarea daca se integreaza prin parti. Avem:

J(a):31:ln(:lc—i—oz)’i’—/l3 ’

dx;
T +a
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3 3

J(a) = (z+a) ln(x—i—a)‘l—a:’l =B4+a)InB+a)—(1+a)In(l+a)—2.

Atunci, valoarea integralei triple este
I=J1)+J2)—J0O)—JB)=5In5+8In2—12 In3.

Functia de integrat fiind pozitiva, valoarea lui I este un numar pozitiv
caruia i se poate da o interpretare mecanica. [ ]

Exercitiul 6.5.3 Sa se calculeze integrala tripla

I:///ydxdydz,
1%

unde V' este tetraedrul din primul octant limitat de planele de coordonate i
de planul x +y+ 2z —2=0.

Solutie. Domeniul de integrare este simplu in raport cu axa Oz caci putem
scrie
V={(z,y,2) € R’*: (2,y) € Dy, 0<2<2 -2 -y},
unde D,, este proiectia lui V' pe planul Ozy
Dy ={(z,y) €eR*: 0<r<2 0<y<2—2z}

Multimea D,, este domeniu plan simplu in raport cu axa Oy. Aplicand for-
mula de calcul a unei integrale triple pe un domeniu simplu in raport cu axa
cotelor gi apoi formula de calcul a unei integrale duble cand domeniul este
simplu in raport cu axa ordonatelor, obtinem

2 2—x 2—x—y 2 2—z
]:/dx/ dy/ ydz:/da:/ y(2—x —vy)dy.
0 0 0 0 0

Dupa calcularea integralei din interior, avem

Luand expresia de sub semnul integrala intre limitele indicate, gasim

1 r2 1 2 2

I:f/ 2 wPdr = —-(z - 2)1[ = Z.

Gy @V dr=—5(@=2)"] =3
De observat ca domeniul de integrare este simplu si in raport cu axa Ox
sau axa Oy astfel ca pentru calculul integralei triple s—ar fi putut utiliza fie

formula (6.31) fie formula (6.33). n
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Exercitiul 6.5.4 Sa se calculeze integrala tripla

I :/// (2% + y*)z dwvdydz,
v

unde domeniul V este mdarginit de paraboloidul z = x* + y? si de sfera x* +
y? + 2% = 6 si contine o parte din portiunea nenegativd a azei Oz.

Solutie. La fel ca in exemplul precedent si aici domeniul de integrare este
simplu 1n raport cu axa Oz caci el se poate scrie in forma

V= {(@,y,2) € R*: (2,9) € Doy #*+32 <2< /622 =2},

unde D,, este proiectia lui V' pe planul Oxy
Dy = {(z,y) € R*: 2° +y* < 2}.

Multimea D,, este discul inchis cu centrul in origine si raza V2, aceasta
afirmatie deducandu-se din faptul ca intersectia sferei 22 4+ 3% + 22 = 6 cu
paraboloidul z = 22 + 4?2 este cercul de razi /2 cu centrul in punctul (0,0,2)
aflat in planul paralel cu planul Ozy de ecuatie z = 2.

Aplicand formula de calcul a unei integrale triple pe un domeniu simplu
in raport cu axa cotelor, obtinem

v/ 6—z2—y? 1
I :// dxdy/ . ’ (2 +y*)zdz = 3 // (2 + y?)2?
Day ‘ Day

6—x2—y2

dxdy.

24y x24y?

Luand expresia de integrat intre limitele de integrare precizate, gasim
_ 1 2 2 o2 2 2 212
]—2 (x +y)(6 -y —(z +y))dxdy.
Day

Daca trecem la coordonate polare, avem
x=pcosh, y=psinh, 0el0,2r), pel0,V2

si deci

8

]_ 27 \/5
I=o a0 [7 06— 02~ pt)dp =
2 Jo 0 3
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6.6 Formula integrala Gauss—Ostrogradski

Vom deduce o legatura intre integrala de suprafata de tipul al doilea si in-
tegrala tripla. In acest sens, fie V' C IR® un domeniu cubabil compact,
avand frontiera o suprafata S simpla, inchisa, bilatera, neteda sau neteda pe
portiuni, cu S, fata sa exterioara. Versorul n al normalei exterioare intrun
punct al suprafetei S, are expresia

n =cosai+cosf3j+ cosvk, (6.34)

unde «, [ gi v sunt unghiurile pe care acest versor il face cu versorii i, j, k
ai reperului Ozyz.

Consideram ca P, ), R sunt functii reale de trei variabile reale definite
si continue pe domeniul V. Presupunem ca aceste functii sunt astfel incat
divergenta campului vectorial

F(z,y,2) = P(x,y,2)i+ Q(z,y,2)j + R(z,y,2) k (6.35)
exista si este functie continua pe interiorul multimi V.

Teorema 6.6.1 In ipotezele de mai sus, are loc egalitatea

// Pdydz + Q dzdz + R dxdy / 1] (5 (& azg + gjj)dxdydz, (6.36)

numita formula integrala Gauss—Ostrogradsks.

Demonstratie. Presupunem ca domeniul V' este descompus intrun numar
finit de subdomenii simple in raport cu axa Oz. Daca aplicam proprietatea de
aditivitate in raport cu domeniul de integrare pentru integrala de suprafata
si pentru integrala tripla putem presupune ca V' este simplu in raport cu
axa Oz si cd proiectia sa pe planul Oxy este domeniul plan compact Dy,
avand frontiera 0D,, o curba simpla inchisa neteda sau neteda pe portiuni.
Atunci, frontiera S a domeniului V' este o reuniune de trei suprafete netede
sau netede pe portiuni S = &1 U S U Sy, unde:

(S1) 1 z=2a(zy), (2,y) € Day;
(82) PR= 22(I7y)7 (ZL’,y) € Dacy;

Si={(z,y,2) € R*: (v,y) € 0Dy, 21(2,y) < 2 < 2(7,y)}. (6.38)

(6.37)
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Suprafata Sp, baza inferioara a domeniului V, are normala
n; = cosag i+ cosfj+ cosy k. (6.39)

Deoarece unghiul ~; dintre aceasta normala si versorul k este obtuz,

urmeaza ca
1

V1+pi+at

_9%a _ox
unde pl(xvy) - ax (l’,y), q1(x7y)_ ay (xvy)

Suprafata Sy, baza superioara a domeniului V, are normala

cosy; = —

Ny = COS p 1+ cos By j + cosya k (6.40)

si pentru ca unghiul 7, dintre n, si k este ascutit, avem

1

V31+05+ 6

0z 0z
unde pQ(xuy) = aij(xﬂy)u QQ(xay> = 87;($7y)

COS Yy =

In sfarsit, Sy este suprafata laterala a domeniului V' care, fiind o portiune
dintr-o suprafata cilindrica cu generatoarele paralele cu axa Oz si curba
directoare frontiera dD,, a domeniului D,,, are normala n, de forma

ng, = cosay i+ cos ;] (6.41)

intrucat unghiul v, dintre n, si k este egal cu /2.
Dupa aceste precizari in privinta domeniului V' sa procedam la calculul

integralei triple
OR
I :/// a—(x,y,z) dxdydz. (6.42)
z
v

Aplicand formula de calcul a integralei triple pe un domeniu simplu in raport
cu axa Oz, gasim

za(z,
1 //dmdy/anny, dZ—/ny,
(zy) Oz

Day Day

dﬁdy (6.43)
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Luand valoarea primitivei in limitele indicate, obtinem

[:// R(z,y, z2(x,y)) dedy— //R(:B,y,zl(x,y)) dxdy. (6.44)

Day Dy
Dar
//R(x,y,@(x,y))dxdy = //R(x,y,z) dzxdy;
Dy So
(6.45)
—//R(x,y,zl(cc,y))dxdy = //R(m,y,z) dzdy,
Doy S1

unde pentru prima integrala de suprafata am luat fata superioara care coim-
cide cu fata exterioara a lui §, iar pentru cea de a doua integrala de suprafata
am considerat fata inferioara care de asemeni coincide cu fata exterioara a
lui S, normalele la aceste fete fiind precizate in relatiile (6.39) si (6.40). Pe
suprafata laterala Sy avem

S/Z/R(x,y,z)d:cdy = S/[R(x,y,z) cosyedo = 0 (6.46)

in baza legaturii dintre integrala de suprafata de al doilea tip si cea de primul
tip si a relatiei (6.41).
Daca tinem seama de relatiile (6.44) — (6.46), deducem

/// giz(x,y,Z)dxdydz = //R(x,y,z)dxdy, (6.47)
4 Se

unde integrala de suprafata de tipul al doilea din membrul doi este luata pe
fata exterioara a lui S. In baza observatiei facuta privitor la domeniu putem
afirma ca (6.47) este adevarata pentru orice domeniu cubabil compact V.

Pornind cu un domeniu simplu in raport cu axa Ox, apoi cu unul simplu
in raport cu axa Oy, si repetand rationamentele care ne—au condus la (6.47)
se demonstreaza egalitatile:

/V// g];(x,y,z)d$dydz = S/!P(x,y,z)dydz (6.48)

/V// gf(x,y,z)dxdydz = Zﬂ/@(m,y,z)dzdx (6.49)
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care si In aceste cazuri raman adevarate oricare ar fi domeniul cubabil com-

pact V.
Insumarea egalitatilor (6.47) — (6.49) conduce la (6.36) si teorema este
complet demonstrata. [ ]

Observatia 6.6.1 Avand in vedere legatura intre cele doud tipuri de inte-
grale de suprafata rezulta ca formula integrala Gauss—Ostrogradski se poate
serie in forma echivalenta

// Pcosoz—ichosﬁ—l—Rcosv da /// 8P aQJr%f)Clxdydz (6.50)

Folosind expresia divergentei V - F a campului vectorial (6.35)

oP 0 OR
\A F(JZ,y,Z) = %(‘r?yv'z) + a?f(x?yaz) + E(xai%Z)

si expresia normalei exterioare (6.34), deducem ca formula integrala Gauss—
Ostrogradski se poate scrie in forma vectoriala

J[] VPl dedyds =[] Py e g5
v S,

Datorita scrierii vectoriale a formulei integrale Gauss—Ostrogradski, Teoremei
6.6.1 i se mai spune Teorema divergentei.

Forma vectoriala a formulei integrale Gauss—Ostrogradski sugereaza si
interpretarea fizica a acesteia: ea afirma ca fluxul campului vectorial V' prin
suprafata inchisa S, dupa normala sa exterioara n, este egal cu integrala
tripla a divergentei lui F pe domeniul V' limitat de S.

Observatia 6.6.2 Daca in formula integrala Gauss—Ostrogradski se ia P =
0, Q@ =0, R =z, se obtine o evaluare a volumului domeniului V cu ajutorul
unei integrale de suprafata de tipul al doilea

volV = //zdxdy. (6.52)
Se

Exemplul 6.6.1 Fie V regiunea marginita de emisfera
2+ +(z-12-9=0, 1<2<3
st planul z = 1. Sa se verifice teorema divergentei daca



334 Ion Craciun

Solutie. Calculam mai intai integrala tripla din divergenta campului vecto-
rial F. Avem V - F(z,y,2) = 3 gi deci

// V - F(z,y,z)dzdydz = 3 /// drdydz = 54m.
% v

In ultimul calcul am folosit faptul ca integrala tripla din membrul secund
este volumul emisferei de raza R = 3 care este egal cu 2rR3/3.

Sa calculam acum direct integrala de suprafata care intra in formula in-
tegrala a lui Gauss-Ostrogradski. Sa observam mai intai ca

!g/ F(z,y,z) -ndo :S/I/ F(z,y,2) - n;do+ 8/2/ F(z,y,2) - nydo,

unde S; este fata superioara a emisferei de raza 3 situata deasupra planului
z = 1, iar Sy este fata inferioara a portiunii din planul z = 1 limitata de
cercul de raza 3 cu centrul in punctul (0,0, 1) aflat in acest plan.
Normala unitara la fata S; este
. ri+yj+(z—1k :§i+gj+z—l
\/:c2—|—y2+(z—1)2 3 3 3

Produsul scalar dintre campul vectorial F si normala n; este

1'2 2 2—12

si, prin urmare, prima integrala de suprafata devine

//: F(x,y,z) -nydo ://Sda:?)//dU:SariaSl:3-27TR2:547T.
51 Sl

St

k.

Pe suprafata Ss, avem ny, = —k, iar F - ny = —2 + 1 si deci

//F(:c,y,z)~n2da:// (—24+1)do=0

deoarece pe suprafata pe care efectuam integrarea z este egal cu 1 si deci
integrantul este nul si ca atare si rezultatul integrarii este nul. Prin urmare,

// F(z,y,2) -ndo =54,
Se

ceea ce arata ca formula integrala Gauss-Ostrogradski se verifica. ]
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Exercitiul 6.6.1 Sa se calculeze integrala de suprafata de tipul al doilea

I :// 23y? dydz + 2%y dzdx + 3z dady,
s

unde S este fata exterioara a domeniului V' marginit de paraboloizii:
(1) : z=224+y%  (Xg): z2=6—122 -y~

Solutie. Aplicand formula integrala Gauss—Ostrogradski, obtinem
1 :/// (32%y? + 32%y* + 3) dedydz = 3 /// (22%y? + 1) dadydz.
1%

Domeniul V' este simplu in raport cu axa Oz caci se poate scrie ca
V={(z,y,2) € R’: (2,y) € Day, 7> +y* <2 <6—2* -1},
unde D,, este proiectia lui V' pe planul Oxy
D,, = {(z,y) € R*: 2* +y* < 3}.

Se vede ca Dy, este discul inchis de raza V3 cu centrul in origine situat in
planul Ozy. Facand uz de formula de calcul a unei integrale triple pe un
domeniu simplu in raport cu axa Oz, gasim

6—m2—y2
IzS//dxdy/ (22%y* + 1) 2—3// (22%y* + 1)z
5 z2+y2

Dupa ce se ia z intre limitele de integrare, deducem

I—6// (22%y* +1)(3 — 2% — y?) dady.

Dy

! dxdy.

Aceasta integrala dubla la care s—a ajuns o vom calcula folosind coordonatele
polare
x =pcost, y=psinb.

Pentru ca (r,y) € D,, trebuia ca p € [0,v/3] si 6 € [0,27). Aplicand formula
schimbarii de variabile in integrala dubla, obtinem pe rand

2m V3
I= 6/ d9/ (2p* sin? @ cos? 0 + 1)(3 — p*)pdp,
0 0
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7
= 12/ sin? 6 cos® 9d9/ 3p° —p’ dp+127r/ (3p — p*)dp,

Rezultatul obtinut reprezinta fluxul campului vectorial
F=2%%1+2%%j+3z2k

prin suprafata care delimiteaza V' dupa normala exterioara. [ ]

6.7 Schimbarea de variabile in integrala tri-
pla

Teorema de schimbare de variabile in integrala tripla se enunta asemanator
cu teorema de schimbare de variabile in integrala dubla, de aceea nu vom da
detalii de calcul care pot fi refacute de cititor.

Consideram doua specimene de spatii tridimensionale. Introducem sis-
temul de coordonate carteziene x, y, z in unul din ele si u, v, w in celalalt.
Apoi, fie V' i 2 domenii apartinand la cate un spatiu, frontierele lor fiind
respectiv suprafetele inchise netede pe portiuni S si ¥. Presupunem ca exista
o corespondenta biunivoca intre punctele celor doua domenii care sa fie con-
tinua in ambele sensuri. Corespondenta poate fi exprimata prin intermediul
functiilor

x - @(U7U7w)7
y = Y(u,v,w), (u,v,w) € Q, (6.53)
z = X(u7 U? w)7

sau prin intermediul functiilor

u = u(z,y,z2),
v o= U($7y, 2)7 ([E,y,Z) eV. (654)
w = w(zr,y,z),
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Vom considera ca functiile din (6.53) si (6.54) sunt mai mult decat conti-
nue si anume vom presupune ca ele poseda derivate partiale de ordinul intai
continue pe interioarele multimilor de definitie. Atunci, Jacobienii:

D(z,y,z2) D(u,v,w)
D(u,v,w)’ D(z,y, 2)

exista si sunt functii continue pe interioarele celor doua multimi de definitie.
Vom presupune mai mult ca fiecare jacobian este diferit de zero. Aceste
conditii implica relatia
D(z,y,z) D(u,v,w)
D(’“‘? /U’ w) D(:’B’ y? Z)

= 1. (6.55)

Daca toate conditiile de mai sus sunt indeplinite, spunem ca (6.53) este
o transformare punctuala regulata intre domeniile 2 gi V, iar (6.54) este
transformarea punctuala requlata inversa a transformarii punctuale regulate
(6.54). Ca gi in cazul bidimensional, se poate arata ca data fiind transfor-
marea punctuala regulata (6.53) sau (6.54), punctele interioare domeniului
de definitie sunt duse in puncte interioare celuilalt domeniu, iar punctele
frontierei unuia din domenii sunt corespunzatoare punctelor de pe frontiera
celuilat domeniu.

Transformarea punctuala regulata (6.53) transforma domeniul €2 in dome-
niul V. In consecinta, specificarea unui punct (u,v,w) apartinand lui  de-
termina in mod unic punctul corespunzator (z,y, z) a lui V. Cu alte cuvinte,
cantitatile u, v si w pot fi privite drept coordonate, diferite de cele carteziene,
ale punctelor domeniului V. Ele sunt numite coordonate curbilinii.

Consideram, in domeniul €2, un plan determinat de relatia u = ug, adica
un plan paralel cu planul de coordonate v, w. Prin transformarea punctuala
regulata (6.53), planul considerat este dus intro suprafata inclusa in domeniul
V. Coordonatele carteziene ale punctelor acestei suprafete sunt exprimate
prin formulele

r = x(ug,v,w),
y = y(ug,v,w), (v,w) € A, (6.56)
z = Z(U,Q,’U,UJ),

unde A este portiunea din planul v = ug situata in domeniul 2. Expresiile
(6.56) sunt ecuatiile parametrice ale suprafetei. Presupunéand ca ug ia toate
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valorile posibile vom avea o familie uniparametrica de suprafete de forma
(6.56), parametrul familiei fiind u. Aceste suprafete sunt corespondentele
prin transformarea punctuala regulata (6.53) a tuturor portiunilor de plane
paralele cu planul v, w din domeniul €2.

Similar, planele v = const si w = const sunt transformate in doua familii
uniparametrice de suprafete situate in domeniul V. Aceste trei familii de
suprafete formeaza asa zisa multime a suprafetelor coordonate.

Deoarece (6.53) este transformare punctuala regulata putem afirma ca
prin fiecare punct al domeniului V' trece cate o singura suprafata de co-
ordonate din respectiv fiecare familie. Cele trei suprafete coordonate care
trec printr—un punct se intersecteaza doua cate doua dupa trei curbe care se
numesc curbe coordonate.

Vom considera doua sisteme de coordonate curbilinii in spatiu care sunt
utilizate cel mai frecvent, si anume, coordonatele cilindrice si coordonatele
sferice.

6.7.1 Coordonatele cilindrice sau semi—polare in spatiu

Sa specificam pozitia unui punct arbitrar M din spatiu prin intermediul
coordonatei carteziene z i coordonatele polare r si ¢ ale proiectiei M; a
punctului M pe planul Ozy. Cantitatile r, ¢ §i z se numesc coordonatele
cilindrice ale punctului M. Legatura dintre coordonatele cilindrice si cele
carteziene este ugor de stabilit gi constatam ca este

T = T Cosp, y = rsing, z =z (6.57)

Avem urmatoarele trei familii de suprafete coordonate corespunzatoare co-
ordonatelor cilindrice:

(c) cilindrii circulari coaxiali cu axa de rotatie axa cotelor avand ecuatiile
de forma r = const (0 < r < 400),

(8) semiplane verticale limitate de axa Oz ¢ = const (0 < ¢ < 27),

(7) plane orizontale z = const (—oo0 < z < 400).

Analizand suprafetele coordonate in acest caz constatam ca liniile coor-
donate in cazul coordonatelor cilindrice sunt: drepte paralele cu axa Oz;
semidrepte perpendiculare pe Oz avand una din extremitati pe aceasta axa;
cercuri cu centrele pe Oz situate in plane paralele cu planul Ozy.
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Jacobianul transformarii de la coordonate cilindrice la cele cilindrice este
egal cu
cos sinp 0

= | —rsing rcosp 0| = 7. (6.58)

0 0 1

Formulele (6.57) care exprima legatura dintre coordonatele carteziene si
cele cilindrice determina o transformare a domeniului

0<r<+oo, 0 << 2m, —00 < z < 400 (6.59)

situat in spatiul r, ¢, z in intreg spatiul Oxyz. Prin aceasta transformare,
fiecare punct de coordonate carteziene (0,0, zp) corespunde unui intreg seg-
ment semi—deschis de forma

r = 0, 0<p<2m, 2=2

care apartine domeniului (6.59). Prin urmare, transformarea (6.57) nu este
biunivoca in punctele situate pe axa cotelor Oz. Exceptand punctele axei
Oz, in toate celelalte puncte ale spatiului Ozyz corespondenta (6.57) este
biunivocd. In concluzie putem afirma ci (6.57) stabileste o transformare
punctuala regulata intre domeniul

0<r<+4oo, 0 < <2, -0 < 2 < 400 (6.60)

situat in spatiul r, ¢, z, in multimea obtinuta prin scoaterea din spatiul Ozyz
a punctelor situate pe axa cotelor. [ |

6.7.2 Coordonatele sferice sau polare in spatiu

Sa fixam pozitia unui punct oarecare M din spatiul raportat la reperul
cartezian ortogonal Oxyz prin urmatoarele trei cantitati:
(av) distanta p de la origine la punctul M,

(B) unghiul 6 dintre raza vectoare OM si versorul k al axei Oz,

() unghiul ¢ format de proiectia OM; a razei vectoare OM pe planul
Oxy si versorul i al axei Ox.
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Cantitatile p, 0 si ¢ se numesc coordonate sferice ale punctului M. Incer-
cand sa determinam legatura dintre coordonatele carteziene ale punctului M
si cele sferice al aceluiagi punct, gasim

x = psind cosp, y = psinf sinp, z = pcosb. (6.61)

Cele trei familii de ale suprafetelor coordonate corespunzatoare coordonatelor
sferice sunt:

(«) sferele concentrice cu centrul in origine p = const (0 < p < +00),

(3) semi—conuri circulare cu varful in origine si axa de simetrie Oz 6 =
const (0 <60 <),

() semiplane verticale ¢ = const (0 < ¢ < 27).

Analizand si aici suprafetele coordonate, se constata ca liniile coordonate
in cazul coordonatelor sferice sunt: cercuri cu centrele pe Oz situate in plane
paralele cu planul Oxy, numite cercuri paralele; semidrepte cu una din ex-
tremitati in originea O a reperului Oxyz, numite raze vectoare; semicercuri
cu centrele 1n originea O avand diametrele segmente situate pe Oz care se
numesc meridiane.

Jacobianul transformarii coordonatelor carteziene in coordonate sferice
este determinantul

sin 6 cos ¢ sin 6 sin ¢ cos 6
= pcosf cosp pcoshsing —psinf |, (6.62)

—p sinf siny p siné cos 0

a carui valoare este p? sin 6.
Formulele (6.61) determina o transformare a domeniului

0<p<+o0o, 0<60<m, 0<p<2m (6.63)

(o banda paralelipipedica semi-infinita) din spatiul p, 6, ¢ in intreg spatiul
Oxyz. Ca si transformarea corespunzatoare coordonatelor cilindrice, relatiile
(6.61) determina o transformare punctuala biunivoca in toate punctele spa-
tiului cu exceptia punctelor de pe axa cotelor Oz. Fiecare punct (0,0, z)
situat pe axa Oz este imaginea prin transformarea (6.61) a segmentului semi—
deschis

p=1z, 0=0, 0<¢<2m, pentru zy>0
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si a segmentului semi-deschis
p=2z, 0=m, 0<p<2m, pentru z, <O0.

Originea (0,0, 0) a reperului Oxyz este imaginea prin transformarea (6.61) a
intervalului bidimensional

p=0, 0<O0<m 0<p<2m, pentru zy<O0.

Daca exceptam punctele axei Oz, relatiile (6.61) constituie o transformare
punctuala regulata care transforma semi—banda paralelipipedica infinita

O0<r<+oo, O<f<m, 0<p<2r (6.64)

in domeniul obtinut prin scoaterea axei cotelor din spatiul Ozyz. [ |

6.7.3 Coordonate polare (sferice) generalizate

Exista si alte schimbari de variabile, expresiile acestora fiind dictate de con-
textul in care este formulata problema calcularii unei integrale triple.

Alegerea schimbarii de variabile intro integrala tripla urmareste atat sim-
plificarea domeniului de integrare V' (daca este posibil, 2 sa fie un interval
tridimensional) cat si simplificarea functiei de integrat sau macar unul din
aceste doua obiective. De exemplu, daca domeniul V este legat in vreun fel
de interiorul elipsoidului

2?2 2
St s+ 5 —1=0,
a c
atunci se trece la coordonate polare generalizate numite si coordonate sferice
generalizate

r = apsinf cosp,
y = bpsind sinp, (6.65)
z = cpcosb.

Relatiile (6.65) constituie o transformare punctuala regulata de la submul-
timea € a intervalului tridimensional nemarginit (6.72) la o multime masura-
bila Jordan V' din spatiul Ozyz. Jacobianul transformarii punctuale regulate
(6.65) are valoarea

D(z,y, 2)

227 — gbe p? sin b,
D(p,0, )
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astfel ca formula schimbarii de variabile intro integrala tripla care foloseste
transformarea punctuala regulata (6.65) este

/// f(z,y,2) dzdydz =
i

= abc /// f(apsinf sinp,bp sind sinp, cp cosh) p* sin 6 dpdddep.
)

(6.66)

6.7.4 Elementul de volum in coordonate curbilinii

Sa gasim expresia elementului de volum in coordonate curbilinii. Consideram
iarasi multimea masurabila Jordan V' in care am introdus un sistem de co-
ordonate curbilinii prin relatiile (6.53). Fie S frontiera lui V, ¥ frontiera
domeniului € si

u = u(s,t),
vo= (s t), (s,t) € D, (6.67)
w = w(s,t),

o reprezentare parametrica a suprafetei ¥, multimea de variatie a parame-
trilor curbilinii s si ¢ fiind compacti in IR?. Atunci, suprafata S va fi data
parametric prin

y = y(s,t) = ¥(uls,t),v(s,t),wis,t)), (s,t) € D. (6.683)
z = z(s,t) = x(u(s,t),v(s, 1), wis, 1)),
Daca folosim expresia volumului multimii cubabile V' cu ajutorul unei

integrale de suprafata de al doilea tip si tinem cont de formula de calcul a
acestel integrale de suprafata, avem

)

(s,t)dsdt. (6.69)

Folosind regula de derivare a functiilor compuse (6.68), se poate verifica prin
calcul direct ca
D(z,y) _ D(z,y) D(u,v) D(z,y) D(v,w) D(z,y) D(w,u)

D(s,t) - D(u,v) D(s,t) * D(v,w) D(s,t) = D(w,u) D(s,t)
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si deci expresia volumului multimii V' devine
D(z,y) D(u,v)
IV o= + // :
Yo /s Z(D(u,v) D(s,t)+
D(r,y) D(v,w) . D(r,y) D(w,u)

D(v,w) D(s,t)  D(w,u) D(s,t)

Daca tinem cont de regula de calcul a integralei de suprafata de al doilea tip
obtinem ca

) (s,t)dsdt.

D(z,y) D(z,y) D(z,y)
e : i |
vol V' ) z D, v) dudv + z Do, w) dvdw + z D{w, ) dwdu

Aplicand formula integrala a Gauss—Ostrogradski, se gaseste ca expresia volu-
mului multimii V' este integrala tripla

volV =+ /// (2.9, 2 (u, v, w) dudvdw
D(u,v,w)

sau, echivalent,

volV /// ’D ki (u, v, w) dudvdw

Folosind formula de medie pentru integrala tripla, obtinem

D(z,y,2)
D(u,v,w)
Acest rezultat impreuna cu procedeul utilizat la demonstratia formulei de

schimbare de variabile in integrala dubla ne conduce la demonstratia teoremei
care da formula schimbarii de variabile in integrala tripla.

volV =

’(uo,vo,wo) vol Q

6.7.5 Schimbarea de variabile in integrala tripla

Teorema 6.7.1 Fie domeniul compact ), inclus in spatiul (u,v, w), cu fron-
tiera o suprafatda inchisa, neteda pe portiuni si

r = p(u,v,w),

T Yy = ¢(U7U>w),

z = X(uJ U7w>7
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o transformare punctuala requlata care transporta domeniul Q0 in domeniul
V. Daca f:V — IR este o functie continua, are loc egalitatea

JJ[ £,z dwdyaz =

:///f(@(U, v, w), ¥(u, v,w)7X<U,v,w)) ‘m’(u,v, w)dudvdw

numita formula schimbarii de variabile in integrala tripla sau formu-
la de transport.

Daca se folosesc coordonatele cilindrice, formula schimbarii de variabile
devine

/V// f(z,y, 2) dedydz :/Q// f(r cosp,r sing, z)rdrdedz, (6.70)

unde €2 este o submultime a intervalului tridimensional nemarginit
[0, +00) x [0,27) X (—00, +00).

Daca intro integrala tripla implicam schimbarea de variabile care uti-
lizeaza coordonatele sferice, formula schimbarii de variabile devine

[ #w..2) dedyaz -

(6.71)
:/// f(psin® cos g, p sinf sin g, p cos ) p* sin O dpdfdep,
Q
unde () este o submultime a intervalului tridimensional nemarginit
[0, +00) x [0,27) x [0, 7]. (6.72)

Exercitiul 6.7.1 Folosind metoda schimbarii de variabile in integrala tripla
sa se calculeze
I :/// (2% +y* + 2%) dwdydz,
v

unde V' este bila inchisa de raza R cu centrul in origine.
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Solutie. Multimea punctelor apartinand domeniului de integrare au coor-
donatele carteziene x, y, z astfel incat

PP+ 22— R*<0.

Forma domeniului cat si expresia integrantului sugereaza folosirea coordo-
natelor sferice (6.61). Transformarea punctuala definita cu ajutorul coor-
donatelor sferice are jacobianul (6.62) astfel ca , utilizand formula (6.71),

integrala I devine
I :/// pt sin 0 dpdfde,
Q

unde noul domeniu de integrare se vede simplu ca este intervalul tridimen-
sional

Q=10,R] x [0,7] x [0,27).

Aplicand formula de calcul a unei integrale triple pe un interval tridimen-
sional, obtinem

R s 2 4 5
I:/ p4dp~/ sinfdf - dp = i :
0 0 0 5)

De remarcat ca, folosind schimbarea de variabile in integrala tripla, valoarea
integralei I s—a determinat foarte usor. [ |

Exercitiul 6.7.2 Sa se calculeze integrala tripla

dxdydz
=]
J 22 +y? 4 22

unde V' este mulfimea situata in semispatiul supertor z > 0, confine o porti-
une din semiaxa pozitivi Oz si este delimitatd de sferele x® + y? + 22 = 1,
2?2+ 1y + 22 =9 si de conul z = /22 + 92

Solutie. Utilizam din nou coordonatele sferice. De data aceasta multimea
V' este intervalul tridimensional

Q= [1,3] x [0,7/4] x [0,27).
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Aplicand formula schimbarii de variabile in integrala tripla in cazul cand se
utilizeaza coordonatele sferice, gasim

3 w/4 2
[z///psin@dpd@dgo:/ pdp / sinfdf - dp =
1 0 0
Q

P 3 w/4 2w
= ?‘ (—COSQ) -gp‘o :
Efectuand calculele finale, constatam ci I = 47(2 — v/2). u

Exercitiul 6.7.3 Sa se calculeze integrala tripla

I :/// (2% + y*) dodydz,

unde V' este portiunea din coroana cilindrica marginita de cilindric circulari
coaviali 2* +y?> =4, 2> +y* =9 si de planele z =0 si z = 1.

Solutie. Atat expresia integrantului cat si forma domeniului V' sugereaza
utilizarea coordonatelor cilindrice (6.57). Noul domeniu de integrare va fi

Q= [2,3] x [0,27) x [0, 1.

Aplicand formula (6.70), obtinem

3 o 1
]:///T3drdg0dz:/r3dr-/ dgo-/dz:407r.
2 0 0
Q

Si in acest exemplu valoarea integralei s—a determinat foarte usor. [ ]

Exercitiul 6.7.4 Sa se calculeze integrala tripla

2

= G s )

unde mulfimea de integrare V' este

V ={(r,y,2) € R*: 1§x——|——+2—<4}.
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Solutie. In acest caz se folosesc coordonatele polare generalizate definite de
(6.65). Multimea € care, prin transformarea punctuala regulata (6.65), este
dusa in multimea V' din enuntul exemplului este intervalul tridimensional

Q={(p0,p)eR*: 1<p<2 0<0<m 0<¢<2n}

din spatiul (p, 0, ¢). Folosind formula (6.66) deducem ca I se calculeaza cu
ajutorul integralei triple

I = abc /// p* sin 0 dpdfdyp
Q

a carel valoare se constata simplu ca este I = 4mwabc/5. n

Exercitiul 6.7.5 Sa se calculeze integrala tripla

1 :/// 22 dedydz,
v

unde V' este domeniul marginit de suprafetele:

z=ay?, z=0by? (0<a<b)
z=ax, z=p0z, (0<a<p)
z=0, z = h,

situat in semispatiul y > 0.

Solutie. Analiza enuntului sugereaza schimbarea de variabile

z

u = —
27
Y

v=—, w=z,

z
x
domeniile de variatie ale noilor coordonate fiind

u € la,b], vela,pf], z€][0,n].

Rezolvand pe z, y si 2z in functie de u, v §i w, gasim

w w
rT=—, Yy=4/—, zZ=w.
v U
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Avem doua posibilitati de a calcula jacobianul care intra in formula
schimbarii de variabile in integrala tripla. Pe oricare cale se gaseste

D(x,y, z2) 1 wyw
D(u,v,w) 2 v2u\/u’

Teorema schimbarii de variabile in integrala tripla si formula de evaluare
a integralei triple pe un interval tridimensional inchis conduc la concluzia ca
valoarea integralei I este egala cu produsul integralelor simple de mai jos

/b du /ﬁdv / W@ dw.

Calculand integralele definite obtinem in final ca valoarea integralei triple I
este 9 1 1 )

- B _ 4

=l wa Ve

Din nou se remarca simplificarea evidenta a calculelor cand se alege o
schimbare de variabile adecvata. [ ]

(u,v,w) = —

6.8 Aplicatii ale integralei triple

Consideram acum unele probleme tipice care implica calculul unor integrale
triple.

6.8.1 Calculul volumelor

Daca o figura spatiala V' are volum, valoarea integralei triple

/ / dwdyd: (6.73)

se constata ca este volumul lui V. intradevér, aceasta afirmatie rezulta fie
din proprietatile integralei triple fie analizand sumele integrale corespunza-
toare unei diviziuni oarecare ocazie cu care se constata ca oricare din aceste
sume este egala cu volumul lui V' i ca atare limita pentru norma diviziunii
tinzand la zero a unui sir de sume integrale corespunzatoare este volumul
lui V. Integrala tripla este mai convenabil de folosit decat integrala dubla,
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cand se pune problema calcularii volumului unei figuri spatiale cubabile caci,
dupa cum se vede din (6.73), cu ajutorul ei se poate determina volumul
oricarei multimi cubabile, pe cand, cu integrala dubla se poate determina
doar volumul unui cilindroid.

6.8.2 Masa si centrul de greutate ale unui solid

In acelagi mod cum am introdus unele corpuri materiale putem introduce
si aici notiunea de solid. Prin solid se intelege ansamblul dintre o multi-
me masurabila Jordan V' numita configuratia solidului si o functie p reala,
cu valori pozitive, continua pe V| care se numeste densitatea de volum a
solidului.

Daca functia p este constanta, solidul se numeste omogen. In cazul solidu-
lui omogen masa sa este data de produsul dintre valoarea constanta py a
densitatii si volumul lui V.

Produsul dintre valoarea densitatii intrun punct M(x,y,z) € V si ele-
mentul de volum al lui V' se numeste element de masa si se noteaza cu dm.
Deci

dm = p(z,y, z) dedydz. (6.74)

Procedand asemanator ca la firul material, placa materiala sau panza
materiala constatam ca masa solidului definit mai sus este data de egalitatea

masa V' :/// p(x,y, z) dedydz (6.75)
1%

sau de egalitatea
masa V :/// dm. (6.76)
1%

Coordonatele g, yg si zg ale centrului de greutate G al unui solid de
configuratie V' si densitatea de volum p sunt date de egalitatile

v = e [[fwim o= e [[[ v
¢ masaV Tam, yG_masaV yam,
v v
1
ZG:masaV /V//de

(6.77)
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Daca notam cu rg vectorul de pozitie a centrului de greutate si cu r vectorul
de pozitie al unui punct curent M (z,y, z) € V, constatam ca relatiile (6.77)
se pot scrie in forma vectoriala

1
-~ /V// rdm. (6.78)

In cazul solidului omogen expresiile coordonatelor centrului de greutate
sunt mai simple caci fractiile de mai sus se pot simplifica prin valoarea con-
stanta py a densitatii. Avem

1 1
16 = vol V /// vdv, Yo = volV /// ydv,
v v
1
o= Jlf 2
v

unde dv = dxdydz este elementul de volum al lui V. Forma vectoriala a
acestor egalitatilor (6.79) este

re = V;V /V// rdv. (6.80)

6.8.3 Momente de inertie ale unui solid

(6.79)

Momentele de inertie fata de axele Oz, Oy, Oz ale solidului de configura-
tie V' si densitate de volum p, se vor nota cu aceleasi simboluri ca la panze
materiale gi sunt date de egalitatile:

I, = /// (v + 22)p(a,y,2) dv = /// (y? + 2%)dm;
I, = /// (22 + 2B p(z,y, 2)dv = /// (22 + 2% dm; (6.81)
I, = /// (2 +y°)pla,y, 2)dv = /// (z° + y*)dm.

Cand densitatea de volum este constanta si egala cu py > 0, formulele de
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mai sus devin

Ix:po/// (v + 2%) do; Iy:po/// (2% + 2%) du;
Iz:po///(azery?)dv.

Momentele de inertie ale solidului neomogen de configuratie V' si densitate
de volum in raport cu planele de coordonate Oxy, Oyz, Ozz, notate cores-
punzator cu Iy, I,. si I.,, au expresiile date de integralele triple:

I, = /V//pz2dv = /V// 2* dm;
I, = /V//pﬂn2 dv = /V// z? dm; (6.82)
I, = // pyidv = // y* dm.

Daca solidul este omogen cu densitatea constanta pg, in locul formulelor
(6.82) avem

Izy:pO///Zde; ]yZ:pO///J:ZdU; ]xz:p()///dev
%4 \% \%

In fine, momentul de inertie in raport cu originea reperului este

Io :/// (2% + y* + 2*) dm, (6.83)
v

cand solidul este neomogen, iar in cazul ca ar fi omogen acelasi moment de
inertie al solidului va fi dat de expresia

Io = po /// (22 + > + 22 dv.
1%
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6.8.4 Potentialul newtonian al unui solid

Potentialul newtonian sau gravitational al unui punct material de masa m

se defineste prin formula
m

UZ*?
r

unde r este distanta de la punctul material pana la punctul din spatiu in care
se considera potentialul. In cazul unui solid de configuratie V' si densitate de
volum p, potentialul newtonian in punctul My(zo, Yo, 20) va fi dat de formula:

/// p(x,y, z) dedydz
53073/0720
\/ (x — xg

(y —y0)% + (2 — 20)%

6.8.5 Atractia exercitata de catre un solid

Se gtie din fizica ca fiind date doua puncte materiale M; si M, de ponderi
my §i mo si vectori de pozitie ry si respectiv ro, marimea fortei de atractie
dintre cele doua puncte materiale este data de formula

myms

F =

v — 1“2||27

unde A este o constanta, iar

[T = raf| = \/(371 —x2)? 4+ (41 — y2)? + (21 — 22)?

este distanta euclidiana dintre punctele Mi(x1,y1, 21) s Ma(x2, Yo, 22).
Forta F'5 cu care punctul material M este atras de catre punctul material
M, este data de formula

miy ma

F12 = )\ (I’l — I‘Q).

[r1 — 123

Daca Xi9, Y12, Z12 sunt coordonatele fortei de atractie, expresiile acestora
sunt date de

AR US) myms
Xiy = A (= 1), Yig = Ar oy —
Ziz = M (5 = ).

[r1 — 123
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Sa consideram acum un punct material My(zg, Yo, 20) de masa m si un
solid de configuratie V' si densitate de volum p. Avand la dispozitie cazul
particular prezentat mai sus gi cunoscand mecanismul introducerii notiunii
de integrala tripla ajungem la concluzia ca forta F cu care M, este atras de
catre solid este data de integrala tripla

F = )\m/// Py, 2 5 (r — rg) dedydz,
[[r — ol

r=xit+yj+zk, ro=xol+yoj+ 20k,

unde

iar ||r — ro|| este norma euclidiana a vectorului r — rg

e —roll = /(2 — 0)2 + (y — 90)? + (2 — 20)2.

Coordonatele F,, F, si F, ale vectorului F sunt

F, = /\m/// ||rx—yr’0||3 (x — xo) dedydz,
x 'Y, %
F, = )\m/// ||r—r0||3 (y — yo) dedydz,

F, = )\m/// Py, 2 3 (z — 20) dxdydz.
[r — ro|

Exercitiul 6.8.1 Sa se calculeze cu ajutorul integralei triple, volumul figurii
spatiale V' situata in semispatiul superior z > 0 si marginita de suprafetele:

unde 0 < a < b.

Solutie. Cele trei suprafete care marginesc figura spatiala V' sunt: primele
doua, sfere concentrice cu centrul in origine, de raze a si b; iar a treia, con
circular cu varful in origine si axa de rotatie axa Oz, avand generatoarele
inclinate cu 45 de grade fata de axa Oz. Corpul este portiunea din coroana
sferica limitata de cele doua sfere continuta in panza superioara a conului.

Volumul acestei figuri este Vol V' = / / / dzxdydz, iar pentru calculul integralei



354 Ion Craciun

triple folosim coordonatele sferice. Terna ordonata (p, 0, ¢) ia valori in in-
tervalul tridimensional inchis 2 = [a,b] x [0,7/4] x [0,27], iar jacobianul
transformérii este J = p?sin 6. Prin urmare, avem

b w/4 2m
Vol V :/// 0% sin Odpdfdyp = / pidp - / sin 6d0 - dyp =
a 0 0
O

(2 = V2) (B — a?)
: .

Exercitiul 6.8.2 Sa se afle coordonatele centrului de greutate al unui solid
omogen marginit de panza unui con circular drept, avand unghiul de la varf
egal cu 2a si de o sfera de raza R cu centrul in varful conului.

Solutie. Alegem originea sistemului de axe in varful conului si axa Oz dupa
axa de simetrie a conului.

Trebuie determinata mai intai masa solidului V. Fiind omogen si con-
siderand ca densitatea este egala cu unitatea, masa solidului va fi egala cu
volumul sau. Pentru calculul volumului folosim coordonatele sferice in care
terna (p, 0, ) ia valori in intervalul tridimensional inchis = [0, R] x [0, a] X
[0, 27]. Avem

R « 2w
VolV = /// 0* sin@dpd@dwz/ dep~/ sin9d9-/ dp =
0 0 0
Q

4TR? L«
= sin® —.
3 2

Coordonatele x¢g, yg $i zg ale centrului de greutate G al solidului sunt
date de integralele triple:

1 1
s [ it s g [
1% 1%

_ ! / / / dadyd
Zq = V()IV J zax y Z.

Solidul fiind omogen si avand planele de coordonate Oxz si Oyz ca plane
de simetrie, rezulta ca r¢ = yg = 0. Pentru calculul integralei triple de la
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numaratorul cotei centrului de greutate trecem la coordonate sferice. Avem

R «@ 27 Q Q
/// zdxdydz = / p3d,0/ sin 6 cos 6d6 do = TR*sin? — cos® —.
0 0 0 2 2
v
3R
Prin urmare, zg = e cos? %. |

Exercitiul 6.8.3 Sa se gaseasca momentul de inertie in raport cu axa Oz a
solidulur de configuratie bila de raza a cu centrul in origine V' gi densitatea
de volum

plx,y,z) = 2%+ y* + 27

Solutie. Momentul de inertie de determinat este in acest caz
I :/// (2% +y*) (2 + ¥ + 2°) dadydz.
1%

Pentru calculul integralei triple trecem la coordonate sferice gi gasim

I, :/// p®sin® 0 dpdfde,
Q

unde €2 este intervalul tridimensional [0, a] x [0, 7] x [0,27). Scriind ultima
integrala tripla ca o iteratie de integrale simple, obtinem

a s 2
I, :/ p®dp / sin® 6 / dp.
0 0 0

Efectuand integralele simple de mai sus giasim I, = 87 a’/21. [ |

Exercitiul 6.8.4 Sa se determine momentele de inertie in raport cu planele

de coordonate ale solidului omogen avand configuratia domeniului V- marginit
2

de suprafetele de ecuatii z = ¢ > 0 gi — + vo_ situat in semispatiul

a

b2 2’
z > 0.

Solutie. Considerand ca py = 1, cele trei momente de inertie cerute sunt:

I,. :/// w2dedydz; Ly :/// v dedydz; Iy :/// 22dxdydz,
1% 1% v
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unde domeniul de integrare este portiunea din interiorul panzei superioare a
2 2
. . ) .
conului de ecuatie — + = = —, situat sub planul z = c.
Pentru calculul fiecarei din cele trei integrale vom folosi faptul ca domeniul
de integrare este simplu in raport cu axa Oz, deoarece el se poate scrie ca

2 2
V:{(x,y,z)ERS ; c\/$—+z—2<z<c (m,y)eDwy},

unde D,, este proiectia lui V' pe planul Oxy, care se poate reprezenta ca

2 . ?/
Cu alte cuvinte, D,, este domeniul plan marginit de elipsa din planul Oxy,
cu centrul de simetrie in originea reperului Ozyz si semiaxele egale cu a si b.
Vom scrie integralele triple care dau momentele de inertie fata de planele de

coordonate ca iteratii de integrale, prima simpla, in raport cu z, intre limitele

2 2
x— + 2 si ¢, iar a doua, dubla, pe domeniul D,,. Avem:
2
1. —//:17 dmdy/ dz:c// 2)dxdy,
Day A Dy ’

L, _// dxdy/ o < // 1/ ’Z;)g)dxdy

Dzy Dzy

Aceste integrale duble se calculeaza utilizand coordonatele polare gene-
ralizate in plan si gasim:
madbe mabdc mabc?

Y 20 20 Y 5




Capitolul 7

Ecuatii diferentiale ordinare

7.1 Cateva generalitati despre ecuatii dife-
rentiale ordinare

In cele ce urmeaza I este un interval din multimea IR a numerelor reale, Y
este o multime oarecare a spatiului R"™', n € IN*, si

F:IxY —IR

este o functie reala continua, de n + 2 variabile reale, avand ca argumente
variabila reala = € I, functia reala y : I — IR si derivatele sale pana la
ordinul n inclusiv 4/, 3", - - -, y™.

Definitia 7.1.1 Relatia
F(x7y7y/7"'7y(n)>zo (71)

se numeste ecuatie diferentiala ordinara, de ordinul n, daca se cere sa
se determine functiiile

v:1— R, (7.2)

derivabile pana la ordinul n inclusiv, astfel incat

Definitia 7.1.2 Functia reala de variabila reald (7.2), de n ori derivabild,
care satisface identitatea (7.3) se numeste solutie a ecuatii diferentiale (7.1).

357
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Presupunand ca este posibila rezolvarea in raport cu derivata de ordinul
n, ecuatia (7.1) se poate reduce la forma explicita sau forma normala

y™ = flz,y,y, -y ). (7.4)

Definitia 7.1.3 FEcuatia diferentiala corespunzatoare cazului n = 1 se nu-
meste ecuatie diferentiala ordinara de ordinul intai.

Observatia 7.1.1 Forma implicita a unei ecuatii diferentiale ordinare de
ordinul intar este

F(z,y,y") =0, (7.5)

war forma normala sau forma explicita a sa este
y = f(z,y). (7.6)

Deoarece ecuatiile diferentiale reprezinta in multe situatii modelarea ma-
tematica a unor fenomene evolutive gi ca aceste fenomene sunt in general
continue, vom presupune ca functia F' din ecuatiile (7.1) si (7.5) precum si
functia f din (7.4) si (7.6) sunt continue pe domeniile lor de definitie.

Exemplul 7.1.1 FEcuatia
y =sinz

are familia de solutii
y=o¢(x,C)=—cosz+C, z€R,

unde C este o constanta arbitrara. ]

Exemplul 7.1.2 Fie f o functie reala de variabila reala, definita si continua
pe un interval I C IR. Toate solutiile ecuatiei diferentiale ordinare de ordinul
intas

y' = f(z) (7.7)

sunt de forma

o(O): I — R, ¢(x,C)=C+ / F(t)dt. (7.8)
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Intr-adevir, f fiind functie continua pe I, este integrabila si admite primitive
pe I. A determina primitivele functiei f inseamna a gasi toate functiile vy,
definite gi derivabile pe I, care satisfac egalitatea (7.7). Cu alte cuvinte,
primitivele functiei f sunt solutiile ecuatiei diferentiale (7.7).
Se stie ca functia
xX
F:I—R, F@%i/f@Ma(erL zo € I, fixat, (7.9)
xo
este o primitiva pe [ a functiei f si ca orice doua primitive ale lui f difera
printr—o constanta arbitrara C. De aici deducem ca toate primitivele functiei

f se pot scrie in forma
x

y:C+/f@ﬁ. (7.10)

0

In acest caz, functiile (7.8), deduse din (7.10) pentru fiecare valoare a
constantei arbitrare C, reprezinta toate solutiile ecuatiei diferentiale (7.7). m

Exemplul 7.1.3 Ecuatia diferentiala ordinara de ordinul inta:
y=ay +y'? (7.11)
are ca solutii functiile
y=Cr+C?* zckR, (7.12)

unde C' este o constanta arbitrara.

intr—adevér, prin verificare directa se constata ca, oricare ar fi valoaraea con-
stantei C, functia din membrul al doilea al relatiei (7.12) verifica identic
ecuatia diferentiala (7.11).

Din punct de vedere geometric, relatia (7.12) reprezinta o familie de
drepte cu panta variabild C' si ordonata la origine egala cu C?. Pentru C' = 1,
din (7.12) obtinem solutia

y=x+1 (7.13)

care in reperul Oxy este o dreapta paralela cu prima bisectoare. [ |

Exemplele de mai sus conduc la introducerea unei alte notiuni.
Definitia 7.1.4 Daca solutiile ecuatiei (7.5) sau (7.6) se pot pune sub forma
y=p(xC), zel, (7.14)

unde C' este o constanta arbitrard, atunci (7.14) se numeste solutia gen-
erala a ecuatiei diferentiale corespunzatoare.
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Definitia 7.1.5 Se numeste solutie particulara a ecuatiei diferentiale or-
dinare (7.5) sau (7.6) functia

?/:SO(%CO)a .Te[, (715)

obtinuta din solufia generala (7.14) prin atribuirea valorii concrete Cy con-
stantei arbitrare C.

Observatia 7.1.2 Fcuatia (7.7) are solutia generala (7.10). Solutia generald
a ecuatiei diferentiale (7.11) este (7.12), iar (7.13) reprezintd o solutie par-
ticulara a acesteia. Functia
1
y=— 1m2, r € IR,
este , de asemenea, solutie a ecuatiei diferentiale (7.11) care nu se poate
obtine din solutia generala.

Definitia 7.1.6 O solufie a ecuatiei diferentiale (7.5) sau (7.6) care nu se
poate obtine din solutia generala a acesteia prin particularizarea constantet
arbitrare se numeste solutie singulara.

O solutie a unei ecuatii diferentiale de ordinul intai are drept grafic o
curba plana numita curba integrala. Solutia generala a unei ecuatii diferen-
tiale este o familie uniparametrica de curbe integrale.

Este posibil ca solutia generala a ecuatiei diferentiale (7.5) sa se scrie in
forma

O(z,y,C) =0. (7.16)

Relatia (7.16) se numeste integrala generald a ecuatiei diferentiale (7.5)
sau (7.6).

Solutia generala a unei ecuatii diferentiale poate fi data si parametric,
printr—un sistem de forma

x=p(tC),
{yzz(t,C). (7.17)

Observatia 7.1.3 Fcuatia diferentiala (7.5) poate avea mai multe solutii
generale. De exemplu, ecuatia diferentiala

y? = f(x),
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unde f este continua $i menegativa pe un interval real I, are doud solutii

generale . x
y=01+/gcomdt st yZCz—/xO\/%dt

Presupunem ca @ : D C IR> — IR\ {0} este o functie continua. Daca
inmultim ambii membri ai ecuatiei diferentiale (7.6) cu factorul nenul Q(x,y)
gasim ecuatia diferentiala echivalenta

Notand
si utilizand pentru derivata unei functii notatia lui Leibniz
dy
= = 7.20
V= (7.20)

ecuatia diferentiala se transcrie in forma
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0, P,Q € C°(D). (7.21)

Cand expresia din membrul intai a ecuatiei (7.21) este diferentiala unei
functii reale de doud variabile, pe multimea deschisd D C IR?, acesteia i se
spune ezpresie diferentiald exacta. Se poate afirma ca (7.21) este o alterna-
tiva de prezentare a ecuatiei diferentiale ordinare de ordinul intai sub forma
normala (7.6) care, cu notatia (7.20), se poate prezenta sub forma echivalenta

dy

—= = f(z,y). 7.22

Y= fy) (722
Alternativa mai sus prezentata are avantajul ca, la nevoie, putem consid-

era y ca variabila independenta, caz in care ecuatia diferentiala corespunza-

toare se scrie

— =g¢(y,x), unde g(y,z)= (7.23)

f(z,y)’

functia necunoscuta fiind x.
Fiecarui punct (zo,y0) € D ii corespunde o directie de coeficient unghiular

y6 = f(l“o,yo);
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fiecarei directii 1i corespunde o dreapta

Y—"% :?Jé(x—xo)

care trece prin punctul (zo,yo) si are panta m = y); prin urmare, ecuatia
(7.22) asociaza fiecarui punct din D o directie (dreapta); avem astfel in D
definit un camp f de directii.

Sa presupunem ca y = ¢(x), (z,y) € D este o solutie a ecuatiei (7.6).
Graficul functiei ¢ este o curba integrala in D care are proprietatea ca, in
fiecare punct al ei, tangenta are ca directie valoarea campului f in punctul
considerat.

Definitia 7.1.7 Problema determinarii solutiei (7.2) a ecuatiei diferentiale
(7.6) care pentru x = xq ia valoarea data yo, se numeste problema Cauchy,
war conditia

o(x0) = Yo, (7.24)

se numeste conditie initiala sau data initiala.

Observatia 7.1.4 Din punct de vedere geometric, problema Cauchy pentru
ecuatia diferentiald (7.6), cu conditia initiald (7.24), inseamnd determinarea
acelei curbe integrale a ecuatiei diferentiale (7.6) care trece prin punctul de
coordonate (o, Yo)-

Exemplul 7.1.4 Solufia problemei Cauchy pentru ecuatia diferentiala (7.7)
cu conditia initiala (7.24), este

y=yo+ /x: f(t)dt (7.25)

Intr-adevar, solutia generala a ecuatiei diferentiale (7.7) am vazut ca este
(7.10). Daca vom cauta solutia care pentru x = x, ia valoarea y, vom obtine

o = C + / " ot =, (7.26)

deci C' = yp. |

Observatia 7.1.5 Formula (7.25) arata ca (¥) (zo,%0) € I X IR existd o
solutie unica a ecuatiei (7.7) care satisface conditia initiala y(xo) = yo. Cu
alte cuvinte, prin orice punct din intervalul nemarginit bidimensional I x IR
trece o curba integrala si numai una.
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Teorema de mai jos arata in ce conditii solutia problemei Cauchy pentru
ecuatia diferentiala (7.6) cu conditia initiala (7.24) exista si este unica.

Teorema 7.1.1 Presupunem verificate urmatoarele condifii:

o functia reala f este definita si continua pe intervalul inchis bidimen-
sional
L={(z,y) € R*: |o ol < a, ly—yo|l <0}

o functia f este lipschitziana ca functie de y pe multimea I, adica exista
o constanta pozitiva L astfel incat

|f(x,y1) - f(x7y2)| < L|y1 - y2|7 (V) ('r?yl)? (l’,yg) € I (727)

In aceste conditii, existd o solutie unicd y = y(x) a problemei Cauchy pentru
ecuatia diferentiala (7.6) cu conditia initiala (7.24), definita pe intervalul
| — xo| <9, unde

d = inf {a,]\l}}; M =sup{|f(z,y)| : (z,y) € L1}

Desigur, solutia problemei Cauchy pentru ecuatia (7.6), cu conditia initi-
ala (7.24), este o solutie particulara a ecuatiei diferentiale ordinare de ordinul
intai sub forma normala (7.6).

Asadar, multimea solutiilor tuturor problemelor Cauchy ale ecuatiei di-
ferentiale (7.6) constituie solutia generala a ecuatiei (7.6) in domeniul D.

Totalitatea solutiilor particulare ale unei ecuatii diferentiale ordinare de
ordinul intai sub forma normala depinde de o constanta arbitrara. Putem
arata ca, invers, orice familie de curbe plane

g(x,y,C) =0, (x,y) €D, (7.28)

cu g continua si derivabild partial in D, verifica In D o ecuatie diferentiald
ordinara de ordinul intai. Intr-adevéar, considerand ca in (7.28) y este functie
car e depinde de z si derivand in raport cu variabila x, avem

9g 9g

= ,C "2 (z,y,C) =0. 7.29

5 DY )+yay(:vy ) (7.29)

Eliminarea constantei C' din relatiile (7.28) si (7.29) conduce la o ecuatie

diferentiala de forma (7.5).
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Exercitiul 7.1.1 Sa se determine ecuatia diferentiala a familiei de curbe
y=Cz+ f(C). (7.30)

Solutie. Derivand in raport cu z in (7.30), gasim 3’ = C. Eliminand con-
stanta C' Intre acest rezultat si (7.30) obtinem ecuatia diferentiala de ordinul
intai

y=zy + ), (7.31)

care se numeste ecuafie diferentiala de tip Clairaut. [ ]

Definitia 7.1.8 Prin problema Cauchy asociata ecuatiei diferentiale

de ordinul n (7.4) se intelege determinarea unei functii y = @(x) care
satisface ecuatia
P (x) = f(z, (), (2), -, " V), V)zelcR  (7.32)
st verifica conditiile initiale
p(x0) =y, @'(w0) =13, -, " V(wo) = yp, (7.33)
unde vo € I i 40, y9,- -+, Y0 sunt fizate.

Sa consideram ecuatia diferentiala de ordinul n sub forma normala (7.4)
si sa presupunem ca s—a obtinut o solutie

y:@(.T,Cl,CQ,"‘,Cn) (734)
care depinde de n constante Cy, Cy, ---, C,,.
Definitia 7.1.9 Daca functia (7.34) are urmatoarele proprietati:

1. este solutie a ecuatiei diferentiale (7.4) oricare ar fi punctul de coordo-
nate (Cy,Csy, -+, Cy) luat dintr-un anumit domeniu A C IR"™;

2. existd $i este unicd n—upla (CY,C9,--- C°%) € A astfel incat
y=p(,C1,Cy, -, C)
sa fie solutia problemei Cauchy a ecuatiei diferentiale (7.4), cu condi-
tiile inifiale (7.33), unde
(0, 415 Y2: "+, )

este un punct oarecare din multimea D C IR™™, domeniul de definitie
al functiei f din membrul doi a ecuatiei diferentiale (7.4),



Capitolul 7 — Ecuatii diferentiale ordinare 365

atunci (7.34) se numeste solutia generala a ecuatiei diferentiale (7.4) in
domeniul D.

Definitia 7.1.10 A integra o ecuafie diferentiala inseamna a determina
toate solutiile sale.

7.2 Ecuatii diferentiale ordinare, de ordinul
intai, integrabile prin cuadraturi

In cele ce urmeaza vom prezenta cateva tipuri de ecuatii diferentiale ordinare
de ordinul intai ale caror solutii generale se pot determina prin operatii de
integrare sau cuadrare.

7.2.1 Ecuatii diferentiale cu variabile separate
Definitia 7.2.1 O ecuatie diferentiala de tipul
P(x)dx + Q(y)dy = 0, (7.35)

unde P : Iy — IR $1 Q) : Is — IR sunt functii reale continue date pe intervalele
reale I1 st I5, se numeste ecuatie diferentiala ordinara, de ordinul intai,
cu variabile separate.

Teorema 7.2.1 Functia F': I, X Is — IR, cu valorile date de

xT

Fle,y) = [ Ptdt+ [ Qu)dt, (wo,m0) € I x I (7.36)

Zo Yo

este diferentiabila pe interiorul multimii Iy X Is si are proprietatea
dF (z,y) = P(z)dx + Q(y)dy. (7.37)

Demonstratie. Existenta lui F este asigurata de continuitatea functiilor P
si Q. In plus,

Loy = L [Pty = Pe)

zo

OF d v (7.38)

oy ©Y) = gy ) @ = Q).
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Avand 1n vedere ca
oF oF
F = - .
dF (z,y) = 5—(z,y)dz + 9y (z,y)dy, (7.39)

din (7.38) si (7.39) rezulta (7.37). n

Teorema 7.2.2 Fiecare solutie

y = ¢(), (7.40)

a ecuatiei diferentiale cu variabile separate (7.35), cu graficul cuprins in I; X
15, satisface relatia

F(z,p(zx)) =C (7.41)

pentru o anumita constanta C. Reciproc, daca ecuatia F(x,y) = C defineste
pe y ca functie implicita diferentiabila de variabila x, atunci aceasta functie
este o solutie a ecuatiei diferentiale cu variabile separate (7.35).

Demonstratie. Presupunem ca

y=o¢(x), € (ab) CI (7.42)
este o solutie a ecuatiei diferentiale cu variabile separate (7.35) astfel incat
sa avem

(x,0(x)) € [ x I, (V)x € (a,b). (7.43)
Sa aratam ca
F(z,o(z))=C, (V)x € (a,b). (7.44)

Pentru aceasta consideram functia compusa

g:(a,b) = R, g(x)=F(z,¢(x)) (7.45)
si derivata ei oF oF
g'(z) = 5y (@) + afy(%w(ﬂ?))sd(w)' (7.46)

Folosind acum in (7.46) rezultatul (7.38) precum si varianta

P(x) + Qp(x)¢'(x) =0, (V) z € (a,b) (7.47)
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a faptului ca (7.42) este o solutie a ecuatiei (7.35), deducem

g'(z) = P(x) + Q(p(x))¢'(x) =0, (V) € (a,b). (7.48)

Relatia (2.13) arata ca functia g este o constanta pe intervalul (a,b).
Astfel, orice solutie y a ecuatiei diferentiale cu variabile separate (7.35) sa-
tisface ecuatia carteziana implicita (7.44).

Sa presupunem acum ca ecuatia F(x,y) = C defineste pe y ca functie
implicita diferentiabila de x pe (a,b) € I;. Ecuatia (7.44) implica faptul ca
functia g din (7.45) este constanta pe (a,b). Rezulta

0=yg'(x) = Plx) + Q)Y (7.49)
Dand deoparte pe ¢'(z) din (7.49) deducem ca y este o solutie a ecuatiei
diferentiale cu variabile separate (7.35). [

Teoremele precedente sugereaza un procedeu practic de gasire a solutiei
generale a ecuatiei diferentiale cu variabile separate (7.35).
Familia de ecuatii carteziene implicite

x Yy
/ PWydt+ [ Q)dt =C, () (z,y) € I, x I, (7.50)
xo Yo
unde (xg, yo) este un punct fixat din intervalul bidimensional [; x I5, descrie
curbele integrale ale ecuatiei diferentiale cu variabile separate (7.35). Daca
impunem ca valorii x = xy sa —i corespunda y = o, din (7.50) rezulta C' =0
si deci solutia problemei Cauchy a ecuatiei diferentiale (7.35), cu conditia
initiala y(xg) = yo, exista si este unica. Aceasta solutie este functia definita
implicit de ecuatia
@ y
/ P@ydt+ [ Qt)dt = o. (7.51)

0 Yo
Exercitiul 7.2.1 Sa se integreze ecuatia diferentiala

dx +cly B
Vi—22 y+1

Solutie. Aplicand rezultatele de mai sus avem ca solutia generala a ecuatiei
(7.52) este

0, (z,9)€(—1,1) x (—1,+00). (7.52)

arcsinz +In (y + 1) = C. (7.53)

Sa observam ca ecuatia are si solutia y = —1; ea se obtine din integrala
generala (7.53) pentru C' — —o0. [
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7.2.2 Ecuatia diferentiala exacta

Fie D C IR® un domeniu plan simplu conex, si P: D — R, Q : D — IR
doua functii continue derivabile partial, prima in raport cu y, iar a doua in
raport cu variabila x.

Definitia 7.2.2 O ecuatie diferentiala de tipul
P(z,y)dz + Q(z, y)dy = 0, (7.54)

se numeste ecuatie diferentiala exacta daca functitle P si Q) satisfac in
D conditia
0P 0Q
- =% D. .
a9 (@,y) = 5 -(@y), (V) (x,y) € (7.55)

Teorema 7.2.3 Ecuatia diferentiald exacta (7.54) are solutia generald

x y
/ P(t,yo)dt + [ Q(z,t)dt = C. (7.56)
o Yo
Demonstratie. Fie A(zg,yo) € D, fixat astfel incat luand un punct oare-
care M(z,y) al domeniului si notand cu B punctul de coordonate (z, ),
segmentele de dreapta AB si BM sa fie incluse in D. Sa consideram functia
F : D — IR ale carei valori se calculeaza dupa regula

F(z,y) = / P(t,yo)dt + | Q(z,t)dt. (7.57)

o Yo

x

Folosind regula lui Leibniz de derivare a unei integrale depinzand de un
parametru constatam

L =rey. Lwy =y Weyep (75

dy
Deoarece functiile P si () sunt continue, deducem ca F' are derivate partiale
continue si deci este functie diferentiala pe D. Tinand cont de expresia
diferentialei de ordinul intai gi de (7.58), deducem

dF (z,y) = P(z,y)dz + Q(z,y)dy, (V) (z,y) € D. (7.59)

Agadar, membrul intai al ecuatiei (7.55) este diferentiala functiei F' din (7.57).
Din acest motiv denumirea ecuatiei diferentiale (7.54) este acea de ecuatie
diferentiala exacta.
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Folosind acum (7.54) si (7.59), avem

dF(z,y) =0, (V) (z,y) € D,

de unde

F(z,y)=C, (V) (z,y) €D. (7.60)
Tinand seama de (7.57) si (7.60) deducem ca solutia generala a ecuatiei di-
ferentiale exacte (7.54) este (7.56). ]

Corolarul 7.2.1 Solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia diferentiala
exactd (7.54), cu conditia initiald y(zo) = yo, unde (zo,vyo) € D, este

/m P(t, yo)dt + /yQ(:c,t)dt — 0. (7.61)

0 Yo

Demonstratie. Intr-adevir, alegand ca datele initiale xq si yo sa fie coordo-
natele punctului A, si impunand conditia ca pentru x = xy sa avem y = o,
din (7.56) deducem C' = 0. Ca urmare, solutia cautata este functia y = ¢(x)
definita implicit de ecuatia (7.61). n

Exercitiul 7.2.2 Sa se integreze ecuatia diferentiala
(32%y + sinz)dz + (2* — cosy)dy = 0.

Solutie. Aici P(z,y) = 32%y +sinz, Q(z,y) = 2° — cosy, (x,y) € R>.
Aceste functii sunt derivabile si

oP

n Q(x,y) = 322

0

2

(x,y) = 327, e
Derivatele partiale de mai sus fiind egale, ecuatia data este ecuatie diferen-
tiala exacta. Luand drept punct A(xg,yo) originea reperului cartezian Oxy,
deci zy = 0, yo = 0, i aplicand (7.56), deducem ca solutia generala a ecuatiei
date este . y

/0 sint dt +/0 (z° — cost)dt = C.

Efectuand integrarile care se impun mai sus, gasim ca solutia generala a
ecuatiei date este

cosz +siny — 23y +C—1=0, () (z,y) € R
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Din punct de vedere geometric, solutia generala este o familie de curbe plane
care umple tot planul. Prin fiecare punct al planului trece o curba integrala
si numai una. De exemplu, daca dorim sa rezolvam problema Cauchy a e-
cuatiei date cu conditiinitiala y(0) = 0, adica sa determinam curba integrala
care trece prin origine, gasim C' = 0 si deci solutia cautata este

cosx 4+ siny — 2%y — 1 = 0.

Functia reala definita implicit, in vecinatatea originii, de aceasta ecuatie
este o solutie particulara a ecuatiei diferentiale caci a fost obtinuta din cea
generala luand pentru constanta C' valoarea C' = 0. [ ]

7.2.3 Ecuatii diferentiale de ordinul intai care admit
factor integrant

Fie ecuatia diferentiala
P(x,y)dz + Q(z,y)dy = 0, (7.62)

unde P : D — IR, Q : D — IR sunt doua functii reale diferentiabile pe
un domeniu plan D C IR?. Daca expresia diferentiald Pdz + Qdy nu este o
diferentiala exacta, adica nu este indeplinita conditia

oP 80

?y(x’y) = %('T?y% (v) (x’y) €D, (763)

atunci ne propunem si cautim o functie p : D — IR? astfel incat expresia
diferentiala

w = p(x, y) Pz, y)de + p(z, y)Q(z, y)dy
sa fie o diferentiala totala exacta a unei functii reale de doua variabile reale.

Pentru aceasta, conform lui (7.63), ar trebui sa fie indeplinita conditia

5 (1. )Q(w0) = 5 (W) Ple), () ()€ D (o0

Definitia 7.2.3 Functia p : D — IR?, diferentiabild pe D C IR*, care
verifica ecuatia (7.64), se numeste factor integrant al ecuatiei (7.62).
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Prin inmultirea ecuatiei (7.62) cu factorul integrant u care satisface (7.64),
ecuatia (7.62) devine

u(z,y) Pz, y)dz + p(z, y)Q(z, y)dy = 0. (7.65)

Pentru ca (7.65) sa fie o ecuatie diferentiala cu diferentiala totala ex-
acta trebuie sa fie indeplinita relatia (7.64), care, dupa efectuarea derivatelor
partiale, devine

o ol oQ 0P
x,y)— — Plr,y)— + (— — — ) u(x,y) = 0. 7.66
Q.y)g, = Plyg, + ( S Jl@sy) (7.66)

Relatia (7.66) este o ecuatie cu derivate partiale de ordinul intadi, liniard
$t neomogenda, careia, in anumite cazuri, i se poate determina o solutie par-
ticulara.

De exemplu, daca o sa cautam un factor integrant care sa fie functie

numai de z, adica u = p(zx), deoarece ar_ 0, ecuatia (7.65) se reduce la

dy
Lodp_ 1,0P 09
1 dx_Q(ﬁy 8:6) (7.67)

1,0P 0
si determinarea lui p este posibila daca —(— — —Q> este functie numai
Q\ody O

de z. Intr-adevir, in (7.67) variabilele se separa si obtinem pe p printr—o
operatie de integrare

Inp(z) = / é(glyj - gg)dx (7.68)

Dupa determinarea factorului integrant u = p(z) (numai daca acest lucru
este posibil) se Inmultesc ambii membri ai ecuatiei (7.62) cu factorul integrant
(7.68) si ecuatia devine una cu diferentiala exacta a carei solutie generala gtim
ca este . y

[ n(@)P )t + p(a) [ Q. tydt = C.
0 0

In mod aseménitor, daci se ciuti un factor integrant p = p(y) functie

numai de y, din (7.65) avem

1 dp 1(8Q ap)

,u dy_?

or Oy
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si determinarea lui pu = pu(y) este posibila daca

L2 _ofy
P\oxr 0Oy
este functie numai de y. Daca aceasta conditie este indeplinita obtinem pe

p = p(y) printr—o cuadratura

Inp(y) = / }17((3? - aa];)dy-

Este posibil sa existe si alte situatii in care ecuatia cu derivate partiale
de ordinul intéi (7.65), care determina factorul integrant, sa se poata rezolva
si sa se i se gaseasca o solutie particulara.

Exercitiul 7.2.3 Sa se integreze ecuatia diferentiala
(x siny +y cosy)dx + (z cosy — y siny)dy = 0.
Solutie. Avem:

P(z,y) =z siny +y cosy, Q(x,y) =z cosy —y siny;
or oQ

—— =T Ccosy + cosy —y siny, - coS Y;
b

dy
oP |, 0Q. 1(813 8Q)

Ay or’ Q\0y Ox
Agadar, ecuatia data nu este o ecuatie cu diferentiala totala exacta dar
admite factor integrant functie numai de z. Factorul integrant se gaseste
rezolvand ecuatia cu variabile separate
du . 1 (8P OQ .

@—%)dx:dx = hhpu=2 = p(z)=e¢"

poo @

inmul‘gind ecuatia data cu factorul e”, obtinem ecuatia
e’(x siny +y cosy)dx + €"(x cosy — y siny)dy = 0.
Ecuatia obtinuta are forma P;(z,y)dz + Q1(z,y) = 0, unde

Pi(z,y) =€e"(z siny +y cosy), Qi(x,y) =e"(x cosy —y siny).
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Efectuand derivatele care se impun, avem:

oP |

—— =¢"(z cosy + cosy — y siny),

Ay

5}

an = e”(x cosy + cosy — y siny).
x

Aceste derivate partiale sunt egale si, prin urmare, membrul stang al ecuatiei
diferentiale obtinuta dupa inmultirea cu factorul integrant este o diferentiala
totala exacta.

Solutia generala a ecuatiei date este

Yy
e””/ (xcost —tsint)dt = C = e"(xsiny + ycosy —siny) = C
0

si este reprezentata in forma implicita. [ |

Exercitiul 7.2.4 Sa se integreze ecuatia diferentiala
22y dr + (3y* — 2* + 3)dy = 0.

) or oQ _ . : :
Solutie. Deoarece o 9 ecuatia data nu este o ecuatie care provine
Y T

din anularea unei diferentiale exacta. In schimb,

oxr Oy’

1,0Q OP 2
(e _ory_

F = )
ceea ce arata ca ecuatia diferentiala considerata admite factor integrant care
depinde numai de y.
Se géseste ci factorul integrant este u(y) = 1/y>.
Inmultind ambii membri ai ecuatiei cu factorul integrant, obtinem ecuatia
cu diferentiala totala exacta
2 3y* — 2% +3

y " dy =0,

care are solutia generala

f—|—3y—§:C.
Y Y
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Dupa eliminarea numitorului, din solutia generala obtinem
22 +3y* -3 - Cy =0,

careia putem sa—i spunem integrala generala a ecuatiei diferentiale consider-
ate.

Curbele integrale ale acestei ecuatii diferentiale constituie o familie de
conice sau curbe algebrice de ordinul al doilea. [ ]

7.2.4 Ecuatii diferentiale cu variabile separabile
Definitia 7.2.4 O ecuatie diferentiala de tipul

Py (2)Qa(y)dx + Pa(x)Q1(y)dy = 0, (7.69)

unde Py, P, € C°(I1), Q1, Qs € C°(I), se numeste ecuatie diferentiald cu
variabile separabile.

Observatia 7.2.1 Daca ne limitam numai la subintervalele lui Iy respec-
tiv Iy pe care functiile Py respectiv Qo nu se anuleaza, ecuatia diferentiala
cu variabile separabile (7.69) se reduce la o ecuatia diferentiala cu variabile

separate @) »
Pi(x Q1(y
Py T Quly)

Observatia 7.2.2 Folosind observatia precedenta precum si rezultatele sta-

biltite la ecuatii diferentiale cu variabile separate deducem ca solutia generald
a ecuatiei diferentiale cu variabile separabile (7.69) este

z Py(t y t

(1), [

a Py(t) b Qa(t)

unde C' este o constanta arbitrard iar a € Iy, Pa(a) # 0 sib € Iy, Q(b) # 0.

dy = 0.

dt = C, (7.70)

Observatia 7.2.3 Daca xg si yo sunt astfel incat

Py(x0) =0, Q2(y0) =0,

se constata ca x = xg $t Yy = Yo sunt solutit ale ecuatier diferentiale cu
variabile separabile care nu se pot obtine din solutia generala (7.70) si ca
atare putem spune ca

T=12T0 §i Y= Yo

sunt solutii singulare ale ecuatiei (7.69).
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Observatia 7.2.4 Solutiile singulare ale unei ecuatii diferentiale cu vari-
abile separabile, daca exista, sunt drepte paralele cu azxele de coordonate, sau
segmente ale acestora.

Exercitiul 7.2.5 Sa se determine solutiile generale ale urmatoarelor ecuatii
diferentiale cu variabile separabile:

1% (22 +a®)(y* + b)) doe + (22 — a®)(y* = 0*)dy =0, a>0,b> 0;
2% 3etgydr + (1+ €%) secydy = 0.

Pentru cea de a doua ecuatie sa se determine acea solutie cu proprietatea ca
graficul ei trece prin punctul (0,7/4).

Solutie. 1°. Considerand ci = € I, unde I este un interval inclus in unul
din intervalele (—o0, —a), (—a,a) sau (a,+00), constatam ca se pot separa
variabilele, pe intervalul I, prin impartirea ambilor membri ai ecuatiei cu
(2?2 — a®)(y* + b?). Obtinem:

22 4 g2 y? — b2

x2_a2daz+y2+b2dy:0

Sau

2 b2
(1+ xQQi —)dr+ (1~ yf_m)dy =0.

Solutia generala a acestei ecuatii diferentiale cu variabile separate este

m—l—y ‘a:—a

x+a‘——arctgb C.

a
Dreptele x = —a si x = a, paralele cu axa Oy, sunt solutii singulare ale

ecuatiei date.

29, Dupa separarea variabilelor ecuatia devine

3e? 2
¢ dx—i—secydyzo.
14 e” tgy

Separarea variabilelor a fost posibila pentru = € IR si y € I, unde inter-
valul I nu contine puncte de forma y = kn/2, k € Z.
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Solutia generala se obtine integrand primul termen intre xy si x, cel de al
doilea termen intre yy € I si y € I, adunand rezultatele si egalandu-le apoi
cu logaritmul natural al unei constante pozitive arbitrara. Luand zy = 0,

Yo = % si efectuand calculele, avem
(1 +ex)3 ~tgy =8C.

T
Impunand conditia ca punctul de coordonate (0, —) sa apartina unei curbe

integrale gasim C' = 1 i prin urmare solutia problemei Cauchy este
(1+e")3-tgy =8.

Functiile y = km, k € Z, sunt solutii singulare ale ecuatiei date; curbele
integrale corespunzatoare solutiilor singulare sunt paralele echidistante la axa
Oz. ]

7.2.5 Ecuatia diferentiala omogena

Definitia 7.2.5 FEcuatia diferentiala ordinara de ordinul intas
dy _ P(z,y)
dz  Q(z,y)’

unde P si Q) sunt functii continue omogene de aceslasi grad m, se numeste
ecuatie diferentiala omogena.

(7.71)

Exprimand ca functiile P si ) sunt omogene, avem

P(tx,ty) =t"P(z,y), Q(tzr,ty) =t"Q(z,y). (7.72)

1
Daca in (7.72) luam t = —, deducem
T
Yy Yy
P =2"P(1. 2% =z"Q(1,%). 7.73
(z,y) = (x) Qr,y) ==z Q(m) (7.73)

Pentru simplificarea formei ecuatiei diferentiale (7.71), efectuam notatia

Py,
— X7 — f(ZL), 7.74
Q(1, %) ;) 7



Capitolul 7 — Ecuatii diferentiale ordinare 377

Folosind acum (7.73) i (7.74) in (7.71) constatam ca ecuatiile diferentiale
omogene au forma generala

dy y
Teorema 7.2.4 Schimbarea de functie necunoscuta
y:z-x<:>%:z (7.76)

in ecuatia diferentiala omogena (7.75) transformd ecuatia intro ecuatie dife-
rentiala cu variabile separabile a carei integrala generala este

In |z +C = @(%), (7.77)

unde C' este o constanta arbitrara, iar ® este o primitiva a functiei )
pe un interval I C IR cu proprietataea ca ecuatia S
f(z) —2=0 (7.78)

nu are nici o solutie.

Demonstratie. Efectuand derivarea in cea de a doua relatie din (7.76) si
tinand cont ca z = z(x), obtinem

dy dz
Inlocuind (7.76) si (7.79) in (7.75), gisim
d
z- é +2= f(2). (7.80)
Pe intervalul I, dupa separarea variabilelor, obtinem
dz dx
_— = 7.81
flz)—2z = (7.81)
Integrala generala a ecuatiei diferentiale cu variabile separate (7.81) este
In|z| 4+ C = ®(z), (7.82)
1
unde am notat prin ®(z) o primitiva a functiei ————. Revenind la functia

z)— 2
y, prin folosirea notatiei (7.76), din (7.82) obtinem (7.77). [
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Observatia 7.2.5 Daca zy este o radacindg a ecuatiei (7.78), atunci z = 2

(constant) este solutie gi pentru ecuatia (7.80), deoarece d—z = 0. De aici si
x
din (7.76) rezulta ca functia
y=20-x (7.83)
este o solutie a ecuatiei diferentiale (7.75), anume o solutie singulara. Curba

integrala corespunzatoare solutiei (7.83) este o dreapta care trece prin origine
$1 are panta zg.

Observatia 7.2.6 Daca in (7.77) inlocuim pe C' cu —1InC, integrala gen-
erala (7.77) se scrie

Yy
=CV¥(= 7.84
r=cu(Y), (7.84)
unde am notat

v (Y o) 7.85
=) = X’ .
(5)=¢ (7.85)
Observatia 7.2.7 O familie de curbe plane de ecuatie (7.84) verificd o e-

cuatie diferentiala omogend.

Intr-adevir, derivand in ambii membri in (7.84), obtinem

/
1= C(% - %)xp’(%) (7.86)
Eliminand constanta C' din ecuatiile (7.84) si (7.86), deducem
(Lo V()
T\ T T \Ij/(y) '
T

(7.87)

Rezolvand ecuatia (7.87) in privinta lui ¢/, gasim o ecuatie diferentiala omo-
gena de forma (7.75), in care membrul al doilea este

e
1) - \P((g)) ¥ (789

Putem spune deci ca o ecuatie diferentiala este omogena daca si numai daca
solutia sa generala este (7.84). u
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Exercitiul 7.2.6 Sa se integreze ecuatiile diferentiale omogene:

y
’:g—|—el';
x
20 zyy =y® + 227

19 y

3% a2y +x cosg—y +x =0;
X

40 !/ _ z .
Y Y= 7o
arctg =

T

5Y. xy'lng:x—kylny.
x T

Solutie. 1°. Dupa efectuarea schimbarii de functie (7.76), ecuatia devine
22 4+ 2=2+¢€,

care este o ecuatie diferentiala cu variabile separabile. Separand variabilele,

obtinem

d
e *dz = ﬁ.
T

Soutia generala a acestei ecuatii este
In|z|=—e+C.
Revenind la functia initiala, gasim ca solutia generala a ecuatiei este

y
Injz| = —ex + C.

Aceasta ecuatie diferentiala nu are solutii singulare.

20 Impartind ambii membri ai ecuatiei prin 22, obtinem

%y’ = (%)2 +2. (7.89)

Dupa efectuarea schimbarii de functie (7.76), ecuatia (7.89) se scrie

2w +2)=2"+2.
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Separarea variabilelor in aceasta din urma ecuatie diferentiala conduce la
ecuatia diferentiala cu variabile separate

2d
zdz = 24
x
Integrand, obtinem
22 =41InClx|.

Revenind la functia initiala deducem ca solutia generala a ecuatiei date
este
y? =42° InC|x|.

Nici aceasta ecuatie diferentiala nu are solutii singulare.

3% Avem pe rand:

y’—l—cosg—y—l—lzo;
T T

xZ +z+4+cosz—z24+1=0;

dz _dr

l4+cosz

dz dx

2 cos? = x
2

Z C

tg§ Hm7

C
z = 2arctgln — .

]

Revenind la variabila dependenta initiala, gasim ca solutia generala a
ecuatiei este

C
y = 2zarctgln —.

|z
Aceasta ecuatie are o infinitate de solutii singulare de forma

y=02k+rnz, keZ

deoarece ecuatia f(z) — 2z = 0, adica ecuatia 1 4 cos z = 0, are o infinitate de
solutii si anume z = (2k + 1)7, k € Z.
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4°. Procedand in mod analog ca la celelalte trei ecuatii diferentiale gasim ca
solutia generala a ecuatiei este

Y
carctg = =z - In (C - /2?2 + y?).
yarch x-In( 2 + y?)

Nu are solutii singulare.

5°. Urmand prezentarea teoretica, avem:

y’lng = 1+ang;
x T x
(2 +2)lnz = 14 zlnz;
d
Inzdz = —x;
x
zlnz —z = InC|x|

dupa care, reintorcandu—ne la functia y, gasim ca solutia generala este
y In ‘Q’ =y+azlnClz|
x

Nu are solutii singulare. ]

7.2.6 Ecuatii diferentiale reductibile la ecuatii diferen-
tiale omogene

O ecuatie diferentiala reductibila la una omogena este

, <a1x+b1y)’ (7.90)

v = as + bay
unde ay, by, as, by sunt constante reale care satisfac conditia
a1 by —ax by # 0,
iar f este o functie reala de variabila reala definita pe un interval. Ea este

evident o ecuatie diferentiala omogena deoarece se poate scrie in forma

ay + bly
X

/

G2+52y .
x
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Cu substitutia

y=1xz < z:% (7.91)
se separa variabilele.
Exercitiul 7.2.7 Sa se integreze ecuatia diferentiala
(2x — y)dx + (2y — x)dy = 0. (7.92)

Solutie. Daca punctul (z,y) € IR? este astfel incat nu este verificata ecuatia

x—2y =0, (7.93)
(7.92) se scrie in forma
dy y—2x
- — . 94
de 2y—=x (7.94)

Facand schimbarea de functie y = zz, constatam ca (7.94), care este o
ecuatie de forma (7.90), devine:

vy = 2
221
Separand variabilele, obtinem:
2z —1 dx
————dz = —.
2(z2—2z+1) T

Integrand aceasta ecuatie, se gaseste:
(-2 +1)=C%
Solutia generala a ecuatiei date este
? —xy+y*=C?

si, din punct de vedere geometric, reprezinta o familie de elipse cu centrul de
simetrie In originea axelor din care se scot punctele de intersectie cu dreapta
(7.93). ]

O alta ecuatie diferentiala reductibila la o ecuatie omogena este

' f<a1$+b1y+01),

- 7.95
Y asx 4 bay + co ( )
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unde a1, by, ¢1, as, by, co sunt constante care satisfac conditiile:
c%+c§7é0; &1()2—&251 7é 0. (796)

In situatia (7.96) multimile (D;) si (Ds) ale punctelor de coordonate (x, )
care satisfac respectiv ecuatiile:

(D1): aix+biy+c1=0; (D2): ax+by+co=0,

reprezinta doua drepte concurente in punctul (zg, yo).
Efectuand schimbarea de variabila independenta si de functie (o transla-

tie)
U=z — o,
v =1Y — Yo,

in ecuatia (7.95), constatam ca aceasta devine

dv _ (alu + blv).

- (7.97)

ast + bov

Ecuatia (7.97) este de tipul (7.90), deci cu schimbarea de functjie
v =uz
se separa variabilele.

Exercitiul 7.2.8 Sa se arate ca prin schimbari de functie si de variabila
convenabile, urmatoarele ecuatii se reduc la ecuatii diferentiale de tip omogen
§t apoi sa se integreze:

a) 2r4+y+1lde + (z+2y—1)dy = 0;

b) 2z+y—1)dr + (x—2y+3)dy = 0;

c) (z+y—2)dr + (z—y+4)dy = 0.

Solutie. Determinand raportul dy/dz constatam ca fiecare din cele trei e-
cuatii apartine tipului de ecuatie diferentiala (7.95) prezentat mai sus.

a) Dreptele (D) : 2o +y+1=0s4i (Ds): x+ 2y —1 = 0 se intersecteaza
in punctul (—1,1). Efectuand schimbarea de variabila si de functie

r=u—1,
y=v+l,
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ecuatia data se transforma in:
(2u+v)du + (u+ 2v)dv = 0.

In ecuatia omogena obtinuta punem v = uw, w = w(u), de unde dv =
wdw + wdu g ajungem la ecuatia cu variabile separabile

2(w? + w + Dudu + u*(1 4 2w) dw = 0,

a carei integrala generala este
uvw? +w +1=0C,

sau, dupa revenirea la functia v prin inlocuirea lui w cu v/u si ridicarea la
patrat,
u? +uv +0? = C2.
Trecand la variabilele initiale prin u = x+1 si v = y—1, dupa transformari
elementare gasim ca integrala generala a ecuatiei date este familia de curbe
algebrice de ordinul al doilea de gen eliptic cu centru in punctul de intersectie

al celor drepte
2’ +ay +yi+a—y=Ch,

unde noua constanta Cy este C; = C? — 1.

b) Punctul de concurenta al celor doua drepte aici este (—1/5,7/5). Efectu-
and schimbarea de variabile

r=u—1/5,

y=v+7/5,

(2u+v)du+ (u—2v)dv = 0. (7.98)

ecuatia devine

Aceasta ecuatie este omogena, drept pentru care facem schimbarea de
functie
v=uw, w=wu)

si ajungem la ecuatia diferentiala cu variabile separabile

2
2 tw—w?)
2w —1
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a carei solutie generala este
2lw? —w — 1] = C2.
Revenind la functia v, obtinem
2 —uv —ut=+C.

Inlocuind in acest ultim rezultat peucux+1/5sipewvcuy—7/5 dupa
calcule elementare, gasim ca solutia generala a ecuatiei considerate la acest
punct este

4 ay—y?—a+3y=Ch

Folosind teoria curbelor algebrice de ordinul al doilea se constata ca
aceasta familie de curbe plane este formata fie din hiperbole, fie din perechi
de drepte concurente reale, caz in care vom spune ca aceste curbe integrale
sunt curbe algebrice de ordinul al doilea (conice) de gen hiperbolic.

c) Se procedeaza in mod asemanator ca la celelalte doua ecuatii diferentiale
si se gaseste ca solutia generala este

2+ 22y —y? —dr +8y=0C
care, din punct de vedere geometric, reprezinta o familie de curbe algebrice
de ordinul al doilea de gen hiperbolic. [ |

Cel de al treilea tip de ecuatii diferentiale reductibile la ecuatii omogene
este acela de forma (7.95), in care constantele care apar la variabila functiei
f satisfac relatiile

C% + Cg # 0, Cllbg - CLle =0. (799)
In acest caz dreptele (D) si (D,) din (7.96) sunt paralele. Din (7.99) rezult
a9 bg
— ===k
aq b1 ’

deci ecuatia (7.95) devine

T+ by + ¢ ) (7.100)

,_
vy = f(k(alx -+ bly) + Co '

Cu schimbarea de functie data de relatia

axr+ by =z z=z(x),
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care implica

()

dr bj
ecuatia (7.100) capata forma
1 /dz z+
— (= = . 101
bl(da: al) f(k;z—i—cQ) (7.101)

Ecuatia diferentiala (7.101) este cu variabile separabile. Efectuand sepa-
rarea variabilelor, gasim ca pe intervalul real J, unde ecuatia

by f(];icclg) Ya=0

nu are nici o solutie, (7.101) se transforma in

dz
Z+c
kz+cg)+a

— dz. (7.102)

bif(

Solutia generala a ecuatiei (7.102) este
1+C=d(2),
unde functia ® este o primitiva pe J a functiei

1

bt ( kZz—:—cle ) ta

Revenind la variabilele initiale, integrala generala a ecuatiei (7.100) este
x4+ C = 0(a1z + bry).

Exercitiul 7.2.9 Sa se integreze ecuatia diferentiala

(x —2y+9)dx — (3z — 6y + 19) dy = 0.
Solutie. Dreptele (D) : © —2y+9=0si (Dy) : 3z — 6y + 19 = 0 sunt
paralele. In acest caz facem schimbarea de functie

dy 1
S de 2

N | —
B
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Ecuatia data devine

Aceasta din urma este o ecuatie cu variabile separabile care, dupa separarea
lor in cazul z + 1 # 0, devine

3z+19
z+1

dz = dx.

Integrala generala este data de
8lnlx —2y+ 1|+ 2z — 3y = C.

Egalitatea z +1 = 0 ne da solutia x — 2y + 1 = 0, care verifica ecuatia
data initial. Aceasta ultima solutie se obtine din integrala generala pentru
C — —o0. u

7.2.7 Ecuatia diferentiala liniara de ordinul intai
Definitia 7.2.6 O ecuatie diferentiala de forma
y' + P(a)y = Q(z), (7.103)

unde P st QQ sunt functii continue pe un interval I C IR, se numeste ecuatie
diferentiala liniara de ordinul intai, neomogena.

Definitia 7.2.7 FEcuatia diferentiala
v+ P(x)y=0 (7.104)

se numeste ecuatie diferentiala liniara de ordinul intai, omogena.

Observatia 7.2.8 Cuvantul omogena are aici alta semnificatie decat cea
intalnita in unul din paragrafele anterioare. Aici, cuvantul omogenda sem-
nifica faptul ca membrul doi din (7.103) este nul. Daca in (7.104) functia P
este aceeagi ca cea din (7.103), atunci (7.104) este numitd ecuatia diferentiala
liniara de ordinul intdi asociata ecuatiei (7.103).
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Teorema 7.2.5 Solutia generald a ecuatiei (7.103) este data de
y=e [P0 / Qz)el PeMrdg], z el (7.105)

Demonstratie. Presupunem ca ecuatia diferentiala (7.103) are solutii pe
intervalul I si fie y = y(z), © € I, o solutie arbitrara a acesteia. Atunci,
avem

v () + P(x)y(z) = Q(x), (V)z € I. (7.106)

Inmultind ambii membri ai identititii (7.106) cu e P@dz o c [ aceasta
devine

d
dx

Integrand in ambii membri ai lui (7.107), obtinem

(y(x)efp(”)dx) = Q(x)efp(l’)dx, xel. (7.107)

y(x)efp(’”)dz =C+ /Q(m)efp(x)dxdx. (7.108)

Prin inmultirea in ambii membri ai lui (7.108) cu factorul e~ /P @de se obtine
ca solutia
y=y(z), xe€l, (7.109)
a ecuatjiei diferentiale liniare de ordinul intai, neomogena, are forma (7.105).
Reciproc, sa consideram o functie de forma (7.105), in care C' este o
constanta arbitrara. Derivata acestei functii este

y'(z) = —P(z)eJP@d (C’ + /Q(x)efp(m)dxdx)—l— (7110
+€—fP(m)de(x)ef P(m)dx‘

Avand in vedere ca cel de-al doilea factor al primului termen din membrul
doi al relatiei (7.110) este tocmai functia y = y(x) din (7.105), deducem ca
(7.110) se scrie in forma

' (z) = — P(2)y(z) + e ] P@aQ(y) ) Pz, (7.111)

Cum cel de al doilea termen din membrul al doilea al relatiei (7.111) este
Q(z), rezulta ca aceasta relatie se scrie in forma

Y (z) = —Plx)y(x) + Q). (7.112)

Egalitatea (7.112) exprima faptul ca functia y = y(z) din (7.105) este o
solutie a ecuatiei (7.103). u
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Teorema 7.2.6 Fcuatia diferentiala liniara de ordinul intai omogenda, de
forma (7.104), are solutia generald

y=Ce JP@iz (7.113)
unde C' este o constantd arbitrard.

Demonstratie. Ecuatia (7.104) este cu variabile separabile. Separand vari-
abilele obtinem

d
Y = — P(x)da. (7.114)
Y

Integrand in ambii membri ai lui (7.114) se gaseste (7.113). [

Teorema 7.2.7 Fie xo € I, arbitrar dar fizat si yo € IR, oarecare. Solutia
problemei Cauchy

y' + Plr)y = Q(z),

y(0) = 1o, (7.115)

este
y=e Jup PO (yo —I—/ Q(t)effo P(s)dsdt), el (7.116)
Zo

Demonstratie. In ipoteza ci solutia problemei Cauchy (7.115) exista, fie
aceasta de forma (7.109), in care variabila independenta se va nota cu t.

Inmultind ambii membri ai lui (7.103) cu eJ=o P(S)ds, se obtine
d ' s)as ¢ s)ds
dt(y(t)efm Fleyd ) = Q(t)ef% Plo)d , el (7.117)

Integrarea lui (7.117) intre limitele xy si z, urmata de inmultirea am-
. . - [Z Ptydt
bilor membri cu e w0
(7.115) este (7.116).
Reciproc, functia (7.116) are proprietatea a doua din (7.115). Prin calcul
direct se constata ca aceasta functie satisface prima ecuatie din (7.115). =

, conduce la afirmatia ca solutia problemei Cauchy

Observatia 7.2.9 Solutia generala (7.105) a ecuatiei diferentiale liniara de
ordinul intdi, neomogend, (7.103), se scrie

Y= Ce [P 4 6*fp("”)dx/Q(x)efp(x)dwdx, rxel. (7.118)
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Scrisa astfel, se vede ca este egala cu suma dintre integrala generala y, a
ecuatiei omogene asociate (7.104) si functia

Yp: I = R, yy(z) = ‘ffp(x)dx/Q(x)efp(x)dzdx,

care este o solutie particulard a ecuatiei neomogene (7.103) deoarece se obtine
din (7.105) dand constantei arbitrare C' valoarea zero. Asadar,

Y= Yo+ Yp-

Teorema 7.2.8 Solutia generala a ecuatier diferentiale liniare de ordinul
intai este o functie de forma

y =)+ Ci(x), zel. (7.119)

Reciproc, orice familie de curbe plane care depinde liniar de o constanta
arbitrara verifica o ecuatie lintara de ordinul ints.

Demonstratie. Prima parte a teoremei rezulta din (7.118).
Pentru a demonstra reciproca, sa observam mai intai ca

Y =¢'(x)+CY'(x), ze€l. (7.120)

Eliminand constanta C' intre (7.119) si (7.120), obtinem ecuatia

_ r
Y(z) V'(z)
care este o ecuatie diferentiala liniara de ordinul intai. [ ]

Teorema 7.2.9 Daca y; este o solulie particulard a ecuatiei liniare (7.103),
solutia sa generala se obtine printr—o cuadratura.

Demonstratie. Efectuam schimbarea de functie y = z 4+ y; i obtinem
2+ + P(x)z+ P(x)yy — Q(z) = 0. (7.122)
Deoarece y; este o solutie particulara a ecuatiei (7.103), avem

Y1 + P(x)y — Q(z) = 0. (7.123)
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Folosind (7.123) in (7.122) gasim ca z este solutia ecuatiei liniare omogene
(7.104) care se obtine doar printr—o operatie de integrare si anume

oy = C«effP(x)d:L"
Din cele de mai sus rezulta ca solutia generala a ecuatiei (7.103) este
y =1 + CveffP(m)dx

si pentru determinarea ei s—a eefectuat doar o operatie de integrare sau, cum
se mai spune, o cuadratura. [ |

Corolarul 7.2.2 Daca y; st yo sunt doua solutii particulare ale ecuatiei
(7.103), solutia generald a sa este data de

y=1vy2+ A(y1 —y2) (A= constanta arbitrarad ). (7.124)

Demonstratie. Fie solutia generala a ecuatiei (7.103) scrisa in forma (7.119)
si Y1, Yo, Y3, trei solutii particulare corespunzatoare la trei valori C;, Cy, Cj,
ale constantei arbitrare C'

y = o) + Crip(x), y2 = p(x) + Cot(x), ys = p(z) + Csip(x). (7.125)

Eliminand functiile ¢ si ¢ din relatiile (7.125), obtinem relatia

— Cs —C
Y2 _ 2= A (constant). (7.126)
=y C1—0C
Daca consideram ca cea de a treia solutie y3 este solutia generala, din
relatia (7.126) se obtine (7.124). [

Observatia 7.2.10 Daca se cunosc doua solutii particulare ale ecuatiei di-
ferentiale liniare de ordinul intai, neomogenda, solutia generald a sa se obfine
fara nici o cuadratura.

Observatia 7.2.11 FieT'y, T'y doud curbe integrale date pe intervalul [a, b] si
My, M7, My, M}, intersectiile lor cu doud paralele la axa Oy. Putem construi
prin puncte orice alta curba integrala ', definita pe [a,b], deoarece, in baza
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egalitatii (7.126), punctele M, M’ de intersectie ale curbei I' cu cele doua
drepte verifica relatia

MM, MM,

MM, MM’
relatie care arata ca dreptele My M, MyM, si MM’ sunt concurente. Ludnd
punctul M(a,yo) fix, ceea ce inseamnd a rezolva problema Cauchy (7.115),
unde in loc de xq este a, prin procedeul descris mai sus obtinem curba inte-
grala ce trece prin acest punct.

Exercitiul 7.2.10 Sa se integreze ecuatiile diferentiale liniare de ordinul
intas

1%y +ytgr = secux;

2%t =2z + 3 cost, x(m/2) = n%/4;
3%) ¢ cos?x+y=tgu;

4%  y + 3ytg 3z = sin 6z, y(0) =1/3;

59) (sinz + tetgx)x’ = 1, t(m/2) =1,

6°)  (2¢V —a)y =1, y(0) = -1,

iar unde se specifica, sa se rezolve problema Cauchy cu data initiald menti-
onata alaturat.

Solutie. Ecuatiile diferentiale 1°)—4%) sunt liniare si neomogene, iar solutiile
lor generale se determina utilizand formula (7.105). Avem:

1%) Functiile P si Q din aceasta ecuatie sunt definite pe un interval I, inclus
in intervalul (—m/2 + km, /2 + km) i au valorile date de

1
P(z) =tgu, Q(x):cosx’ xel, keZ.

Solutia generala a ecuatiei este

1
Yy = e_ftgxdx(C + / Cosxeftg“d””dx>, x € I.

Prin urmare, solutia generala este data de

y=sinz+ Ccosz, C € IR, x € I.
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2Y) S& observam ca variabila independentd a acestei ecuatii diferentiale este ¢,
iar functia necunoscuta este x = x(t). Intervalul pe care sunt definite functiile
P si @ este inclus sau in intervalul (—oo, 0) sau in (0, +00). Pentru ca se cere
rezolvarea ulterioara a unei probleme Cauchy in care ty = 7/2 € (0, +00),
vom considera de la inceput ca I = (0, 4+00). Avem

P(t):—i

. Q(t) =t*cost, t e (0,4+00).
Solutia generala este
T = 62f%<0+ /t2 coste_2f%), t € (0,+00).
Dupa efectuarea cuadraturilor, se gaseste
r=t*(C +sint), t€ (0,+00), C€ R

Impunand ca si fie satisficuta conditia initiald z(7/2) = 72/4, se ajunge
la concluzia ca C' = 0 si prin urmare solutia problemei Cauchy este x =
t?sint.

3%) Integram aceasta ecuatie liniara utilizand Observatia 7.2.9. Aici, functiile
P si @ sunt definite pe un interval I C IR in care ecuatia cosz = 0 nu are
solutii, valorile lor fiind date de

1 tgx

() =

Trebuie sa integram intai ecuatia omogena asociata ecuatiei considerate

P(z) = xr el

cos? x’ cos? x’

y +

=0.
cos2xy

Aceasta este o ecuatie cu variabile separabile si are solutia generala
Yo = Ce_tgx, x el

Vom arata cum se poate determina o solutie particulara din solutia gen-
erala a ecuatiei omogene asociate folosind metoda variatiei constantei de in-
tegrare C', denumita si metoda lui Lagrange.
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Se cauta o solutie particulara in forma
yp(z) = C(w)e’tgx, xel.
Punand conditia ca y, sa verifice ecuatia initiald, obtinem:
C'(z) cos®ze 8T =tgz, z €,
de unde (o ol
Clx) = /ioTzdw = (tgx — 1)e'®”,
Prin urmare, solutia particulara este
yp(z) =tgx —1, z € l.
Solutia generala a ecuatiei date va fi

Y=y +y,=Ce ™ +tgr—1, z€l.

4%) Avem P(z) = 3tg3z, Q(x) = sin6z si le vom considera definite pe un
interval I € IR care contine originea.
Solutia generala este

y= ¢~3[ tesuda (C’ + /sin 6xe3ftg3xdxdx), =

:>y — elncos3x(C+/Sin6x671ncos3:pdx) = =

sin 6x
Ccos 3x

2
— :cos3x(0+f dx):>y:cos3m(0—§cos3x).
Impunand conditia ca in xy = 0 valoarea functiei y de mai sus sa fie 1/3
gasim C =1 si deci solutia problemei Cauchy este

Y= cosBa:(l — gcos?)x), xel.

5Y) Ecuatia este neliniard in functia = z(t). Ea este insi liniara in ¢ cici
se poate scrie

dt )
— —tctgx =sinx.

dz
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Aceasta din urma are solutia generala
t=(C+ax)sine, z€ly, keZ, I C (kr,(k+1)n).

Pentru ecuatia initiala, solutia generala este functia = = ¢(t, C') definita
implicit de ecuatia

(C+az)sine —t =0, (t,e)e Rx1Iy, ke Z, I, C (kn,(k+1)m).

Incercand rezolvarea problemei Cauchy considerate, se gaseste C' = 0.
Deci, solutia problemei Cauchy este functia = x(t) definita implicit de
ecuatia
t—xsinx =0, (7.127)

intro vecinatate a punctului ¢ = /2.

6") Ecuatia este liniara in z. Procedand ca la exercitiul precedent gasim ci
aceasta ecuatie diferentiala admite integrala generala

z—eY—Ce ¥ =0.

Solutia problemei Cauchy se determina din integrala generala luand C' =
—1. Avem . .
xr=eY—e Y= shy = §:>y:argsh§,

unde argsh(-) este functia inversa a functiei sh(-). ]

7.2.8 Ecuatii diferentiale de ordinul intai reductibile la
ecuatii liniare

Ecuatia diferentiala de tip Bernoulli
Definitia 7.2.8 FEcuatia diferentiala ordinara de ordinul intai
Y + P(x)y =Q(z)y*, ac R\{0,1}, P, Qe C’I), IC R, (7.128)
se numeste ecuatie diferentiala de tip Bernoulli.
Teorema 7.2.10 Cu schimbarea de functie
Yl = 2, (7.129)

ecuatia Bernoulli (7.128) se transforma intro ecuatie diferentiald liniara de
ordinul intai neomogenda.
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Demonstratie. Daca impartim cu y® in (7.128) avem
V4 P)y ™ = Q). (7.130)
Folosind (7.129) si consecinta acesteia

v__1

= z
o 11—«

<

in (7.130), ecuatia (7.128) se transforma in
7+ (1—a)P(x)z=(1-a)Q(x), (7.131)

care este o ecuatie diferentiala liniara de ordinul intai neomogena. [ ]

Corolarul 7.2.3 Solutia generala a ecuatiei Bernoulli (7.128) este
y=zT-a, (7.132)

unde functia z = z(x,C) este data de
2 = (=) [ Plo)de [C’ + (1 — a)/Q(I) e(l_a)fp(m)d”’]. (7.133)

Demonstratie. Ecuatia diferentiala (7.131), fiind liniara, de ordinul intai
si neomogena, are solutia generala (7.133). Dupa determinarea functiei z,
functia y, solutia generala a ecuatiei Bernoulli, se gaseste din (7.129), fiind
astfel condusi la (7.132). n

Exercitiul 7.2.11 Sa se integreze ecuatiile diferentiale:

1
a) Y +-—y=a'yh
x
1 1
b)) y4+-y=—=y%
X X
2x arctg x

C F— =4 .
A e N Al
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Solutie. Toate ecuatiile diferentiale de mai sus sunt de tip Bernoulli.

a) Constanta « are valoarea 4 gi ecuatia este echivalenta cu

y 1 -3 _ .2

Facem schimbarea de functie
Z:yi _ — = — —Z (7134)

si ecuatia initiala devine

2 — = z2=-322
x

care este o ecuatie diferentiala liniara de ordinul intai neomogena. Cu men-
tiunea ca punand InC' in loc de C| solutia generala a acestei ecuatii liniare
este

C

z = e3f%(ln0 - 3/12 e_3f%d”’cdx> = z=|z|? IHW.
x
Solutia ecuatiei Bernoulli este
B
ol
|I’| 3 ln W

z =

b) Schimbarea de functie z = y3 conduce la ecuatia liniara

, 3 3
2+ —z= )
x x
cu solutia generala
C n 3
z2=—=+ -
|z[>  2|x]
Solutia generala a ecuatiei date este
. 1 3 31'2 =+ 20
PRIV

c) Procedand in mod asemanator ca la celelalte doua exemple, gasim ca
solutia generala a ecuatiei este

y = (1 + 2?)(arctg *r + C)2.
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Ecuatia diferentiala de tip Riccati

Definitia 7.2.9 FEcuatia diferentiala ordinara de ordinul intai
y =P(z)y* +Q(z)y+ R(z), PQ,ReC(I), ICRR (7.135)
se numeste ecuatie diferentiala de tip Riccati.

In general ecuatia Riccati nu poate fi integrata prin cuadraturi. Avem
nsa

Teorema 7.2.11 Daca se cunoaste o solufie particulara y; a ecualier Ric-
cati, prin schimbarea de functie

1

ecuatia se transforma intro ecuatie liniara.

Demonstratie. Fie y o solutie a ecuatiei (7.135) si z o functie legata de y
prin relatia (7.136). Atunci, derivatele acestor functii sunt in relatia

Z/
v =y — = (7.137)

22
Inlocuind (7.136) i (7.137) in (7.135), obtinem

J — 2~ P (1 + 1)2 + Qo) (v + i) + R(x). (7.138)

22

Dupa efectuarea operatiilor indicate si luarea in calcul a faptului ca y,
este o solutie particulara a ecuatiei Riccati, din (7.138) obtinem

?+ (21 P(x) + Qx))z = — P(x), (7.139)
care este o ecuatie diferentiala liniara de ordinul intai neomogena. [ ]
Teorema 7.2.12 Daca y, este o solulie particulara a ecuatiei Riccati i z

este o solutie a ecuatiei liniare (7.139), functia y definita de (7.136) este o
solutie a ecuatiei (7.135).
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Demonstratie. Din (7.136) avem

1 !
z = , ﬁz'ziy y12.
Yy—1u (y—yl)

(7.140)

Inlocuind relatiile din (7.140) in (7.139) si tindnd cont de faptul c& y; este
solutie particulara a ecuatiei Riccati deducem ca y este solutie a ecuatiei

(7.135). [

Observatia 7.2.12 Integrala generala a unei ecualic Riccati este functie
omografica de constanta arbitrard.

Intr-adevar, z fiind solutia unei ecuatii liniare, ea este functie liniara de o
constanta arbitrara C

z=p(x) + CY(z),

deci,

_ 1 () + 14+ Cyry(x)
VTNt o T Cu@ T e@+Cu@

de unde rezulta ca y este de forma

_ i) + Cihy(2)
o(x) + Co(x)
care este o transformare omografica de constanta arbitrara C.

Reciproc, o familie de curbe plane care depinde omografic de o constanta
arbitrara verifica o ecuatie de tip Riccati. [ |

Observatia 7.2.13 Daca y1, Y2, Y3, Ysa sunt patru solutii particulare cores-
punzatoare la patru valori arbitrare Cy, Cy, C3, Cy ale constantei arbitrare
C, atunci are loc relatia

ya—yp -y Gi-C G-G
Yo — Y2 Y3 — Yo Cy—Cy  C35—Cs

= A (constant).

Membrul intai al ultimei relatii se numeste raport anarmonic al functiilor
Y1, Y2, Y3 §t y4. Proprietatea are loc datorita faptului ca o transformare
omografica pastreaza raportul anarmonic. [ ]
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Observatia 7.2.14 Daca se cunosc trei solutii particulare y1, 1y, y3 ale unei
ecuatii Riccati, din relatia scrisa la observatia precedenta, solulia gemerala
rezulta din

Y— W : Ys — Y _ 8.

Y—Y2 Ys— Y2
fara a efectua nici o cuadratura.

Exercitiul 7.2.12 Sa se integreze ecuatiile diferentiale de tip Riccati de mai
jos stiind ca admit solufiile particulare indicate alaturat:

r—1 1
10 y=—20ty+—5 =
X xr
1 4 3
2°. y':—;Z/Q‘f‘;y‘f‘;a =1

Solutie. 1°. Facem schimbarea de functie

Folosind aceste rezultate in ecuatie, gasim ca functia z satisface ecuatia
liniara

2 — 3z = 2.
Aflam mai intai solutia generala a ecuatiei omogene asociate ecuatiei liniare
de mai sus, adica a ecuatiei cu variabile separabile

2 —32=0.
Solutia generala a ultimei ecuatiei este
2, = C e,

Pentru determinarea unei solutii particulare a ecuatiei liniare neomogene
utilizam metoda lui Lagrange, luand deci pe z, in forma

Functia necunoscuta C(x) se va determina din conditia ca z, sa satisfaca
ecuatia

2 (x) = 32z(2) = 2.
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Se gaseste ca derivata functiei C(z) este
C'(x) =2z €.

Integrand ultima ecuatie cu variabile separate, gasim

23+1) 4,

Cr)=—
(@) g
Rezulta asadar ca solutia particulara cautata este
2(3z + 1)
Zp = — T

Solutia generala a ecuatiei liniare in 2z este z = 2, + 2,. Inlocuind rezul-
tatele determinate deducem 1n cele din urma ca

1 n 1
y=—
T e 2(3z+ 1)
9
este solutia generala a ecuatiei date.
20 Facem substitutia
Zl
z
si ecuatia se transforma in
2! 1 1 4 1 3
— =14+ 4+ =1+ ==
sau
, 1
Zt—z=-
x x

cu solutia generala
1
y=e i (C + / —e %dxdx) = 0.
x

Solutia generala a ecuatiei date este deci
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Daca, de exemplu, se doreste determinarea acelei curbe integrale care sa
treaca prin punctul (1,2), avem

2=1+

1
w11 Y73

2

x
si ca urmare solutia cautata este y =1+ T2 € IR. [ ]
x

Exemplul 7.2.1 Sa se integreze ecuatia diferentiala Riccati

;1 2, 2 N 2x
O e R s kA
stiind ca are solutiile particulare
9 1
n=a", p=rv—1, ys=——
x

SolutiConform ultimei observatii, solutia generala este data de

y — a? 3+ 1 C(1 — 2?) + 2?
: =(C sau y= ,
y—xz+1 a2—z+1 1-C(z+1)
de unde vedem ca solutia generala este transformare omografica de constanta
arbitrara C. ]

7.3 Ecuatii diferentiale algebrice in /.

Fie ecuatia diferentiala ordinara de ordinul intai
Ao(z, )W) + Az, y) ()" + -+ Ana(@ )y + An(z,y) =0, (7.141)

care provine din anularea unui polinom in 3’ cu coeficientii Ag(z,y) functii
continue de z gi y intrun domeniu D C IR? si cu Ag(x,y) # 0in D.
Considerata ca o ecuatie in 3/, ecuatia data are n radacini de forma

fk(xay)a k= 1727"' y 1y

care sunt functii de x gi y. Fiecarei radacini reale 1i corespunde ecuatia dife-
rentiala ordinara de ordinul intai

v = f(x,y). (7.142)

O solutie a ecuatiei (7.142) este solutie a ecuatiei (7.141).
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Exemplul 7.3.1 Sa se afie solutiile ecuatiei diferentiale
yy? — (14 2zy)y + 22 = 0.

SolutiEcuatia diferentiala data este o ecuatie algebrica de gradul doi in vari-
abila 3. Rezolvata in raport cu ¢’ ne da urmatoarele doua ecuatii:

care au respectiv solutiile:
v =22 +C; y=2"+ Oy,

in care C] si Cy sunt constante arbitrare. ]

7.4 Ecuatii diferentiale de ordinul intai, nere-
zolvate in raport cu y’, integrabile prin
metode elementare

7.4.1 Ecuatia diferentiala de forma y = f(v/)
Teorema 7.4.1 Solutia generala a ecuatiet diferentiale

y=f) (7.143)

este data de

T = /;f/(p) dp+ C,

(7.144)
y=f(p)
Demonstratie. Sa punem
y =p (7.145)
si sa luam p drept variabila independenta. Avem:
y=fp) = dy=f(p)dp; (7.146)
d 1
dx P
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Din (7.146) si (7.147) deducem
1 /
dr = f(p)d, (7.148)

de unde printr—o cuadratura se obtine prima din relatiile (7.144). Cea de a
doua relatie din (7.144) rezulta din (7.143) si (7.145).

Solutia generala a ecuatiei diferentiale este data parametric prin relatiile
(7.144) i, din punct de vedere geometric, reprezinta o famile uniparametrica
de curbe plane. m

Exercitiul 7.4.1 Sa se integreze ecuatia diferentiala
y=1vy"+Iny, y >0.

Solutie. Punem 3’ = p si ecuatia devine
9 1
y=p +Inp = dy = (2p+];)dp.

Avem apoi

d 1 1 1
—y:p = dov=—-dy = dv = 7(2p+7>dp.
dx p p p

Integrand ultima egalitate, in care consideram ca p > 0, obtinem
1 1
a::/(2+—2>dp:2p—7+0.
p p

Din cele deduse constatam ca solutia generala este

1
x = 2p——+C,
p

y = p>+Inp, p>0.

Prin urmare, prin aceasta metoda solutia generala a ecuatiei diferentiale date
se exprima parametric. [
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7.4.2 Ecuatia diferentiala de tipul F(y,y') =0

Integrarea acestui tip de ecuatie diferentiala se face cu o cuadratura daca
se cunoagte o reprezentare parametrica a curbei plane F'(u,v) = 0. Sa pre-
supunem ca o asemenea reprezenatre este

u=¢(t),
v=1(t), te€lab CR,

in care functiile ¢ si ¥ le consideram continue, iar ¢ sa aiba derivata continua.
Avand in vedere cine sunt variabilele u si v, avem

y=(t), ¥y =9(t) = do=——<¢(1).
Din ultima relatie, prin integrare in ambii membri, obtinem
(1)
= [2D0 s
e(t)

Prin urmare, solutia generala, reprezentata parametric de

¢'(t)
dt + C,
/&
y = (1),
. o : ' (t)
este definita pe orice interval real [a, 3] C [a,b] pe care integrala o) dt

are sens.
Exercitiul 7.4.2 Sa se integreze ecuatia diferentiala

vyt =1
Solutie. Reprezentarea parametrica despre care se vorbeste in teorie este

= sint,

y = cost, t € R.

Din cea de a doua ecuatie de mai sus se obtine

d 1 1
—y:cost:>dx: dy = ccostdt =dt = z=t+C.
dx cost cost
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Solutia generala a ecuatiei diferentiale date este

r = t+C,

y — sint teR < y=sin(x—-C), z € R.

In acest exemplu, eliminarea parametrului s—a efectuat simplu. [ ]

7.4.3 Ecuatia diferentiala de forma z = f(v/)

Teorema 7.4.2 Solutia generala a ecuatiet

= f(y),

unde f este o functie cu derivata continud intrun interval [a,b], este data de

r = f(p),
y = /pf’(p)dp+0, p € [a,b].

Demonstratie. Sa punem ¢y = p si sa luam p ca variabila independenta.
Avem

x=f(p) = dz = f'(p)dp.

Pe de alta parte din 3’ = p avem pe rand

dy

. A dy =pdr =p f(p)d
o — dy =pdx =p f'(p)dp,

de unde obtinem pe y printr-o cuadratura

y = /pf’(p)dp+0-

Reunind rezultatele de mai sus constatam ca solutia generala a ecuatiei
x = f(y') este data in forma parametrica din enuntul teoremei. [

Exercitiul 7.4.3 Sd se integreze ecuatia diferentiald x = ' + e¥'.
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Solutie. Daca punem y’ = p, din ecuatie obtinem
r=p+e’ = dx=(1+¢e")dp.

Pornind din nou de la notatia ¢y’ = p si utilizand rezultatul stabilit mai

sus, avem

d
ﬁzp — dy=pdr = dy =p(1+¢")dp.

Prin integrarea ultimei egalitati, obtinem

1
yz/(p+p6p)dp= §p2+(p—1)6p+C, p € R.

Solutia generala a ecuatiei date este data parametric de

r = p+er,
1
y = P+ -De"+C, pe R
Eliminarea parametrului p presupune rezolvarea unei ecuatii transcen-
dente. -

7.4.4 Ecuatia diferentiala de tipul F(z,y) =0

Integrarea aceastei ecuatii diferentiale se reduce la o cuadratura daca se
cunoaste o reprezentare parametrica a curbei plane F'(u,v) = 0.
Sa presupunem ca o reprezenatre parametrica a curbei F'(u,v) = 0 este

u=¢(t),
v=1(t), te€lab CR,

in care functiile ¢ si ¥ sunt continue si ¢ are derivata continua. Avand in
vedere semnificatia variabilelor u si v, avem

r = p(t) = dr = ¢'(t)dt,

Y =y(t) = = () = dy = V(b (t)dt.

Din ultima egalitate, prin integrare, obtinem

y= [Vt +C,
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Rezulta ca solutia generala a ecuatiei diferentiale este data de familia de
curbe plane
€T =

y::/¢ ()t +C, € [a,b],

unde C este o constanta reala arbitrara.
Solutia generala este definita pe orice interval [«, 5] C [a, b] pe care inte-

grala
[ wa

Exercitiul 7.4.4 Sd se integreze ecuatia diferentiald z® + 1y — 3zy’ = 0.

are sens.

Solutie. Trebuie sa determinam o reprezentare parametrica a curbei definita
implicit de ecuatia
ud 4+ v — 3uv = 0.

Vom cauta o reprezentare parametrica u = u(t), v = v(t) cu proprietatea

v = tu. Mergand cu aceasta valoare a lui v in ecuatie, dupa simplificare cu

3 .. 3t?
S1 prin urmare v —= ———.
14+ 2P 1+

Pentru aflarea solutiei generale a ecuatiei diferentiale date pornim de la
3t 3t

1+ﬁ§y_1+ﬁ
Penultima relatie ramane definitiva, in timp din cea de a doua obtinem

u?, gisim u =

3t? 3t 3(1+¢t%) -9 9(1 — 2t%)
dy = dr = : dt = -t dt.
YT e Ty 1+ p)e (1+65)3

Functia y se determina prin integrare si obtinem
9(1 — t3 d(t? 1 dt®*+1
yz/( 2t = 9/ + /( +1)
(1+ (3 +1)2
Astfel, gasim ca y are expresia

. R TN ye
N O PR IR
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Prin urmare, solutia generala este data parametric prin

3t
1437
9 6

= — C, t# -1
Y 2(1+1ti’>)2+1+t3jL e

Tr =

7.4.5 Ecuatia diferentiala de tip Lagrange
Definitia 7.4.1 O ecuatie diferentiala de ordinul intai de forma

y=zoy)+v(y), (7.149)

in care membrul al doilea este o functie liniara de x, cu coeficienti functii
de clasa C*(I), I C IR, se numeste ecuatie diferentiald de tip Lagrange
sau ecuatie Lagrange.

Teorema 7.4.3 Integrarea unei ecuatii Lagrange se reduce la integrarea unei
ecuatii diferentiale liniare de ordinul intas.

Demonstratie. In (7.149) efectusim inlocuirea

y =p, p=p) (7.150)
Cu notatia (7.150), ecuatia (7.149) devine
y=z¢(p) +¢(p). (7.151)

Derivand (7.97) in raport cu z si tinand seama de partea a doua a relatiei
(7.97), avem

dy oy a0 dp
— = — —. 7.152
5 = 0 2’ (p) o+ Up) (7.152)
In ecuatia (7.152) inlocuim membrul intéi cu p si avem
dp dp

p=¢(p)+zs(p) i Y'(p) (7.153)

dx

sau

(z¢'(p) + W(p))gi +¢(p)—p = 0. (7.154)
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Daca consideram p ca variabila independenta si x ca functie necunoscuta,
ecuatia (7.154) se scrie in forma

dx

(e) —p) e ¢'(p) +¢'(p) =0, (7.155)

care este o ecuatie diferentiala liniara de ordinul intai in x = z(p).
Consideram intai ca functia ¢ este definita pe un subinterval al interval-
ului 7 in care ecuatia

¢(p) —p=0 (7.156)
nu are nici o solutie. In acest caz ecuatia (7.155) se scrie in forma
dr ¢'(p) V'(p)
—t 1 = ———. 7.157
dp  ¢(p) —p e(p) —p (7.157)

Folosind formula de integrare a unei ecuatii diferentiale liniare de ordinul
intai, vom avea

z = f(p,C). (7.158)

Daca tinem seama de ecuatiile (7.152) si (7.158) obtinem solutia generala
a ecuatiei Lagrange sub forma parametrica

Tr = f(p,C),

y=f(p,C)(p) + (p). (7.159)

 Sd studiem acum cazul in care py este o raddcina reald a ecuatiei (7.156).
In acest caz, ecuatia (7.154) admite solutia p = py. Daca inlocuim in (7.97)
pe p cu po, si tinem cont de (7.156), obtinem

Y = pox + ¥ (po), (7.160)

care este o solutie a ecuatiei Lagrange (7.149) care nu este continuta in solutia
generala (7.159) si deci este solutie singulara.

In legatura cu comportarea curbelor integrale ale ecuatiei diferentiale de
tip Lagrange fata de dreapta (7.160) putem avea doua situatii:

e daca plir? lz| = plirg |f(p,C)| = +oo, dreapta (7.160) este o directie
—P0 —Po

asimptotica a curbelor integrale (7.159).
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e daca plirgl |z| = plirgl |f(p,C)| = finit, (7.160) este solutie singulara a
—Po —P0

ecuatiei (7.149).

Exercitiul 7.4.5 Sa se integreze ecuatia diferentiala de tip Lagrange
y=zy’+y".
Solutie. Notam 3’ = p, deci y = ap? + p?; derivim in raport cu z,

d, d
pz?xp—p+p2+3p2—p
dx dx

si, in ipoteza p? — p # 0, obtinem ecuatia liniara

dx 2 3p

- _|_ —r = — EE—

dp p—1 p—1

care are solutia generala
2 2
-/ dp 3p S dp
z=e¢ P—1 (C’—/ P o p—1 dp)
p _—

Efectuand integrarile, gasim
1 3
- - C 3 <2 )
! (p—1)2< P +2p)
Inlocuind expresia lui = ca functie de p in y = zp? + p* determinam y ca
functie de p. Dupa calcule elementare, gasim

2 1
y:@ﬁw(C—zp2+p).

Prin urmare, solutia generala a ecuatiei date, reprezentata parametric,

este
1

3
r = M(C—p3+2p2),
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Ecuatia p?> — p = 0 are radacinile p = 0 si p = 1, care conduc la solutiile
singulare y = 0, respectiv y = x + 1.

Deoarece pentru p — 1 si C' # —3 avem |z| — 400, rezulta ca dreapta

1

y = x + 1 este directie asimptotica a curbelor integrale care au C' # -3
1

Daca C' = ——, curba integrala corespunzatoare se descompune in dreapta

y = x + 1 si o curba algebrica de ordinul al doilea (conica). [ |

Exercitiul 7.4.6 Sa se integreze ecuatia diferentiala
y=xy”+y"

Solutie. Notand ¢’ = p, ecuatia devine y = x p? + p%. Derivand in ambii
membri In raport cu x si tinand seama ca y’ = p, obtinem

d d

L +2p v

dx dx

Pentru p # 0, ecuatia diferentiala corespunzatoare este cu variabile sepa-
rabile. Dupa separarea variabilelor, ecuatia devine

dx 2dp

p:p2+2xp

r+1 1—p

)

iar integrarea acesteia conduce la

C

Ay
(p—1)?

de unde rezulta x ca functie de p.
Inlocuind aceasta valoare a lui x in expresia lui y ca functie de z si p,
gasim
Cp?
Y= -
(p—1)?
Astfel, solutia generala a ecuatiei diferentiale date se reprezinta paramet-
ric in forma
C

(p—1)2
_ oy
YT -
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Daca p = 0, din ecuatia initiala deducem y = 0 care este solutie singulara
deoarece

lim |z| = lim | f(p, C)| = lim ;—1=C—1= finit.
p—0 p—0 p—

¢
0(p—1)

Curba integrala corespunzatoare solutiei singulare este axa Ox. |

7.4.6 Ecuatia diferentiala de tip Clairaut

Definitia 7.4.2 O ecuatie diferentiala de ordinul intai de forma

y =y +0(y), (7.161)

in care 1 este o functie de variabila reald vy, de clasq C'(I), I C IR, se
numeste ecuatie diferentiala de tip Clairaut sau ecuatie Clairaut.

Teorema 7.4.4 FEcuatia Clairaut (7.161) are solutia generala
y=Cz+(C) (7.162)
st admite o solutie singulara reprezentata parametric de

r = —vY'(p),

y = —py'(p)+9(p) (7.163)

care, din punct de vedere geometric, este infasuratoarea dreptelor din (7.162).

Demonstratie. Dupa cum se vede o ecuatie Clairaut este o ecuatie Lagrange
particulara, anume cand ¢(p) = p. Pentru integrarea el procedam la fel ca
pentru ecuatia diferentiala de tip Lagrange. Inlocuim pe ¢’ cu p

y=ap+¢(p),
apoi derivam in raport cu z si tinem seama ca p este functie de z. Avem

_ dp s\ 4P o\ P _
p=pta -+ ) = (v+vp) =0

Din ultima egalitate desprindem doua posibiltati:
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d .
o« X _ 0, adica p = C. Inlocuind p = C in (7.161), obtinem solutia
x
generala (7.162). Agadar, solutia generala a ecuatiei Clairaut reprezinta
geometric o familie de drepte a carei ecuatie se obtine inlocuind in e-
cuatia diferentiala (7.161) pe ¢’ cu o constanta C

e x+¢/'(p) =0, de unde x = —1'(p) si daca inlocuim in (7.161) acest
rezultat, obtinem o curba integrald a ecuatiei (7.161) reprezentata
parametric de (7.163). Din punct de vedere geometric, curba integrala
(7.163) este infaguratoarea familiei de drepte (7.162) deoarece ecua-
tiile ei se obtinprin eliminarea constantei C' intre (7.162) si derivata in
raport cu C' a lui (7.162).

Exercitiul 7.4.7 Sa se integreze ecuatia diferentiala de tip Clairaut
y=uay —e¥.

SolutiPunem 3’ = p §i rescriem ecuatia data in forma y = xp — eP. Diferen-
tiind—o, obtinem
dy = pdx + xdp — ePdp.

Cum dy = pdz, din ultimul rezultat se deduce (x —eP)dp = 0. In acest fel,
sau dp = 0, sau x = eP. Daca luam dp = 0, atunci p = C; inlocuind aceasta
valoare a lui p in egalitatea y = pxr — eP, obtinem solutia generala in forma

y=Czx —e".

Daca luam z = eP, atunci y = peP — e? = (p — 1)e? si ajungem la solutia
singulara
r = eP,
y = (p—1e’, pe R

Prin eliminarea parametrului p din solutia singulara, care are valoarea
p = Inx, gasim ca ecuatia carteziana explicita a solutiei singulare este

y=2xz(lnz —1).

Sa demonstram ca solutia singulara este infaguratoarea familei de drepte
ce reprezinta solutia generala a ecuatiei date, adica ar trebui sa demon-
stram ca tangenta la solutia singulara, intrun punct (z¢,yo) al ei, are forma
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unei drepte identice cu cea din solutia generala a ecuatiei diferentiale date.
Ecuatia tangentei este

Y—"Y = ?/6(93 — ), sau y—xo(lnzy— 1) = (z —x0)Inxzg

care, dupa reducerea termenilor asemenea, devine y = x In xg — zy. Daca aici
punem In zy = C, ecuatia tangentei la curba integrala ce provine din solutia
singulara, intrun punct (z, o) al ei, este y = Cx — ¢, adicd tocmai curba
integrala ce provine din solutia generala. ]

7.4.7 Ecuatia diferentiala de forma y = f(x,y)

Ne propunem sa aratam cum se integreaza ecuatiile diferentiale de forma

y=f(z,y), (7.164)

unde f este o functie diferentiabila pe un domeniu plan. Daca notam 3’ = p
ecuatia devine

y=[(z,p)
care, derivata in raport cu x, unde se tine cont de faptul ca p = p(z), conduce
la
of [ 0f dp
=4+ = — 7.165
P= 5z + Jp dx ( )

.- : - dp
adica la o ecuatie rezolvata in raport cu Tn
x

Daca putem integra (7.165) avem

p= gD(l‘, C)

care, introdusa in (7.164), ne conduce la solutia generala cautata
y = f(z,0x,0)).

Exercitiul 7.4.8 Sa se integreze ecuatia diferentiala

.CE2

.12 d
Y=y y:L'—I—Z.
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2
x
Solutie. Punem 3’ = p, deci y = p* — px + OR derivam in raport cu x si

tinem seama ca p = p(z) :

dp  dp dp
=2p— —x— — = (2p — ——)=0.
p=2p - —a Pt (2p —2)(1 - )
. dp : : 5 :
Daca — = 1, atunci avem p = x + C care introdus in ecuatia y =

X
2
p? — px + % conduce la solutia generala
2 L,
y==C +C’x+§x, x € IR.

Daca z = 2p, din aceeasi ecuatie folosita mai sus deducem y = p®. Prin
urmare, obtinem solutia reprezentata parametric

r = 2p,
y = p*, peR,

care, nefiind obtinuta din solutia generala de mai sus pentru nici o valoare
a lui C| este solutie singulara. Se observa ca solutia singulara, care este o
parabola, este infaguratoarea familiei de curbe integrale din solutia generala
care sunt tot parabole cu axa de simetrie paralela cu axa Oy. [ ]

Exercitiul 7.4.9 Sa se integreze ecuatia diferentiala
vy? + (y — 3z)y +y = 0.
Solutie. Ecuatia diferentiala data se poate scrie in forma

. Syl _ y/2

si se incadreaza in tipul studiat mai sus.
Inlocuind %' = p, obtinem

3p—p
l+p

(7.166)
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Derivand (7.166) in raport cu x, obtinem ecuatia

2 p+3 dp
N+ -2 .Y =0
b+ )(x +p(p+1) d;v) ’

din care rezulta p = 1 precum si ecuatia

pt+3
p(p+1)

care este o ecuatie diferentiala cu variabile separate.
Integrand, obtinem

2
dp + ;dw =0, (7.167)

(p+1)°
I
Inlocuind (7.168) in ceea ce se obtine din (7.166) prin ridicare la pitrat,

gasim

v?=C (7.168)

(p=3)*

y*=C (7.169)

Eliminand pe p intre (7.168) si (7.169), determinam solutia generala sub
forma implicita
(zy? + Cy + 3Cz) (y* + 15Cy — 27Cx) + C*(y — 9x)? = 0. (7.170)
Considerand acum p = 1 si mergand cu aceasta valoare a lui p in ecuatia
(7.166), gasim ca y = x este solutie a ecuatiei diferentiale initiale. Aceasta

solutie nu se poate obtine din solutia generala gi prin urmare este solutie
singulara. n

7.4.8 Ecuatia diferentiala de tipul = = f(y, ')

La fel ca la celelalte ecuatii diferentiale studiate in acest paragraf, se face
notatia ' = p, deci ecuatia data devine

v = f(y.p). (7.171)

Derivand, de data aceasta in raport cu y, in ambii membri ai lui (7.171)
si tinand cont ca x si p pot fi considerate functii de y, gasim
1 _9f Ofdp

- = 4= = 7.172
p Oy Opdy ( )
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Daca putem integra (7.172), care este o ecuatie diferentiala in functia
necunoscuta p, cu variabila independenta y, obtinem

p= ¢y, C). (7.173)

Introducerea lui (7.173) in (7.171) conduce la solutia generala

T = f(y,go(y, C’)) (7.174)

Exercitiul 7.4.10 Sa se integreze ecuatia diferentiala

Y —dzyy +8y*=0. (7.175)
Solutie. Se observa ca
2
y© 2y
=Z—4+ = 7.176
Y (7.176)

si deci ecuatia este de tipul celei studiata la acest punct.
Inlocuind ¢ = p si derivand in raport cu y, dupa reducerea termenilor
asemenea si grupari convenabile se ajunge la

dp
3 2 _
(p° — 4y )(Qy@ - p) =0. (7.177)
Daca consideram cazul cand se anuleaza cel de al doilea factor, adica
d
2yd—p —p =0, integrand ecuatia corespunzatoare gasim
Y

p=C\/y. (7.178)
Inlocuind aceastd valoare a lui p in ecuatia z = f(y, p), deducem
C? —4Cz+ 8y =0 = y* = Ci(z — )% (40, = C?). (7.179)

Celalalt factor egalat cu zero conduce in cele din urma la parabola cubica
4

= 2—7x3, care este o solutie singulara. [ ]

Y



Capitolul 8

Ecuatii diferentiale ordinare de
ordin n integrabile prin
cuadraturi

In acest capitol vom prezenta tipuri de ecuatii diferentiale ordinare de ordin
superior carora li se pot reduce ordinul si care apoi pot fi integrate prin
operatii de cuadrare.

8.1 Ecuatii diferentiale de tipul y™ = f(z)
Consideram ecuatie diferentiala de ordinul n simpla

y" = f(x), (8.1)

unde f este o functie continua pe un interval I.
Ea se integreaza usor prin cuadraturi. Intr-adevar, din ecuatia (8.1) ob-
tinem prin integrari succesive

1 T n—1 Ck
= — "L dt Nz —x)F, x e, 8.2
v= G [ 0+ X e - ) (8.2
unde Cy, C4,---, C,_1 sunt constante arbitrare, iar xy este un punct oare-

care, insa fix din intervalul 1.

Exercitiul 8.1.1 Sd se afle solutia ecuatiei diferentiale y" = 24z care sat-
isface conditiile initiale y(0) =1, y/(0) = —1, y"(0) = 2.

419
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Solutie. Prin integrari succesive, obtinem solutia generala
22
y:l’4+01§+02$+03. (83)
Impunand solutiei (8.3) sa satisfaca conditiile initiale, gasim C3 = 1,
Co=—15C)=1.

Prin urmare, solutia problemei Cauchy pentru ecuatia diferentiala data
estey =t + 2% —x + 1. [ ]

8.2 Ecuatia diferentiald F(z,y™) =0
Teorema 8.2.1 Flie ecuatia diferentiala

F(z,y™) =0. (8.4)
Daca se cunoagte o reprezentare parametrica a curbei plane F(u,v) =0,

u = @(t),

v o= W), (8.5)

cu @ s1 Y functii continue cu derivate continue pe un interval I, integrala
generala pe I a ecuatiei diferentiale (8.4) se obfine prin n cuadraturi.

Demonstratie. Din reprezentarea parametrica (8.5), deducem mai intai

z = ), y
v = (), 86)
si apoi
d(y" V) = y"Mdx = @' (t)y(t)dt.
Din ultima relatie, printr—o cuadratura, obtinem
YD — / O (Db (t)dt + Cy = @1 (1) + Cp. (8.7)

Relatia (8.7) poate fi scrisa in forma

d(y" ) = (@1(t) + Co)¢/(1)dt (8.8)
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si dupa integrare aceasta ne da

v = [ @) ()dt + Coplt) + Cu.

Repetand operatia de n ori obtinem pe y ca functie de ¢
y=&(t) + Pualp®), tel, (8.9)
unde P,,_; este un polinom de grad n — 1, cu coeficienti reali arbitrari, avand

variabila functia ¢. Relatia (8.9) impreuna cu prima relatie din (8.6) ne da
integrala generala sub forma parametrica. [ |

Observatia 8.2.1 Daca ecuatia (8.4) defineste implicit pe x prin relatia

z = fy™), (8.10)

atunci o reprezentare parametrica este data de

y" o=t
8.11
v = f) (S
Din prima relatie (8.11), gasim
tn—i—l tn—l 7571—2
= C——+Cy— + - Cr1t+C,. 8.12
Y T o) Ty T Tt (8.12)

Cea de a doua relatie din (8.11) si cu (8.12) dau o reprezentare parametrica
pentru solutia generald a ecuatiei diferentiale (8.4) in cazul particular cand
din ecuatfia F(u,v) =0 se poate explicita v ca functie de u.

Exercitiul 8.2.1 Sa se integreze ecuatia diferentiala
r=y" +Iny", o' >0. (8.13)

Solutie. Ecuatia data se incadreaza in Observatia 8.2.1. Cu notatia y” =t
avem ca x =t + Int. Apoi:

1 1
y’z/y”daz:/t(l—l—;)dt: §t2+t+Cl;

y:/y’dm:/<;t2+t+cﬁ)(1+1)dt+C’2~
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Din cele deduse mai sus rezulta ca solutia generala a ecuatiei diferentiale
(8.13) este data parametric de

r = t+Int,
1 3 3 2

de unde vedem ca ea depinde de doua constante arbitrare. Daca din prima e-
cuatie se poate determina in mod unic ¢ ca functie de z, inlocuind rezultatul

in expresia lui y ca functie de t se poate obtine solutia generala in forma
y = g(z,Cy,Cy). n

8.3 Ecuatia diferentiali F(y"~Y ¢") =0
Teorema 8.3.1 Fie ecuatia diferentiala

Fy®™=b y™) =o0. (8.14)
Daca se cunoaste o reprezentare parametrica a curbei plane F(u,v) =0,

u = (1),

v o= (), (8.15)

cu, ¥ g1 functii continue, iar(t) # 0 pe un interval I, integrala generala
pe I a ecuatiei diferentiale (8.14) se obtine prin n cuadraturi.

Demonstratie. Din reprezentarea parametrica (8.15) putem scrie:
yrl = o(t), ™ =y(t), tel;
y Y = (), dy"Y) =¢(t)de, te

_¢()
de = o) dt.

Din ultima relatie, printr—o cuadratura, obtinem

A, _
r = / D e Co=2(0) +Co. (8.16)
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Avem agadar
T = (I)(t) + Co,

y b= (1),

si am redus problema integrarii la acea rezolvata la punctul precedent. Mai
precis, avem

n-2)\ p)¢'()
d(y" ) = p(t)dz = Wdt’

de unde, printr-o cuadratura, gasim
/
(n—2) _ / p(t)p (t)d
Yy = | ———=dt + C}.
()

Procedeul continua si dupa n — 2 cuadraturi se obtine integrala generala
sub forma parametrica. [ ]

Exercitiul 8.3.1 Sa se integreze ecuatia diferentiala de ordinul tre:

"2

y///2 +y"? = 1.

Solutie. O reprezentare parametrica a ecuatiei u?+v? = 1 este u = sint, v =
cost, de unde deducem y” = sint, y"” = cost. Avem d(y") = y"dx, sau
costdt =costdr, decidr =dt = x=t+C;. Diny” =sintsix =t+ C;

obtinem pe rand

y" = sin(z — CY),
y = — cos(z—Cy)+ Cs,
y = —sin(x—Cp)+Cur+Cs, xe€ R

Ultima functie de mai sus reprezinta solutia generala a ecuatiei date. m

8.4 Ecuatia diferentials F(y™2,y) =0
Teorema 8.4.1 Fie ecuatia diferentiala de ordinul n de forma particulara

Py, ) = 0. (8.17)
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Daca se cunoaste o reprezentare parametrica a curbei plane F(u,v) =0,

u = @(t),
{U _ w (8.18)

unde @, 1V si @' sunt functii continue pe un interval I C IR, atunci integrala
generald a ecuatiei diferentiale (8.17) se obtine prin n cuadraturi.

Demonstratie. Din ecuatiile parametrice (8.18) avem

v = (), Y™ =9() (8.19)

Sau
d(y" ) = y™dz, d(y"?) =y Yz, (8.20)

din care, evaluand pe dz si egaland rezultatele, deducem

d(y"=v)  d(y"?)

- 521
Folosind (8.19) in (8.21), avem y"~Vd(y"~V) = ¢)(¢)¢'(t)dt. Integrand aceas-
ta ecuatie diferentiali, obtinem [y™~Y]? = 2 / W»(t)¢'(t)dt+C4, din care, mai

departe, gasim

y =D \/ /zp (t)dt + C. (8.22)

Relatia (8.22) impreuna cu prima relatie din (8.19) arata ca ecuatia data
s—a redus la tipul studiat la punctul precedent. [ ]

Exercitiul 8.4.1 Sa se determine solutiile ecuatiei diferentiale

"1 /2

vy =y
Solutie. Se observa ca ecuatia data se mai scrie in forma
y/// y//
vy = Iny" =Iny + InC, = y" = C1y = d(y') = d(Cy),

din care rezulta ecuatia diferentiala cu variabile separabile v/ = Chy + Cs.
Dupa separarea variabilelor, obtinem
dy
Ciy + Cy
si in acest mod s—a obtinut solutia generala a ecuatiei date sub forma explicita
in care intervin trei constante arbitrare. [

= dr = In(Cry + Co) = Oy (z + C5) = Chy + Cy = 1 (T)



Capitolul 9

Ecuatii diferentiale ordinare
care admit micsorarea ordinului

: k k+1
9.1 Ecuatia F(z,y®™, y*) ... y®)) =0
Teorema 9.1.1 Ecuatia diferentiala ordinara de ordinul n
F(l’, y(k)v y(k+1)7 U ’y(n)) = 07 (91)

in care lipsesc functia necunoscuta y st derivatele sale pana la ordinul k — 1,
prin schimbarea de functie

y® =y (9.2)
se transforma in ecuatia diferentiala de ordinul n — k
F(z,u,, - u™®) =0. (9.3)
Demonstratie. Daci punem y*) = u, obtinem relatiile
Y Bt = oy = ) = (k)

pe care daca le inlocuim in (9.1) obtinem (9.3). Daca reusim sa integram pe
(9.3), deci sa obtinem solutia generala

U(ZL‘) = (,O(ZE, Cl) 027 Ty Cn—k:)a
integrarea ecuatiei (9.1) se reduce la integrarea ecuatiei de ordinul k
y(k) = p(x,01,Cy, -+, Cyp),

care este de tipul uneia studiate anterior. [ ]

425
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Exercitiul 9.1.1 Sa se gaseasca solutia generala a ecuatiei
zy® — ¢y =243 (9.4)

st apoi sa se determine acea solutie care satisface conditiile:

Solutie. Daci punem y®) = u, se obtine ecuatia in u
zu —u=22>,

care este o ecuatie diferentiala liniara de ordinul intai neomogena cu solutia
generala
u=Ciz + 2.

Revenind la functia initiala, obtinem ecuatia diferentiala de ordinul trei
y® = Oy + 28,

Integrand succesiv ultima ecuatie, avem:

y = 3015132 + lex‘l + Cy;
Yy = 101x3 + ix5 + Cox + Cs;
6 20 ’
1 4 L s 1 2
y:ﬂClsc —|—@x + ngx + C3x 4+ Cy, z € IR.

Ultima relatie este solutia generala a ecuatiei din enunt.
Impunand conditiile initiale, obtinem un sistem liniar, neomogen de 4
ecuatii cu necunoscutele Cy, Cy, C3, Cy. Rezolvand acest sistem, gasim

1 13 1
Ch 0, Cs 1 Cs 15 Cy o

Prin urmare, solutia care indeplineste conditiile initiale este
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. N
9.2 Ecuagla F(y7 y,y - 7y(n>> =0
Teorema 9.2.1 Fie ecuatia diferentiala de ordinul n de forma

F(y7y/7y//7 T 7y(n)) = 0. (95)

Prin transformarea y' = p st luand pe y ca variabild independenta, ecuatiei
date i se paote reduce ordinul cu o unitate.

Demonstratie. Transformarea care urmeaza sa o efectuam se poate scrie

d
d—y = p. Derivand aceasta egalitate in raport cu x obtinem succesiv:
x
Ty i(dy>:@:d7p-d7y:p_d£.
dx? dz \dx de dy dx dy’
d? d ,d? d dp d dp\ d
B ) ) o)
dx dx \dx dx dy dy dy’ dx
dp\2 o d?
= v g) P g

Derivatele de ordin 4 si mai mare se calculeaza in mod asemanator.

Analizand aceste derivate, constatam ca derivata de ordinul £k a functiei
y 1n raport cu x de k—ori se obtine cu ajutorul functiei p si ale derivatelor
acesteia In raport cu variabila y pana la ordinul £ — 1.

Inlocuirea in (9.5) a tuturor derivatelor astfel calculate conduce la o e-
cuatie diferentiala de ordin n — 1 in functia necunoscuta p = p(y). [

Exercitiul 9.2.1 Sa se integreze ecuatia diferentiala
vy +y° +y* =0

Solutie. Procedam conform demonstratiei de mai sus. Avem 3’ = p, ¢/ =

D d—p Inlocuind aceste derivate in ecuatie, obtinem
Y

dp
ypdf+p2+y2=0,
y
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care este o ecuatie diferentiala omogena pentru ca se poate scrie in forma

DN 2
w_ 1)
dy p '
Y
y o dp dz | : .
Dupa efectuarea schimbarii p =y 2z = =Y + 2z 1n ultima ecuatie
Y Y
diferentiala, urmata de separarea variabilelor, aceasta devine
dy zdz
y 14222
Solutia generala a ultimei ecuatii diferentiale este
&
+2z
Revenind la p, solutia de mai sus se poate scrie
2 Ch
Y =772
1+2p
din care deducem A
:_ 1 G-y
2 y?

care mai departe implica

@—i L va-y

dr V2 y
Ultimele ecuatii obtinute sunt cu variabile separabile. Efectuand sepa-
rarea variabilelor, obtinem
_ydy _ dz
VO VR
care integrate dau solutiile

T 2

1
+ Cy = — - arcsin .
V2 T2 Ne?
Solutia generala depinde de doua constante arbitrare deoarece ecuatia
diferentiala ordinara data este de ordinul al doilea. [ ]

+
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7

9.3 Ecuatia F(z,y,y,y",---,y") = 0, omogena
A / n
muy,y, - -, y()

Teorema 9.3.1 Flie ecuatia diferentiala de ordinul n de forma

F(l” Y, yla y,/7 e 7y(n)) =0 (96)

omogend in variabilele y,y',--- ,y"™. Prin schimbarea de functie LA
Y

ordinul ecuatier se reduce cu o unitate.

Demonstratie. Din faptul ca ecuatia diferentiala (9.6) este omogena in

variabilele y, 1/, - -,y rezulta cd ea se poate scrie in forma
1o (n)
G(x7y77y7’... ’L) — O (97)
y oy Y

Facand substitutia ¥y = y u, obtinem succesiv:
y' = (yu) = y'u+yu' = y(u® +u);
y/// _ (y(u2 + u/))’ _ y/(u2 + u/) + y(2uu’ + u//) _ y(u:} + 3un’ + u//)‘

Derivatele urmatoare ale functiei y se calculeaza asemanator.

Din aceste calcule deducem ca raportul dintre derivata de ordinul £ a
functiei y si functia y este o expresie in care apar functia u si derivatele pana
la ordinul k£ —1, deci daca inlocuim aceste rapoarte in (9.7) obtinem o ecuatie
diferentiala de ordinul n —1 in functia necunoscuta u care depinde de aceeasi
variabila z. [ |

Exercitiul 9.3.1 Sa se integreze ecuatia diferentiala
2’yy" = (y —ay')*.

Solutie. Tipul acestei ecuatii se incadreaza in cel studiat mai sus pentru
ca functia 2?yy” — (y — xy’)? este un polinom omogen de gradul al doilea
in variabilele y, 3/ si y”. Daca facem schimbarea de functie 3’ = uy obtinem
y" = y(u? + ') si ecuatia se transforma in

(v’ + ) = (1 — zu)® = 2% + 2zu =1,
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care este o ecuatie liniara cu solutia generala

1
x
Amintindu—ne cine este functia u, din ultimul rezultat obtinem ecuatia
diferentiala
y_1,G

y x  x%’

care este o ecuatie cu variabile separate. Integrarea ei conduce la
Cl Co—Ci/z
Inhy=her—- —+C, = y=xe? V",
x
unde z apartine unui interval I cuprins in intervalul (0, +00). [ |
. dy d*y  d"y
9.4 Ecuatia F(r,y, =, -7, ,
dx dx2 dx™
gena in z, y, dx, dy, d°y, ---, d"y

) = 0, omo-

Teorema 9.4.1 Fie ecuatia diferentiala de ordinul n de forma

dy d*y d™y
(x7 y7 dl‘7 de Y Y dﬂjn) O (9 8)
omogend in variabilele x,y, dx, dy, d*y, --- ,d™y. Prin schimbarea de variabild
st de functie
2| = €, Y — (9.9)
x

ordinul ecuatiei se reduce cu o unitate.

Demonstratie. Din faptul ca ecuatia data este omogena rezulta ca ea se
poate scrie in forma

G(%’ y/a xy”7 ny”/a e 7xn_1y(n)) = 0. (910)

In ipoteza ca intervalul I pe care se cauta solutiile ecuatiei (9.8) este
inclus in intervalul (0, +00), facem schimbarea de variabila si de functie

v=¢, Y=u teJCR, u=ult) (9.11)
X
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Constatam prin calcul ca obtinem succesiv:

’—@—i(ux)—xd—u—l—u—xd—uﬂvLu—d—u—l—w

L A M 7 P

x,,_xd(du+u)_$d(du+u)dt_d2u+chg

V=T \a “Ta\at T War T ae T ar (9.12)
du du

2, m _ 7 7

YT T

Continuand calculele pentru a determina expresia z*y**1, k > 3, ajun-
gem la concluzia ca aceasta se exprima in functie numai de derivatele pana la
ordinul £ + 1 ale functiei u. Folosind (9.11) si expresiile (9.12) ale termenilor
de forma 2°y**Y s € T,n — I, constatam ca (9.10) devine o ecuatie de forma

du d*u d™u
ee ) = 1
(u, dt’ de2’ dt”) 0 (9.13)

du
care este o ecuatie de forma (9.6) despre care gtim ca, cu schimbarea i D,
admite o reducere a ordinului cu o unitate.

Daca intervalul I C (— 00, 0), se fac schimbarile

r=—ec, g:u, teJCRR, u=ut)
x

si rationamentul decurge asemanator, in final ajungand tot la o ecuatie de
forma (9.13). ]

Exercitiul 9.4.1 Sa se integreze ecuatia diferentiala

IESy” +xyy' _ y2 =0

pe un interval I cuprins in intervalul (0,400).

Solutie. Daca folosim notatiile lui Leibniz pentru derivatele unei functii reale
de o variabila reala constatam ca ecuatia data se scrie sub forma echivalenta

w3 d*y + vy dedy —y* de® =0,

de unde se observa ca ecuatia este polinom omogen de grad 4 in variabilele
x, y, dr, dy si d?y. Conform teoriei prezentatd la acest punct, efectuand
inlocuirile

r=c¢, y=zu, u=u(t),



432 Ion Craciun

deducem ca derivata 3’ gi termenul xy” se exprima prin
!/ ! / "
y=u+u, rY =uU +u.
Inlocuind in ecuatie, obtinem
e2t(u/ + u//) + e?tu(u 4 u/) - 62tu2 _ O,
de unde, dupa simplificarea cu e?', deducem ecuatia diferentiala
' +u 4w = 0.

Trecand la functia p prin v’ = p deducem ca u” = pp’ si ecuatia diferen-
tiala data se transforma in

p(p' +1+u)=0. (9.14)

Considerand ca p = 0 obtinem u = 0, deci u = C} si de aici rezulta ca
y = Cz este o prima famile de solutii ale ecuatiei.
Anularea celui de al doilea factor din (9.14) conduce la

dp

+l4+u=0=p=—u®>—u—A.
du

P+l+u=0=

du
Punand in ultimul rezultat p = T constatam ca acesta devine
x

du 9
— =—u"—u— A,
dz !
care este o ecuatie diferentiala de tip Riccati cu solutia particulara v = k,
unde k este o constanta reald, radicingd a ecuatiei algebrice k* + k + A; = 0.
In cazul 1 —4A; > 0 ecuatia Riccati admite doua solutii reale u; = ky si

uy = ko. Daca efectuam schimbarea de functie

u — ]{?1

V= ——"-
U—k27

ecuatia Riccati devine

(k’l — k’g)’l}/ = (4141 — 1)1},
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care este o ecuatie cu variabile separabile cu solutia generala

44, — 1
—2
v=Aye ki — ko
y . 44 -1 . :
Daca avem in vedere ca s — (k1 — ko) rezulta ca putem scrie
1~ k2
(k1—ko)w u— ki (k1—ko)w ur — kyx (k1—ko)x
e\ = Ay —> eIt = Ay = e\t = Ay,

u — ko ux — kox
Insi uz = y, astfel ca ultima egalitate se scrie

y—kix ke — g
y — kox

din care, dupa operatii simple, se ajunge ca solutia generala a ecuatiei dife-
rentiale initiale este
ky - elk1—k2)z _ Azk;zCU

y= elki—ka)z _ A,
u
Daca 1 —4A; = 0 ecuatia Riccati devine i —u? —u— 1 si are solutia
x
1
particulara u = — 7 Cu substitutia u = — — + — ea se transforma in ecuatia

z
liniard 2’ — 1 = 0, cu solutia generala z = x + C3, de unde gasim

1 n . (1 n 1 )
u=—— =(= x.
2 T + 03 4 2 T+ 03
[
: 12, 0

9.5 Ecuatia F(y,zy, 2%", -, 2"y™) =0
Teorema 9.5.1 Flie ecuatia diferentiala ordinara, de ordinul n, de forma

F(y7 xyla xzyﬂa ) xny(n)> =0. (915)
Prin schimbarea de variabild |z| = €', t € IR in (9.15), ordinul ecuatiei

diferentiale se reduce cu o unitate.
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Demonstratie. Daca intervalul I pe care este definita functia necunoscuta
y este inclus in semiaxa reala pozitiva, efectuam schimbarea de variabila
independenta x = €', t € J C IR si constatam ca variabilele ecuatiei (9.15)
se exprima dupa cum urmeaza

dy dy dt  _,dy dy dy

/ — J _d — td 7 .

e T e T T

¢y i(dy> _ e_ti(e_t@) _ e—2t(d2y _ @).

dx? dx \dx dt dt dt2  dt/’ (9.16)
du d?y dy

" — =3t " o J 27

y € <dt3 S T dt>’

Din relatiile (9.16), deducem:

vy
dx dt’
d?y *y  dy
27 J —- __J _ 7.
T2 a2 ar (9.17)
d3u d?y dy
3,1 7 g d
Ty o d3 3dt2+2dt’

. pdRy L . . L
Se observa ca " —= se exprima numai cu primele k£ derivate in raport cu
dzk
T

t ale functiei necunoscute y, acum functie de ¢t. Prin urmare, utilizand (9.17),
ecuatia (9.15) se transforma intro ecuatie diferentiala de forma

( dy d’y d”y> o,

dy d°y d' 9.18
Yoag ar T am (9.18)

d
unde nu apare noua variabila independenta t. Punand Y p si luand pe y

drept variabila independenta, ecuatiei (9.18) i se poate reduce ordinul cu o
unitate. [

Exercitiul 9.5.1 Sa se integreze ecuatia diferentiala

ZESyUQ + 2x2y’y" + ny/ _ 0’

pe un interval I C (0,400).
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Solutie. Prin inmultirea cu x, ecuatia devine

(fcjy”)2 +2(zy')(2%y") + 2y() +2y(zy) = 0.

Noua ecuatie diferentiala fiind de forma studiata mai sus, facem schimbarea
de variabild independenta x = e'. Pentru ca rationamentul s fie mai clar,
vom nota rezultatul compunerii functiei y cu functia x = €' prin 7, adica
y(x(t)) = y(e') = n(t). Derivatele functiei y, calculate in functie de derivatele
functiei 7, sunt:

_dy dnp dt  _, dn
A TR e T
1 d ( —t /)e—t _ (e—td277 _e—t@): 6—27&(‘1277 _ @)

vo= g\ de? dt e dt

De aici deducem

,_ dn,
Ty - Ev
d*n dn
2, _
YT e T ar
- d? d? d
In acest fel ecuatia initiala devine (EZ)Q +2n d—tg — (£)2 = 0.

Deoarece in ultima ecuatie diferentiala nu intra variabila independenta t,

d
luam pe d—z ca functie necunoscuta si pe 7 ca variabila independenta. Avem:
dyp _ dn _ dp
a P oar TPy

si ultima forma a ecuatiei se poate scrie

dp 2 dp 2
NV fanpt —p?=0.
(p d77> 2y =P
Cu schimbarea de functie p? = u, ajungem la ecuatia Clairaut
L o
_ A
u=nu + 1 U

a carei solutie generala este

1
u:Cﬁ—FZCQ.



436 Ion Craciun

Luand C = 4C; si u = p?, constatam ca
P> =4Cn+4C3

Pe de alta parte,
dn dy dx ,
— —_— . . x

P=at " aw @t Y

z -y =+2\/Cy + C}.

Solutia generala a ecuatiei diferentiale date este

Prin urmare,

+2\/Ciy + C2=Cilna + Cy = 4(Ciy + C3) = (Ci Iz + G)’,

iar din ultima expresie se poate obtine forma sa explicita. [ ]
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