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Capitolul 1

Ecuatii diferentiale liniare de
ordin superior

1.1 Ecuatii diferentiale liniare de ordinul n cu co-
eficienti variabili

Fie C™([a,b]) spatiul vectorial al functiilor reale continue, cu derivate con-
tinue pana la ordinul n inclusiv pe intervalul real [a, b] si functiile

ag, a1, ..., an, f € C%[a,b]).
Functia ag este considerata astfel incat sa nu se anuleze pe intervalul [a, b].
Definitia 1.1.1 O ecuatie de forma
ao(@)y™ + ar(@)y" " + - o (@)Y + an(z)y = f(2) (1.1)

se numeste ecuatie diferentiala liniara de ordinul n neomogena daca
se cere sd se determine toate functiile y = ¢(z), unde ¢ € C"([a,b]), astfel
incat sa avem

ap(2)p" (@) +a1 ()" "V @)+ Fan_1(2)¢' () +an(2)p(z) = f(z) (12)

Definitia 1.1.2 Functia y din ecuatia diferentiala (1.1) se numeste ne-
cunoscuta, ¢ € C"([a,b]) care satisface identitatea (1.2) este o solutie,
ap, ai, ..., a, se numesc coeficienti, iar f este termenul liber al ecua-
tiet.
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Definitia 1.1.3 O ecuatie de forma
ao(m)y(") + al(:z)y("_l) +otan1()y +an(x)y =0 (1.3)

se numeste ecuatie diferentiala liniara si omogena de ordinul n.

Definitia 1.1.4 Cand coeficientii ecuatiei diferentiale (1.3) sunt aceeasi
cu cei ai ecuatiei (1.1), ecuatia (1.3) se numeste ecuatia diferentiala
omogena asociata ecuatiei neomogene (1.1).

Pe spatiul vectorial C™([a, b]) definim aplicatia L prin
L(y) = (Y ax(@)D"*)y, (1.4)
k=0

d
unde D = I este operatorul de derivare de ordinul intai iar D" % este
x

operatorul obtinut prin aplicarea repetata de n — k ori a operatorului D,

. dn—k
adica D"k = .
d$nfk

functiei y € C"([a, b]).

Evident, D" %y este derivata de ordinul n — k a

Teorema 1.1.1 Aplicatia L : C™([a,b]) — C°([a,b]) este operator liniar.

Demonstratie. Operatorul de derivare D este liniar deoarece derivata
unei combinatii liniare de functii derivabile este egala cu combinatia liniara
a derivatelor functiilor, adica are loc egalitatea

D(oy1 + aoy2) = aq Dy1 + aaDyo, (1.5)

oricare ar fi constantele a1, ao si oricare ar fi functiile derivabile y1, yo.
In baza relatiilor (1.4) si (1.5), egalitatea

L(onyr + aoy2) = a1 L(y1) + aaL(y2), (1.6)

este satisfacuta oricare ar fi constantele o, o si oricare ar fi functiile reale
Y1, y2 apartindnd spatiului vectorial C™([a,b]). Rezultatul aplicarii opera~
torului L unei functii y € C"([a, b]) este o functie continua.

Din (1.6) rezulti ci L : C™([a,b]) — C°([a, b]) este operator liniar.  m
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Definitia 1.1.5 Fie xg un punct arbitrar din intervalul [a,b]. Problema de-
terminarii acelei solutii y € C™([a,b]) a ecuatiei diferentiale (1.1) care sa
satisfacd conditiile initiale

y(zo) = (D%)(z0) = wor,
/ 1
y'(zo) = (Dy)(@o) = yoo,
(1.7)
y V() = (D" 'y)(z0) = Yon,
unde Yo1, Yo2, - -, Yon Sunt numere reale arbitrare date, se numeste prob-

lema lui Cauchy a ecuatiei diferentiale (1.1).

O definitie asemanatoare se poate formula gi pentru ecuatia diferentiala
liniara, de ordinul n, omogena.

Teorema 1.1.2 (Existenta si unicitatea solutiei problemei Cauchy)
Daca functiile reale ag, a1, -+, an $i f din ecuatia diferentiald (1.1) sunt
functii continue pe [a,b], atunci solutia problema lui Cauchy a acestei ecua-
tii diferentiale, cu conditiile initiale (1.7), exista $i este unicd, oricare ar fi
conditiile initiale (1.7).

Observatia 1.1.1 Rezultat similar are loc si pentru solutia problemei lui
Cauchy a unei ecuatii diferentiale liniard, cu coeficienti variabili, de ordinul
n, omogend de forma (1.3).

1.2 Ecuatii diferentiale liniare omogene de ordinul
n cu coeficienti variabili

Sa consideram ecuatia
Lly) = ao(@)y™ +ar(x)y™ ™V + -+ an1(x)y + an(z)y =0, (1.8)

numita, dupa cum s—a specificat, ecuatie diferentiala liniara de ordinul n,
omogena si cu coeficienti variabili.

Consideram y € C"([a,b]), ag, a1, ---, an € C°([a,b]) si ag(x) # 0,
(V) z € [a,b].

Teorema 1.2.1 Mul{imea solutiilor ecuatiei diferentiale liniarda, omogend,
de ordinul n, cu coeficienti variabili, este spatiu liniar real.
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Demonstratie. Fie y;, y2 solutii arbitrare ale ecuatiei (1.8). Aceasta in-
seamna ca

L(y1) =0, L(y2) =0. (1.9)

Teorema este demonstrata daca
L(a1y1 + azyz) =0, (V) al,as € IR. (1.10)
Dar L : C"([a,b]) — C°([a, b]) este operator liniar, prin urmare avem

L(aayr + agy2) = a1 L(y1) + a2 L(y2). (1.11)

Din (1.9) si (1.11) rezulta (1.10), ceea ce arata ca multimea solutiilor ecuatiei
(1.8) este subspatiu liniar al spatiului vectorial C™(]a, b]).

Dar, un subspatiu liniar al unui spatiu liniar este el insusi spatiu liniar
si teorema este demonstrata. [

De altfel, concluzia Teoremei 1.2.1 rezulta si din observatia care urmeaza.

Observatia 1.2.1 Multimea solutitlor unei ecuatii diferentiale liniard omo-
gena de ordinul n cu coeficienti variabili este nucleul Ker(L) al operatorului
liniar L

Ker(L) = {y € C"([a,8]) | L(y) = 0}

Dar, nucleul unui operator liniar definit pe un spatiu liniar este un subspatiu
liniar al acelui spatiu. Prin urmare, Ker(L) este subspatiu liniar al spatiului

vectorial C™([a, b]).

Observatia 1.2.2 Daca y1,y2,...,Yp sunt p solutii arbitrare ale ecuatiei
(1.8) si Cy, Ca, ---, Cp sunt constante oarecare, atunci functia

y=Cry1 + Coya + -+ Cpyp

este de asemeni solutie a aceleiasi ecuatii.

Definitia 1.2.1 Se numeste solutie generala a ecuatiei diferentiale (1.8)
un element y € Ker(L) depinzand de n constante arbitrare, de forma

Yy = So(xaCbCQv s 7Cn)7

cu proprietatea ca, dand valori constantelor Cv,Cs,...,Cy, se poate obfine
orice solutie particulard a ecuatiei diferentiale (1.8) care satisface conditiile
initiale (1.7), unde yo = (Yo1, Y02, - - - » Yon) este un vector arbitrar din IR".
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Fie B un sistem de n solutii arbitrare ale ecuatiei diferentiale (1.8),

B=A{y,y2,--.,yn}, y; € Ker(L), j=1,n (1.12)

Definitia 1.2.2 Se numeste wronskianul sistemului B de solutii ale ecua-
tiei diferentiale (1.8), functia

W[y17y27-"7yn] : [a7b} — R

ale carei valori, Wlyi,y2, ..., yn](z) sau W(z), sunt date de valorile deter-
manantulus
y1() ya() Yn ()
v (x) yalx) -+ yp(x)
W(x) = , x € [a,b].
n—1 n—1 n—1
W) @) @)

Pentru wronskianul sistemului B de solutii ale ecuatiei diferentiale (1.8)
se utilizeaza gi denumirea determinantul lui Wronski, dupa numele matema-
ticianului polonez Josef Hoené Wronski (1778-1853).

Definitia 1.2.3 Sistemul de solutii B din (1.12) se spune ca formeazd un
sistem fundamental de solutii al ecuatiei diferentiale (1.8) daca

W(z)#0, (¥)zxc¢€(a,b).

Teorema 1.2.2 (Liouville) Wronskianul oricaror n solutii ale ecuatiei di-
ferentiale liniara, de ordinul n, omogend este, sau identic nul pe intervalul
(a,b), sau diferit de zero in orice punct din (a,b).

Demonstratie. Utilizand regula de derivare a unui determinant si pro-
prietitile determinantilor deducem ca W (x) satisface ecuatia diferentiala
ordinara, de ordinul intai, cu variabile separate

_ai(z)

W' (z) = 20(2) W(x), z € (a,b). (1.13)

Daca in locul variabilei z din egalitatea (1.13) punem ¢ si scriem egali-
tatea corespunzatoare pe intervalul [zg, z] C [a, b], avem

a(t)
ag (t)

wit) = 2w, te [z al. (1.14)
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Integrand relatia (1.14) pe intervalul indicat alaturat, obtinem

z al (t)
InW(z) —InW(z :f/ dt,
(@) W) =~ [ S0
de unde )
T qq

W(x)=W — dt b). 1.15
(1) = Wao)exp (~ [ Dsar), v e (@) (1.15)
Relatia (1.15) arata ca W este, sau functia identic nuld, sau nu are nici
un zerou, dupa cum W (z) este zero, respectiv, diferit de zero. [

Teorema 1.2.3 (Existenta unui sistem fundamental de solutii) Pen-
tru orice ecuatie diferentiald liniara si omogend, de forma (1.8), existd un
sistem fundamental de solutii.

Demonstratie. Consideram n? numere reale «j;j cu proprietatea ca ma-

tricea patratica A de ordinul n, avand elementele o;;, este nesingulara. Fie
Y1, Y2, - - » Yn solutiile a n probleme ale lui Cauchy pentru ecuatia (1.8) care
satisfac respectiv conditiile initiale

(nfl)(

yi(zo) = 41, Yi(xo) = aue, -+, xo) = Qn, = 1,n.

Existenta si unicitatea acestor n solutii este asigurata de Teorema 1.1.2.
Valoarea in xy a wronskianului acestor n solutii este

Wlyi,y2, - -, ynl(z0) = W(xo) = det A. (1.16)

Deoarece A este matrice nesingulard, determinantul ei este diferit de zero.
Atunci, din (1.15) si (1.16) rezulta ca valorile wronskianului celor n solutii
ale ecuatiei (1.8) sunt nenule pe intervalul (a,b).

Rezultatul stabilit si Definitia 1.2.2 demonstreaza teorema. [

Observatia 1.2.3 Pentru o ecuatie diferentiald liniara de forma (1.8) se
pot determina o infinitate de sisteme fundamentale de solutii.

Definitia 1.2.4 Sistemul fundamental de solutii B = {y1,y2,...,yn} ale
caror derivate au proprietatea cd intr—un punct xo € (a,b)

ygjil)(ﬂﬂo) =0y, t=1,n, j=1n,

unde 0;; sunt simbolii lui Kronecker, se numeste sistem fundamental nor-
mal.
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Observatia 1.2.4 Pentru un sistem fundamental normal, matricea A din
demonstratia teoremei precedente este matricea unitate de ordinul n.

S—a aratat ca Ker (L) este un spatiu vectorial (vezi Teorema 1.2.1).
Reamintim urmatoarele definitii valabile pentru un spatiu vectorial real S,
oarecare.

Definitia 1.2.5 Elementele y1,yo2,...,yp € S sunt liniar dependente da-
ca exista p numere reale A1, A2, ..., \p, nu toate nule, astfel incat sa avem

Ay + Aaya + -+ Apyp = 0. (1.17)

Daca elementele y1,y2,...,y, € S sunt liniar dependente, se mai spune
ca sistemul de vectori S, = {y1,¥2,...,yp} este liniar dependent.

Definitia 1.2.6 Elementele y1,y2,...,yp € S sunt liniar independente,
daca ele nu sunt liniar dependente.

Observatia 1.2.5 Sistemul de vectori S, = {y1,y2,...,yp} C S este liniar
independent daca identitatea (1.17) are loc atunci si numai atunci cand toate
constantele A1, A2, -+, Ap sunt nule.

Elementele din definitiile precedente pot fi functii reale definite pe un
interval real.

Se poate demonstra fara dificultate ca un sistem de p vectori din S este
liniar dependent daca si numai daca cel putin unul din vectori se scrie ca o
combinatie liniara de ceilalti vectori ai sistemului.

Definitia 1.2.7 Daca in spatiul liniar S avem un sistem de p elemente
liniar independente Sy, = {y1,v2,...,Yp} §i dacd orice y € S se exprima in
mod unic prin

y=Cuy1 +Coyo+---+ prp, (1.18)
unde C1,Cy,...,C, sunt numere reale, atunci spunem ca spatiul vectorial
S are dimensiunea p, sau ca este p—dimensional si ca sistemul S, de
vectori formeaza o baza in S. Numerele reale C1, Ca, ---, C, se numesc

coordonatele vectorului y in baza S).

Observatia 1.2.6 Relatia (1.18) se poate scrie in forma matriceald

y=1I-C, (1.19)
unde I' este o matrice de tipul 1 x p, de elemente y1,y2,...,Yyp, tar C este
matrice de tipul p X 1 avand elementele C1,Ca,...,C,. Putem spune ca C

este matricea coloand a coordonatelor vectorului y in baza Sp.
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Teorema 1.2.4 Baza intr-un spatiu liniar p—dimensional S, daca exista,
nu este unicd.

Demonstratie. Sa consideram un alt sistem de vectori din spatiul liniar 5,
de elemente z1, 22, - -+, z,. Conform Observatiei 1.2.6 rezulta ca elementele
acestui sistem se pot scrie in formele

ZZ:FCZ7 izlvpv

unde C; este matricea coloana a coordonatelor vectorului z; in baza S,.

Daca elementele matricei C; sunt ¢;1, ¢, -+, Cip, atunci matricea linie z,
cu elementele 21, 22, -+ -, 2p, se exprima prin
z=TI-C, (1.20)

unde C = (¢;j)pxp este matricea patratica cu coloanele Cj, i = 1, p.

Matricea C' din (1.20) se numeste matricea de trecere de la baza S, la
sistemul de vectori :Sv’p = {z1,22,..., 2}

Pentru ca sistemul de vectori ,§; sa fie baza In S este necesar ca el sa fie
liniar independent.

Dependenta sau independenta unui sistem de vectori rezultda studiind
combinatia liniara

A1z1 + Aezg + -+ Apzp =0,

care, conform (1.19), se scrie
Z A =0, (1.21)

unde A este o matrice coloana de elemente A1, A, ..., \p, iar z este matricea
linie de elemente 21, 22, ..., 2p.
Din relatiile (1.20), (1.21) si din faptul ca S, este un sistem liniar inde-
pendent rezulta
C-A=0, (1.22)

unde O este matricea patratica nula de ordinul n. Egaland elementele cores-
punzatoare din cei doi membri ai relatiei (1.22) suntem condusi la un sistem
liniar §i omogen de p ecuatii cu p necunoscute A, Ag, ..., A,. Acest sistem
are numai solutia banalad dacé si numai daca matricea sa C este nesingulara.

Astfel, am demonstrat ca daca matricea de trecere C' de la baza S, la
sistemul de vectori :Sv’p este nesingulara, atunci :S’; este baza in S.

Cum numarul matricelor patratice nesingulare de ordinul p este infinit,
rezulta ca daca intr—un spatiu vectorial p—dimensional exista o baza, atunci
el are o infinitate de baze.
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Orice alt sistem format din p vectori ai spatiului formeaza baza daca si
numai dacad matricea de trecere de la o baza la acel sistem de vectori este
nesingulara. [

Exemplul 1.2.1 Functiile 1,x,e* sunt liniar independente pe IR deoarece
conditia
A1-1+)\2-$+/\3'6x:0, (V) z € IR

implicd )\1 == )\2 == )\3 =0.
Teorema 1.2.5 Conditia necesard si suficientd can solufii yi,yo, . .., Yn ale

ecuatiei diferentiale L(y) = 0 sa fie liniar independente este ca wronskianul
Wly1,y2, ..., Yn] sa nu fie identic nul pe [a,b].

Demonstratie. Sa aratam ca aceastd conditie este suficientd, adicd daca
functiile y1,y2,...,yn € Ker (L) sunt astfel incat Wiy, yo, ..., ynl(xo) # 0,

atunci sistemul B = {y1,y2,...,yn} este liniar independent.
Sa admitem contrariul, ceea ce Inseamna ca yi,¥yo,...,Y, sunt liniar
dependente pe [a, b]. Atunci, exista constantele Cy, Co, . .., C),, nu toate nule,

astfel Incat
Ciyr 4 Coya + -+ + Cryn = 0. (1.23)

In orice x € [a,b] egalitatea (1.23) si cele obtinute derivand de (n — 1)
ori sunt adevarate, astfel ca putem scrie sistemul

Cry1(z) + Caya(x) + - - - + Cryn() = 0,
C1yi(z) + Cays(x) + - + Cyp(2) = 0,
(1.24)
Crt" (@) + Cogd™ (@) + -+ Cugl (@) = 0
si, in particular
Ciyi(xo) + Caya(zo) + - 4+ Chyn(zo) =0,
C1y (o) + Cays(wo) + -+ Cuy,(zo) =0,
(1.25)

Clygn_l)(iﬂo)+02y§n_1)($0) + -+ Cnyr(zn_l)(xo)zo-
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Insd, determinantul sistemului (1.25) in necunoscutele C1, Ca, -+, C,,
este Wlyi,y2,...,yn](z0) # 0. Deci, sistemul nu are decat solutia banala
Ci=0Cy=---=C,=0.
Acest rezultat vine sa contrazica presupunerea ca solutiile y1,ys2,...,yn

sunt liniar dependente, prin urmare ele sunt liniar independente.
Sa aratam acum necesitatea conditiei din enuntul teoremei, adica daca

solutiile y1,¥2,...,yn sunt liniar independente in Ker (L) atunci, in zy €
[a,b], avem Wy1,ya,...,yn](x0) # 0.
Deoarece functiile y1, 92, ..., y, sunt liniar independente, (1.23) are loc

daca si numai daca toate constantele sunt nule. In particular, sistemul
(1.25) are numai solutia banala, situatie care se Intampla daca si numai

daca determinantul sistemului, adica Wyi,ya,. .., yn](z0), este diferit de
zero. Din Teorema 1.2.2 rezulta ca wronskianul celor n solutii este diferit
de zero in orice punct din [a, b]. |

Teorema 1.2.6 Ker (L) este un spatiu vectorial n— dimensional.

Demonstratie. Sa consideram solutiile y1, yo, ..., y, ale ecuatiei L(y) =0
care satisfac urméatoarele conditii initiale
(xt (‘TO) - 17 ?/Q(TEO) = 07 T yn(x()) = 07
y/1<1_0) =0, yé(xo) =1, T yn(xo) =0,
(1.26)
y" V@) =0, 8" V(ao) =0, o ' V(wo) = 1

si sa demonstram ca ele sunt liniar independente.

Daca aceste solutii ar fi liniar dependente, atunci ar exista constantele
C, Cy, ..., Cp, nu toate nule, astfel incat sa avem relatia (1.23).

Insd, deoarece y1,ys,...,yn € Ker (L), din ecuatia (1.23) deducem ca
Intr—un punct oarecare x € [a,b] avem sistemul (1.24).

In particular, sistemul (1.24) este adevarat pentru x = xg si, datorita
conditiilor initiale (1.26), acesta devine de forma (1.25)

Ci-14Cy-04--+Cp-0 = 0,

Ci-0+Cy-14---4+C,-0 = 0,

C1-0+Cy-0+4-+Cyp-1 = 0.
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Acest sistem are doar solutia banalda C; = 0,Cy = 0,...,C, = 0, rezultat
care contrazice ipoteza. Prin urmare, sistemul de solutii B = {y1,42,...,Yn}
este liniar independent.

Pentru ca acest sistem de solutii sa fie o baza in Ker (L) trebuie sa aratam
ca orice element y € Ker (L) este de forma

y=Cuyr+ Coya + - + Cryn. (1.27)

Putem afirma ca Ker (L) cuprinde totalitatea solutiilor problemelor lui
Cauchy pentru ecuatia L(y) = 0.

Existenta si unicitatea solutiei y a unei probleme Cauchy pentru ecuatia
diferentiala L(y) = 0 este asigurata de Teorema 1.1.1. Ramane sa aratam ca
Ci, i =1,n, din (1.27) exista si sunt unice. Dar aceasta rezultd din conditiile
initiale (1.7) care conduc la un sistem liniar si neomogen. Datorita relatiilor
(1.26), sistemul liniar §i neomogen capata forma foarte simpla

C1 = y(z0), Co=1v(x0), ...,Cn =y D(xp).

Deci orice element y € Ker (L) se exprima in forma (1.27), ceea ce
inseamna ca Ker (L) este n—dimensional i ca sistemul B = {y1,y2,...,Yn},
ale carui elemente satisfac conditiile initiale (1.26), formeaza o baza in
Ker (L). |

Observatia 1.2.7 Un sistem fundamental de solutii ale ecuatiei (1.8) este
o0 baza in Ker(L). Baza ale carei elemente satisfac conditiile initiale (1.26)
este sistemul fundamental normal al ecuatiei L(y) = 0.

Observatia 1.2.8 Wronskianul oricaror n + 1 solutii ale unei ecuatii dife-
rentiale liniare, de ordinul n, omogend si cu coeficienti variabili este identic
nul pe intervalul de definitie al coeficientilor ecuatiei.

Din aceasta observatie rezulta ca daca sistemul de functii {y1, y2, ..., Yn},
definite pe un interval [a, b], este liniar independent, el poate constitui sis-
temul fundamental de solutii pentru o ecuatie diferentiala Iniara, de ordinul
n, omogena si cu coeficienti variabili. Daca y este o solutie oarecare a acestei
ecuatii, atunci sistemul de functii {y, y1,92,...,yn} este liniar dependent si
aceasta se intampla daca si numai daca wronskianul asociat acestui sistem
de functii este nul. Prin urmare, ecuatia diferentiala cautata este

W(y7y17y27 .. 7yn) =0.
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Exercitiul 1.2.1 Pe intreaga axd a numerelor reale se definesc functiile
Y1,Y2,y3 ale caror valori se determind dupad legile

yi(x) =2, ya(z) =22, ys(z)=e¢

—x

Sa se arate cd aceste functii sunt liniar independente si s se determine
ecuatia diferentiald de ordinul al treilea, liniara si omogend care admite ca
sistem fundamental de solutii sistemul {y1,y2,y3}.

Solutie. Se giseste ci wronskianul celor trei functii este W (x) = (22 + 2z +
2)e™ ", ceea ce arata ca el este nenul pe multimea IR. Prin urmare, sistemul de
functii {y1, y2, ys} poate fi un sistem fundamental de solutii pentru o ecuatie
diferentiald liniard, de ordinul al treilea, omogena si cu coeficienti variabili.
Aceasta ecuatie este data de anularea wronskianului W (y, y1,y2,¥3),

Yy o Y2 Y3 y z 2 e
vouou v vyl 2 —e"
Vo | |02 e -
vy ey y" 00 —e

Se gaseste
(22 + 22+ 2)y" + 2%y" — 2z’ + 2y = 0.

Aceasta ecuatie diferentiala are ordinul trei, este omogena si are coefici-
enti variabili definiti pe intreaga axa a numerelor reale. [

Teorema 1.2.7 (Solutia generalad) Daca B = {y1,vy2,...,yn} C Ker(L)
este un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia diferentiala liniard de
ordinul n omogena L(y) = 0, atunci solutia generald a acesteia este

y=Ciy1 + Caya + - + Cpyn, (1.28)
unde C1,Co, ..., C, sunt constante arbitrare.

Demonstratie. Din Observatia 1.2.7 gi din definitia unei baze intr—un
spatiu vectorial rezulta ca orice alt element al spatiului liniar Ker (L) este
de forma (1.28).

Sa consideram multimea solutiilor de forma (1.28). Conform Definitiei
1.2.1, aceasta constituie solutia generala a ecuatiei L(y) = 0, deoarece:
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1. Orice element al multimii contine n constante;

2. Oricare ar fi constantele Cy,Ca,...,Cy, functia (1.28) este o solutie
a ecuatiei diferentiale L(y) = 0 deoarece Ker (L) este un spatiu liniar
n—dimensional;

3. Oricare ar fi x* € [a,b] i oricare ar fi numerele reale yi, y3, -+, Yy,
putem determina in mod unic constantele C1,Cy,...,C, din (1.28)
astfel incat y corespunzator sa fie solutia problemei lui Cauchy pentru
ecuatia diferentiald L(y) = 0 cu conditiile inifiale

y(@*) =yi, y(@) =y, -y V@) =y,
caci aceasta revine la a rezolva sistemul liniar $i neomogen
Ciyi(a*) + Caya(z) + -+ - + Cryn(x) = Ui,

Cryy(27) + Cays(x*) + - - - + Cryy () = u5,

Cryt" V(@) + Cogd V(@) + -+ Cupl V(@) =y

Determinantul acestui sistem, Wyi,ya, ..., ynl(x*), este diferit de zero
deoarece multimea {y1,y2, ..., yn}, fiind un sistem fundamental de so-
lutii, are wronskianul Wy, ya, ..., yn| nenul pe [a,b]. In consecinid,

sistemul are solutie unicd.

Astfel, teorema este demonstrata. [

Observatia 1.2.9 Pentru a scrie solutia generala (1.28) a ecuatiei diferen-
tiale L(y) = 0, este necesara cunoagterea unui sistem fundamental de solutii
al acesteia.

Observatia 1.2.10 Ecuatia diferentiald L(y) = 0 are o infinitate de sis-
teme fundamentale de solutii. FEste de ajuns sa ne gandim ca un sistem
fundamental de solutii este o baza in Ker(L) si cd un spatiu vectorial finit
dimensional are o infinitate de baze. Oricare alt sistem fundamental de so-
lutiv se obtine cu ajutorul unei matrice de trecere nesingulard.

Definitia 1.2.8 Matricea cu o singurd linie sin coloaneT = (y1 y2 ... yn),
unde {y1,y2,...,Yyn} este un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia
diferentiala L(y) = 0, se numeste matrice fundamentala a acestei ecuatii.
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Observatia 1.2.11 Pentru o ecuatie diferentiald liniara omogend de or-
dinul n cu coeficienti variabili exista o infinitate de matrici fundamentale,
oricare doud asemenea matrici, I' gi I', fiind legate prin

r=r-C,
unde C' este o matrice patratica de ordinul n nesingulard.

Exercitiul 1.2.2 Fie y1,yo solutii ale ecuatiei diferentiale liniard omogend
de ordinul al doilea cu coeficienti variabili

y" + (22 — 1)y + (sine®)y =0,

care satisfac respectiv conditiile initiale:

Sa se determine Wyy,ya] si sa se scrie solulia generala a ecuaties.

Solutie. Existenta si unicitatea celor doua solutii este asigurata in baza
Observatiei 1.1.1. Valoarea in = = 0 a wronskianului celor doua solutii y; si
U2 este

Wiy, 42)(0) = W(0) = = =3.

Din Teorema 1.2.2 rezulta ca
W) = W(0) exp( - / (2~ Ddi) = W(0)- e,
0

Prin urmare, wronskianul celor doua solutii este nenul in toate punctele axei
reale. Deoarece numarul celor doua solutii este egal cu ordinul ecuatiei di-
ferentiale, rezulta ca sistemul de solutii {y1,y2} este un sistem fundamental
de solutii. Asadar, solutia generala a ecuatiei date, definita pe intreaga axa
a numerelor reale, este

y = Cry1 + Caya,

unde C; si C5 sunt constante arbitrare. [}
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Teorema 1.2.8 Daca se cunoaste o solutie particulard a ecuatiei (1.8), fie
aceea y1(x), atunci prin schimbarea de functie

y(x) = y12(z), (1.29)
z(x) fiind noua functie necunoscuta, ordinul ei poate fi micsorat cu o unitate.

Demonstratie. Obtinem succesiv:

Yy = Y1z,

/

Yy = yzt+und,

/!

= Y2+ 22 + 2"

y = Ve OV 4 O™,

Inlocuind acestea in (1.8) si tindnd cont c& L(y;) = 0, deducem o ecuatie
diferentiala de ordinul n avand ca necunoscuta functia z = z(x), care are
coeficientul lui z nul. Aceasta ecuatie contine derivatele pana la ordinul n
ale functiei z.

Cu o noua schimbare de variabild dependenta z’ = u, obtinem o ecuatie
diferentiala liniara gi omogena de ordinul n — 1, de forma

Ag(2)u™ Y + Ay (2)u ) 4+ Ay (2)u =0,

a carei necunoscuta este functia u. [

Exercitiul 1.2.3 Se considerd ecuatia diferentiald

2 2
" t _ / =0
Y —i—(gm tga:)y +tg2§cy

careia i se cunoagte solutia particulara yi(x) = sinx. Sa se determine solutia
generala a acestei ecuatit i sa se rezolve problema lui Cauchy cu conditiile

initiale - -
u(3) =0 v(3)=1

Solutie. Efectuand schimbarea de functie necunoscuta y = zsin z si tinand
cont de

y =72 sinx+ zcosz, vy’ =2"sinx+ 22 cosx — zcosz,
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obtinem
2" sinz
o

z COS T

Solutia acestei ecuatii este 2’ = Cjcosz si deci 2 = Cysinx + Cy. Tinand
cont ca y = zsinz, deducem ca solutia generala a ecuatiei initiale este

y=0C sin? z + Cy sin z.
Impunandu—i acestei solutii generale conditiile initiale, suntem condusi
la sistemul
Cl\/g +2Cy = 0,
C(l\/g + 02 = 2a

4V3
3

Deci solutia problemei lui Cauchy este y =

care are solutia C = , Oy = —2.

2

sin“z — 2sin . [ ]

Observatia 1.2.12 Dacd ag(z)+a1(z)+- - -+an(z) =0, atunciy = e* este
o solutie particulard a ecuatiei diferentiale (1.8), iar dacd an—1(x)+za,(x) =
0, ecuatia (1.8) admite solutia particulard y = x.

Exercitiul 1.2.4 Cunoscand o solutie y = y1(x) a ecuatiei diferentiale li-
niarda, omogend, de ordinul al doilea

ao(z)y" + ar(z)y’ + az(z)y =0, (1.30)
sa se determine solutia sa generald.

Solutie. Impéartind cu ag (z) si folosind notatia

ecuatia (1.30) devine

v+ p1(z)y + p2(z)y = 0.

Daca cunoagtem o solutie y; a acestei ecuatii, atunci, cu schimbarea de
functie necunoscuta y = y1z, putem micsora ordinul cu o unitate. Ecuatia
diferentiald in z este

yi(@)2" + (2y1(2) + pr(x)yi(z)2" = 0.
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Aceasta ecuatie se scrie in forma echivalenta

Integrand, obtinem

Inz + 2Inyi(z) =In <Cz exp ( — /p1(33)d$))7

de unde rezulta

/
z =

Cy exp ( - /pl(w)da:)
vi(z) '

Integrand si aceasta ecuatie, obtinem

exXp ( - /Pl(w)dw)
yi ()

De aici rezulta ca solutia generala a ecuatiei (1.30) este

exp ( - /pl(x)dx)

yi(z)

dz.

z:C’l—l—Cg/

y = O (2) + Cay (z) / dr.

Din expresia solutiei generale deducem ca un sistem fundamental de so-
lutii pentru ecuatia diferentiala liniara de ordinul al doilea este format din
functia y; si functia

exp ( - /m(af)dw) ]

2() (1.31)

Y2 = yi1(z) /
determinatad cu ajutorul lui y;(x) si a unuia din coeficientii ecuatiei. [ ]
Exercitiul 1.2.5 Sa se integreze ecuatia diferentiald

y'+ %y +y=0

sin x

cunoscand ca admite solutia particulara y, =
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Solutie. A integra o ecuatie diferentiald Inseamna a determina toate solu-
tiile sale. Pentru o ecuatie diferentiala liniara, aceasta revine la a determina
solutia sa generala. Solutia generala se poate preciza daca se cunoaste un
sistem fundamental de solutii ale acelei ecuatii.

Conform Exercitiului 1.2.4, un sistem fundamental de solutii pentru e-
cuatia data este format din y;(x) si functia ya2(x) data de (1.31). Avem

sin x x2 2 sin x dx Ccos T
yo(z) = / 5— €Xp ( — /de)da: = / 5— = — .

x sin“ x T sin® x T

Avand un sistem fundamental de solutii

sin x cos T

yl(x): z y2($):_ z

solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare omogene de ordinul al doilea
este

sin x COS T
y(w) = 01 + CQ y
x x
unde C si C sunt constante arbitrare. [ |

Exercitiul 1.2.6 Sa se determine solutia generald a ecuatiei diferentiale
zy” —(z+ 1)y +y=0.

Solutie. Suma coeficientilor acestei ecuatii diferentiale este zero, prin ur-
mare ecuatia admite solutia particulara y; = e”. Pe de alta parte, coeficientii
ecuatiei date sunt polinoame, fapt ce conduce la posibilitatea ca ea sa ad-
mita ca solutii particulare polinoame, de exemplu de forma yo(x) = ax + b.
Impunand ca ys s fie solutie, gasim b = a. Prin urmare, yo = a(z + 1), cu
a # 0, poate constitui solutie particulara a ecuatiei date. Solutia generala
este y = C1e” + Co(z + 1). |

1.3 Ecuatia diferentiala liniara neomogena de or-
dinul n cu coeficienti variabili

Am vazut ca o asemenea ecuatie diferentiala are forma

L(y) = f(=), (1.32)

unde

L(y) = ao(@)y™ + ar(x)y™ ™V + -+ a1 (@)y +an(z)y.  (1.33)
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In ecuatia diferentiald (1.32), y € C"([a,b]) este functia necunoscut,
f € C°([a,b]) este termenul liber al ecuatiei, ag, as, ..., a, € C°([a,b]) sunt
coeficientii ecuatiei, iar ag(z) # 0 pe [a, b].
Ecuatia diferentiala
L(y)=0 (1.34)

a fost denumita ecuatia omogena asociata ecuatiei (1.32).
In paragraful precedent am demonstrat ca solutia generala y, a ecuatiei
omogene asociate este

Yo = Cry1(z) + Coya(x) + - - + Cpyn(x), (1.35)

unde Cy,Cq,...,C), sunt constante arbitrare, iar {yi,y2,...,yn} este un
sistem fundamental de solutii ale ecuatiei (1.34).

Teorema 1.3.1 (Solutia generala a ecuatiei neomogene) Daca y, este
solutia generald a ecuatiei omogene asociate (1.34) si y, este o solutie par-
ticulard a ecuatiei neomogene (1.32), atunci

Y=Y+ Yp (1.36)
este solutia generala a ecuatiei (1.32).

Demonstratie. Deoarece y, este o solutie particulara a ecuatiei neomogene
(1.32) rezulta

L(yp) = f(l‘), (V) LS [a, b]? (137)

iar din faptul ca y, este solutia generala a ecuatiei omogene asociata ecuatiei
(1.32), avem
L(y,) =0, (V) z € [a,b]. (1.38)

Relatiile (1.37) si (1.38) demonstreaza ca (1.36) este o solutie a ecuatiei
diferentiale neomogene (1.32).

Solutia (1.36) contine n constante arbitrare.

Pentru ca (1.36) sa fie solutia generala a ecuatiei diferentiale (1.32), mai
trebuie aratat ca problema lui Cauchy pentru ecuatia (1.32) cu conditiile
initiale oarecare

y(zo) =y, ' (wo) =98, - y" V(zo) =y, (1.39)
are solutie unica in multimea functiilor de forma (1.36), adica putem deter-
mina in mod unic constantele CY, CY, ---, CY astfel incat functia

y = CYy1(2) + CYy2(2) + -+ + Cyn(z) + yp(x), € [a,b],  (1.40)
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sa satisfaca conditiile initiale (1.39). Pentru aceasta ar trebui ca sistemul
liniar si neomogen de n ecuatii cu n necunoscute

Ciy1(z0) + Coya(wo) + - - + Cryn (o) = 4! — yp(w0),
C1y1(w0) + Cays(wo) + - - - + Cryy(20) = ) — yp(xo),
Oyt (o) + Coys V(o) + -+ Cougi P (wo) = 0 — yplao)

sa aiba solutie unica.

Determinantul sistemului, W{y1, y2, ..., yn)(x0), este diferit de zero de-
oarece {y1,y2,...,Yn} este sistem fundamental de solutii pentru ecuatia di-
ferentiala omogena (1.34). In consecintd, sistemul are solutia unici Y, 09,
s, OO ]

Teorema 1.3.2 Daca {y1,y2,...,Yn} este un sistem fundamental de solutii
pentru ecuatia omogend asociata ecuatiei diferentiale lintare de ordinul n
neomogend cu coeficienti variabili (1.32) si functiile uy, ug, -+, Uy, deriva-
bile pe intervalul real [a,b], sunt astfel incdt derivatele lor satisfac sistemul
liniar st neomogen

y1(@)h (z) + ya(2)uh() + - + ya(@)ul(z) = 0,
Yy (@) (2) + yh(x)uh () + -+ yh(2)uly () = 0,
(1.41)
P @y () + 8 (@)uh(@) + -y (@)l () = 0,
W@t @)+ 9 unta) 4 ol (o) = L

atunci functia
yp(x) = u1(x)y1 (x) + ua(2)ya(x) + - - + un(x)yn(z), = € [a,b], (1.42)
este o solutie particulard a ecuatiei diferentiale neomogene (1.32).

Demonstratie. Trebuie sa aratam ca avem

L(yp) = f (). (1.43)
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Pentru aceasta trebuie sa determinam expresiile derivatelor pana la ordinul
n ale functiei y, din (1.42). Avand in vedere (1.41), rezulta ca

Yp(x) = ur(2)y1 (z) + u2()ya(z) + -+ + un(@)yp (2),
Yp () = wr (@) (z) + uz(2)yz () + - - + un(2)y, (2),

" (@) = ua @)y (@) +ua(@)yd V(@) + -+ @)yl (@),

" n n n X
u5 (@) = ur (@) (@) + up (@) (@) + -+ un @)y (2) + ;;((x))
Din aceste derivate si (1.42) rezulta (1.43). -

Exercitiul 1.3.1 Sa se integreze ecuatia diferentiald liniara, de ordinul al
doilea, cu coeficienti variabili, neomogend xy" — vy = 2, pe intervalul ne-
marginit (0, 400).

Solutie. Ecuatia omogend asociatd ecuatiei date, zy” —y = 0, se scrie in
/!
1
forma echivalenta y—/ = —, din care deducem d(Iny’) = d(lnx).
x
Diferentialele a doua functii sunt egale dacd si numai daca functiile
difera printr-o constantd. Prin urmare, Iny’ = Inx + In (2C%), unde Cs este
o constanta reala pozitiva.

Ultima egalitate conduce la 3y’ = 2Csx si, de aici, putem afirma c&
orice solutie a ecuatiei omogene asociate este o functie strict crescatoare
pe [0, +00).

Integrand ecuatia liniard v/ = 2C5x, obtinem y = C; + Coz?, unde C4
este o constanta reald arbitrara.

Din faptul c& sistemul de functii {1, 2%} este liniar independent in spatiul
liniar C2([0, +00)) rezultd c& y; = 1 si y2 = 22 constituie un sistem funda-
mental de solutii pentru ecuatia omogena asociata.

Cautand solutia particulard y,(x) de forma y,(x) = u(x) + z?us(x),
rezulta ca derivatele functiilor uq si uo trebuie sa verifice sistemul

uy + 2%uh = 0,
/ ':U2
2zuy = —.
x

. . 1
Solutia acestui sistem este u} = —5562, uh
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3
x 1
Determinand cate o primitiva, gasim u;(z) = % ug(x) = 2%
Prin urmare, o solutie particulara a ecuatiei neomogene este
3 3 3
x x x
p(2) = wr (@) (2) + uae)ya(w) = — 0+ T = T
23
Solutia generals a ecuatiei date este y = Cy + Coz? + 3 [
Observatia 1.3.1 Din (1.28) i (1.42) deducem ca, formal, o solutie par-
ticulara a unei ecuatii diferentiale liniara si meomogend de ordinul n cu
coeficienti variabili se obtine din solufia generald a ecuatiei omogene asociate
trecand constantele in functii, adica prin variafia constantelor. Ideea aces-
tet treceri apartine lui Lagrange si din acest motiv metoda de determinare a
unei solutii particulare este cunoscutda ca metoda variatiei constantelor
a lui Lagrange.

Daca solutia sistemului (1.41) este

ui(e) = filz), uy(z) = falz), ..., up(2) = ful@),

atunci determinarea functiilor uy, ue, ..., u, se reduce la cuadraturile

w(z) = K, +/: fi0dt, j=Tom, (1.44)

unde K1, Ko, ..., K, sunt constante oarecare.
Inlocuind pe uq(z), ua(x),. .., u,(x) in egalitatea (1.42), obtinem solutia
generala a ecuatiei diferentiale neomogene (1.1)

y =Ky + Koy + -+ Kpyn +7, (1.45)

unde
Y = yi(2) /: F1(6)dE + yo(2) /: Fo()dt + -+ yn(2) /:fn(t)dt, (1.46)

care depinde de n constante oarecare K1, Ko, ..., K,, cu ajutorul careia se
poate rezolva o problema a lui Cauchy a ecuatiei diferentiale (1.1) pentru
orice = € [a, b] si orice date initiale (9,49, ...,9%) € IR™.

Este important de retinut forma ecuatiei (1.45). In aceastd ecuatie, Y (x)
este o solutie a ecuatiei neomogene (1.1) care se obtine din ecuatia (1.44)
ludnd K1 :O,KQ :0,...,Kn =0.

Observatia 1.3.2 Solufia generald a unei ecuatii diferentiale linaiare neo-
mogend se obtine addugand la solutia generald a ecuatiei omogene asociate
o solutie particulara a ecuatieir neomogene.
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1.4 Ecuatii diferentiale de ordinul n liniare omo-
gene cu coeficienti constanti

In acest paragraf ne vom ocupa de integrarea ecuatiei diferentiale liniare si
omogene de ordinul n

L(y) = aoy™ + a1y™ ™V + - 4 a1/ + any = 0, (1.47)

in care coeficientii ag, a1, ..., a, sunt constante reale.

Coeficientii ecuatiei (1.47) pot fi insa gi numere complexe.

Tipul de ecuatie diferentiala (1.47) constituie unul din exemplele cele mai
interesante de ecuatii diferentiale liniare de ordinul n deoarece se integreaza
usor cu ajutorul unor functii elementare.

Metoda de integrare a fost elaborata de Euler si se bazeaza pe doua
identitati importante.

1.4.1 Identitatile lui Euler

Teorema 1.4.1 Operatorul liniar L din (1.47) verificd identitatea
L(e"™) =€ K(r), (1.48)

unde

n
K(r) =aor" + a4t apr +a, = Z apr" ", (1.49)
k=0

Demonstratie. Pentru functia y = € avem
Y (z) =re™, y'(x)=r2e®, ..., yD = prlere () = pnere
si de aici rezulta ca
L(e™) = e (aor™ + a4 ar + ap),

adica avem identitatea (1.48). |

Teorema 1.4.2 Daca in L(y) se inlocuieste y cu z €', unde z este o functie
de x, de n ori derivabila pe IR, se ob{ine identitatea

/ " (n)
K(T)Z/_}_K (T)Z”—}—---—FK (T) (

L(ze™) = [K(r)z +
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Demonstratie. Pentru a demonstra aceasta identitate se observa ca avem
nevoie de derivata de ordinul %k, unde k ia toate valorile intregi de la zero
pana la n, a functiei y = ze™. Aplicand formula de derivare de ordinul & a
unui produs de doua functii, obtinem

y®) = (rkz 4+ C’,%rkilz’ + C,%rk”z” + -4 C’,]jz(k))em =
k (1.51)

— 'z Z C}irk—sz(s)‘
s=0

Se observa ca expresia lui L(y) se scrie
Liy) =Y apwy™. (1.52)
k=0

Introducand (1.51) in (1.52), obtinem

n k n k
L(ze™)=¢€"" Z Qp—k Z Cork=s2(8) — gre Z Z Clapn_r*52(). (1.53)
k=0 5=0 k=0s=0

1
Coeficientul derivatei de ordinul p a functiei z este <K () (1) €™ Folo-

sind acest rezultat, deducem identitatea (1.50). |

Definitia 1.4.1 Polinomul K(r) din (1.49) se numeste polinomul carac-
teristic al ecuatiei diferentiale liniare omogene de ordin n cu coeficienti
constantt, iar ecuatia

n
K(T) = CLO’I"n + alTn_l + -t apart+an = Z ak‘rn_k =0 (154)
k=0

se numeste ecuatie caracteristica. Radacinile ecuatiei (1.54) se numesc
radacini caracteristice.

Din teorema fundamentald a algebrei rezulta ca ecuatia caracteristica,
avand gradul n, are, in corpul comutativ al numerelor complexe, n radacini.
Coeficientii ecuatiei caracteristice fiind numere reale, rezulta ca daca r =
«a + i este o radacina caracteristica, atunci conjugata acesteia 7 = o — i3
este de asemeni o radacina caracteristica. Aceste radacini, reale sau complex
conjugate in perechi, pot fi distincte sau multiple.

In continuare vom analiza diverse cazuri in care se pot plasa radacinile
caracteristice si, de fiecare data, vom arata cum se determina un sistem
fundamental de solutii a ecuatiei (1.47) si solutia sa generala.
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1.4.2 Cazul radacinilor caracteristice reale distincte

Teorema 1.4.3 Daca toate radacinile r1,r2,...,T, ale ecuatiei caracteris-
tice (1.54) sunt reale gi distincte, atunci functiile

y1($) = 67“1157 y2(37) = ergm’ ) yn(x) = e'rn17 (155)

sunt solutii liniar independente ale ecuatier (1.47) si solutia generald a e-
cuatiei diferentiale (1.47) este

y = Cre* + Coe™* + -+ + Cpe™*. (1.56)

Demonstratie. Conform Teoremei 1.4.1, fiecare din functiile (1.55) verifica
ecuatia (1.47). Aceste functii formeaza un sistem fundamental de solutii
deoarece wronskianul lor este produsul dintre e("1tr2t-+rm)z — ¢ w0 si
determinantul Vandermonde al numereleor distincte r1, 79, ..., 7, si este deci
diferit de zero.

Dar un sistem fundamental de solutii al ecuatiei (1.47) este format din
elemente liniar independente din spatiul vectorial C™(IR).

In aceastd situatie, solutia generali a ecuatjiei (1.1) este evident (1.56) si
teorema este demonstrata. [ ]
Exercitiul 1.4.1 Sad se determine solutia generald a ecuatiei diferentiale
liniare, omogend, cu coeficienti constanti

y/// _ 7y// + 14y/ _ 8y — 0
si sa se rezolve problema lui Cauchy a acestei ecuatii cu condifiile initiale

y(0) =1, y'(0)=-1, ¥"(0)="7.

Solutie. Ecuatia caracteristica, r3 — 7r? 4 14r — 8 = 0, are radacinile 7 =
1,79 = 2,73 = 4 si sistemul fundamental de solutii y; = €%, yo = €**,y3 =
e**. Solutia generali a ecuatiei diferentiale este y = Che® + Coe®® + Cze®.

Impunand solutiei generale sa satisfaca conditiile initiale, gasim sistemul

Ch1+Cy+ Cs = 1,
Cr+20y+4C3 = -1,
Ci+4Cy,+16Cy = 7,

care are solutia unica C; =7, C, = =8, C3 = 2.
Prin urmare, solutia problemei Cauchy este y = 7e* — 82 4+ 2¢%*. m
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1.4.3 Cazul radacinilor caracteristice complexe distincte

Daca ecuatia caracteristica are radacina complexa r = a+i3, ea fiind una u
coeficienti reali, admite ca radicina si conjugata complexa a acesteia, adica
pe T =a—if. In acest caz, ordinul n al ecuatiei diferentiale trebuie sa fie
un numar par, n = 2m.

Sa presupunem ca radacinile ecuatiei caracteristice sunt numerele com-
plexe distincte

T, T2y ooy Tmy Tm+4+1ly ---5 T2m

si c& 7,4 este conjugata lui r;.
Prin urmare, expresiile acestor radacini sunt

ry = aj +1if, ro = ag + 12, e T = Qun + 10m,
(1.57)
Tm4l = Q1 — i1, Tmiz2 =02 — 02, -+, T2y, = &y — ifBn.

Conform celor prezentate, radécinilor caracteristice (1.57) le corespund
solutiile liniar independente

U1 = €(<3<1-|ri51)967 Uo = e(az+i52)év7 cor) U = elam+ifm)z

9 9

(1.58)

— e(al—iﬂl)r’ :'yv

m+2 = e(ag—iﬁg)m’ cee gzm — e(am_iﬁm)x

gm-f-l )

care sunt insa functii cu valori numere complexe.

Relatiile
elatiB)r — o0 (cos B + isin Bx), e@H)T = e (cos Bz — isin fz) (1.59)

si faptul ca ecuatia diferentiala (1.47) este liniara conduc la concluzia ca
functiile obtinute din (1.58) prin anumite combinatii liniare, care se vor
vedea mai jos, sunt de asemeni solutii ale ecuatiei diferentiale (1.47), cu
precizarea ca de data aceasta, spre deosebire de (1.58), ele vor fi reale. Aceste
combinatii liniare sunt

Ui + 7, . .57 . ]

Matricea de trecere de la sistemul fundamental de solutii (1.58) la sis-
temul de solutii (1.60) este nesingulara, prin urmare sistemul de solutii (1.60)
este de asemeni un sistem fundamental de solutjii.
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Din (1.58), (1.59) si (1.60) rezulta ca expresiile acestor solutii sunt

y1 = e“%cosfiz, Ym+1 = €e*Tsinfix,
Yo = €e*%cosfox, Ymt2 = e“?¥sin o,
(1.61)
Ym = €T cos O, Yo = €e*Tsin G,,x.
In acest caz, solutia generala a ecuatiei (1.47) este
m
y = Z e *(Cy cos fra + Cjpp sin Bx). (1.62)

k=1
Exercitiul 1.4.2 Sa se integreze ecuatia diferentiald y” + 4y’ + 13y = 0.

Solutie. Ecuatia caracteristica corespunzatoare, 2 + 4r + 13 = 0, are ra-
dacinile complex conjugate

ry=—243i, ro=—2—3i

Conform celor prezentate, sistemul fundamental de solutii este format din

functiile

2 2

yi1(x) = e **cos3zx, yo(x) = e “*sin3z.

Solutia generala a ecuatiei date este y = e~2(C} cos 3z + Oy sin 3z). ]

1.4.4 Ecuatia caracteristica are radacini distincte

Sa presupunem ca radacinile ecuatiei caracteristice (1.54), reale gi complex
conjugate, sunt distincte. Primele 2m dintre ele sunt complex conjugate in
perechi, adica de forma

rj =05+ i0, Tmy;=aj—if5, j=1m,

iar celelalte n — 2m sunt reale si notate cu rom4s, unde s € 1,n — 2m.
Contributia radacinilor complex conjugate la un sistem fundamental de
solutii este format din functiile

yp(x) = e cos Brx, Ymik(x) = e *sin Pz, k=1,m, (1.63)
iar aportul celor reale se constituie din functiile

Yomts(z) = e?m+s® g€ 1 n—2m. (1.64)
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Solutia generala a ecuatiei diferentiale (1.47) este in acest caz

m n—2m
Y= Z(Ck cos B, + Cpyk sin Bz) e ™ + Z Comqse™m " (1.65)
k=1 s=1

Exercitiul 1.4.3 Sa se determine solutia generald a ecuatiei diferentiale
liniare cu coeficienti constanti

y///+3y//+4y/+2y:0.

Solutie. Ecuatia caracteristica, r3 + 3r2 4+ 4r + 2 = 0, are toate radicinile
simple: 1y = —1414; ro = —1 —4; r3 = —1. Contributia la un sistem funda-
mental de solutii a radacinilor caracteristice complex conjugate este formata
din functiile

y1(z) =e *cosz, yo(x)=e Tsinz,

iar cea a radacinii reale este y3(xz) = e~ . Aceste contributii formeaza un
sistem fundamental de solutii pentru ecuatia diferentiala data si deci solutia
generala a acesteia este y = (Cy cosz + Casinz)e ™ + Cse™". |

1.4.5 Ecuatia caracteristica are o radacina multipla

Sa revenim la cazul general al ecuatiei diferentiale (1.47) in care coeficientii
sunt constante reale gi s presupunem ca ecuatia caracteristica (1.54) are
radacina r = r; multipla de ordinul p, unde 2 < p < n. Inlocuind in identi-
tatea (1.50) pe r cu r; si tindnd seama ca

K(r)) =0, K'(r3)=0, ---, K@ D(r) =0, K®(r)#0,
obtinem
L(z-ene) = ena [K(p)(”)z(p) E0D0) any K(”)(Tl)zm)}.
p! (p+1)! n!
(1.66)

Daca z se inlocuieste cu oricare din functiile
2 -1
1, =, x%, ... 2P,

paranteza din membrul al doilea al relatiei (1.66) este nula si, prin urmare,
avem

L(e"®) =0, L(zem®) =0, L(z%¢"%)=0, ..., L(zP~le"®) =0,
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ceea ce dovedeste ca functiile
enT  xen®  g2emT | gPTl.ene (1.67)

sunt solutii ale ecuatiei diferentiale (1.47).
Inmultind aceste solutii cu constante oarecare si adunandu—le deducem
ca la radacina caracteristice p—multipla » = r; corespunde solutia

y = e"?(Cy + Cox + Cya?® + - + CpaP™ ) (1.68)

care depinde de p constante arbitrare Cy,Ca,...,C), si care se mai poate
scrie sub forma

y=e""Qp1(z), (1.69)

unde @Qp—1(x) este un polinom oarecare de gradul p — 1.

Observatia 1.4.1 Daca radacina caracteristica multipla r1, de multiplici-
tate p, este complexa, deci este de forma r1 = a1 + i1, atunci i conjugata
complexa a acesteia, 1 = a1 — i1, este radacing p—multipla. Procedand
ca in cazul radacinilor caracteristice complexe distincte si {inand cont de
(1.68), rezulta ca functia

y = e"? (Qp,l(x) cos 1z + Rp—1(x)sin 51:1:), (1.70)

unde Qp—1(x) si Ry—1(x) sunt polinoame de grad p—1 cu coeficienti numere
reale arbitrare, este o solutie a ecuatiei diferentiale (1.47).

Exercitiul 1.4.4 Sa se determine solutia generald a ecuatiei diferentiale
liniare, omogene, cu coeficienti constanti y(4) +2y" +3y" + 2y +y=0.

Solutie. Ecuatia caracteristica a ecuatiei date, r* 4+ 2r3 +3r2 +2r +1 = 0,
1

este o ecuatie reciproca i se rezolva utilizand substitutia » + — = u. Se
r

gasesc radacinile

1 V3 1 V3

nE Tty Ty T

de multiplicitati p; = 2 respectiv py = 2.
Primei radacini caracteristice duble 1i corespunde solutiile

T Jf\/?: _z HAVAR]

Y1 — € 2 CoS 5
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iar cea de a doua conduce la solutiile
_z . X _z . xV3
ys=e " zsin——, ys=ze 2sin——.

Deoarece numarul acestor solutii este egal cu ordinul ecuatiei diferen-
tiale, rezulta ca solutia sa generala este

[SIE]

Yy = [(Cl + Cax) cos :z;\2/§ + (C3 + Cyx) sin x;/g]e_ )

Folosind solutia generald determinata, se poate rezolva orice problema a
lui Cauchy pentru aceasta ecuatie diferentiala data. |

1.4.6 Cazul radacinilor caracteristice reale multiple

Teorema 1.4.4 Daca ecuatia caracteristica (1.54) are m radacini reale
multiple r1, T, ..., Tm, de respectiv multiplicitatile p1,ps,...,pm, unde
P1+ p2+ -+ Pm = n, atunci functiile

et et g2, ..., aPi~lem® j=1,m, (1.71)

formeaza un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia diferentiald (1.47),
1ar functia

y =e"Qp1(x) + € Qpy 1 () + -+ Q1 (2), (1.72)

unde Qp,—1(), Qpo—1(2), ..., Qp.—1(x) sunt polinoame cu coeficienti reali
arbitrari de gradele indicate de indicele fiecaruia, este solufia generald a
ecuatiei diferentiale (1.47).

Demonstratie. Presupunem, prin absurd, ca solutiile (1.71) nu formeaza
un sistem fundamental pentru (1.47). Atunci, exista constantele reale

hjl? hjz: h‘js: ey h j:1,m, (173)

Jp;?

nu toate nule, astfel incat, inmultind fiecare solutie din tabloul (1.71) cu
constantele corespunzatoare din tabloul (1.73) si adunandu-le, sa obtinem

m
Z(hjlerjm + hj,zeiT + thxQeTjCU 4+ 4+ hjpj xpj—leijE) =0. (1.74)
j=1

Dar (1.74) se poate scrie sub forma egalitatii

e Hy(x) + e  Hy(x) + €"**Hs(x) + - - -+ ™" Hpp(x) = 0, (1.75)
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unde

Hj(ﬂj) :hjl —f—thSL‘-I-hjSIL'Q+'-'+hjpj13pj_1, 7 =1m, (176)

care are loc pe intreaga axa a numerelor reale.

Constantele din (1.73) nefiind toate nule, polinoamele (1.76) nu sunt
toate identic nule. S& presupunem ca notatiile au fost astfel alese incat
ultimul polinom, H,,(z), este neidentic nul.

Fie hy, ho, ..., hy, gradele polinoamelor introduse in (1.76). Din demon-
stratia pe care o vom prezenta vom vedea ca presupunerea ca H,,(x) sa fie
neidentic nul nu este posibila.

Pentru aceasta, inpartim ambii membri ai egalitatii (1.75) cu e gi apoi
derivam de hj ori.

Procedéand astfel, polinomul H;(z) dispare si obtinem o ecuatie de forma

e(rg—rl):cHQ,l(x) + 6(7’3—7‘1)$H371(x) et e(rm—m)Hm’l(a:) =0, (1.77)

in care polinoamele Hy(z), H31(x), ..., Hp1(x) au aceleasi grade cu
respectiv polinoamele Ha(x), H3(x), ..., Hp(x), polinomul H,, ;(z) nefiind
identic nul.

Aplicand din nou procedeul care a condus la egalitatea (1.77), dar in
care operatorul de derivare se aplica de he + 1 ori, se ajunge la egalitatea

e[ o (2) + "D Hy o (x) 4+ -+ e T Hy o (x) = 0, (1.78)

in care polinoamele H3 o(z), Hi2(x), . .., Hym2(x) au respectiv aceleasi grade
ca si polinoamele Hs(z), Hy(z), ..., Hy(z), polinomul H,, 2(x) nefiind iden-
tic nul.

Procedeul continua pana se ajunge la egalitatea

e(rm*r7n71)sz7n_1 (ZU) — 0’

care trebuie sa fie adevarata pe toata axa a numerelor reale si in care poli-
nomul Hy, ,,—1(x) are gradul m si nu este identic nul. Simplificand prin
e(rm=rm-1)Z " ajungem la concluzia ci Hym—1(x) = 0, oricare ar fi z € IR.
Aceasta este Insa imposibil.

Contradictia la care s—a ajuns demonstreaza ca toate constantele din
(1.73) sunt nule si deci sistemul de functii din tabloul (1.71) este liniar
independent.

Prin urmare, sistemul de functii (1.71) constituie un sistem fundamental
de solutii pentru ecuatia (1.47).
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Inmultirea solutiilor fundamentale (1.71) cu constante reale oarecare,
urmata de adunarea lor, conduce la concluzia ca solutia generald a ecua-
tiei diferentiale (1.47) este de forma (1.72) si astfel teorema este complet
demonstrata. ]

Exercitiul 1.4.5 Sa se determine solutia generald a ecuatieir diferentiale
liniare, omogene, cu coeficienti constanti y™) — 2y — 3y + 4y + 4y = 0.

Solutie. Ecuatia caracteristica, r* — 2r® — 312 + 4r + 4 = 0, are radicinile
duble r; = —1 i ro = 2.
Un sistem fundamental de solutii este format din functiile

T T 2x

yi(z) = e, yo(x) =we ™™, ys(x) =, yu(z) =z

Prin urmare, solutia generali este y = (C; + Cax)e™* + (C3 + Cyx)e®* .m

1.4.7 Radacini caracteristice complex conjugate multiple

Teorema 1.4.5 Daca ecualia carecateristica (1.54) are m raddacini com-
plexe
r1 =01 +if1,r2 = az+if2, ..., "m = Qm + B, (1.79)

de multiplicitati respectiv egale cu p1,pa, ..., Pm, atunci 2(p1+pa+- - +pm) =
n, tabloul de solutii ale ecuatiei diferentiale (1.47)

e%* cos Bjx, we” cos fB;x, z2e®i® cos Bjx, ..., aPi~le®i® cos Bz,
e sin Bz, wxe®*sin Bz, x2e%® sin Bjx, ..., xPi~le®® sin Bjx,
(1.80)

unde j ia toate valorile intregi de la 1 pand la m, formeazd un sistem fun-
damental de solutii si

Y= Z e%i® {ij_l(:z:) cos Bjz + Ry, —1(x) sin ﬂjx} (1.81)
j=1

este solutia generald a aceastei ecuatii diferentiale.

Demonstratie. Ecuatia caracteristica (1.54) fiind cu coeficienti reali, va
admite ca radacini si conjugatele complexe ale acestora

T=oa1 —if1,T2 = a2 — i, ..., Ty = Qym — 1B,
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cu respectiv aceleasi multiplicitati. Acestea, inpreuna cu cele din (1.79),
sunt toate radacinile caracteristice, prin urmare ordinul ecuatiei diferentiale
trebuie sa fie astfel incat 2(p1 +p2+ -+ + pm) = n.
La aceste radacini corespund urmatoarele solutii ale ecuatiei (1.47)
e(aj‘f’iﬁj)x’ xe(aj+i/8j)x, x2€(aj+iﬁj)w’ cee ijfle(aj“i’iﬁj)w

(1.82)

elag =Bz pelaj—ifjr  p2e(a;—ifj)r xPi—lelej—ib)z,

)

unde j ia toate valorile intregi de la 1 pana la m. Toate acestea formeaza un
sistem fundamental de solutii.

Se doreste insa ca sistemul fundamental de solutii sa contina functii reale
si nu complexe ca in (1.82).

Efectuand semisuma gi semidiferenta impartita prin ¢ ale solutiilor aflate
pe aceeasi verticala in tabloul (1.82), obtinem alte n solutii, de data aceasta
reale, si anume cele din tabloul (1.80).

Tabloul de solutii astfel obtinut formeaza de asemeni un sistem funda-
mental de solutii astfel ca solutia generald a ecuatiei diferentiale (1.47) este
o combinatie liniara a celor din (1.82) care se poate scrie in cele din urma
in forma (1.81). |

Exercitiul 1.4.6 Sa se integreze ecuatia diferentiald liniard, omogend, cu
coeficienti constanti y® + 8y + 16y = 0.

Solutie. Ecuatia caracteristica a acestei ecuatii diferentiale este r8 + 8r% +
16 = 0. Cu substitutia r* = ¢, aceasts ecuatie devine ¢ + 8t + 16 = 0, care

are radacina dubla t = —4. Pentru a afla radacinile caracteristice trebuie sa
rezolvam ecuatia 7 = —4. Deoarece —4 = (2i)2, rezultd cd ultima ecuatie
este echivalentd cu ecuatiile 72 = 2i i r> = —2i. Scriind ca +2i = (1 £ 14)?

deducem ca radacinile caracteristice sunt r; 9 = £(1 4 14) gi r34 = £(1 — ),
fiecare avand multiplicitatea 2.

Tabloul celor opt solutii liniar independente, corespunzator cazului gen-
eral (1.80), este

e’cosx, xze®cosx, e Tcosxz, xze Tcosuz,
(1.83)

e’sinx, xe¥sinx, e Tsinz, xe Tsinx.

Intrucat tabloul de functii (1.83) formeaza un sistem fundamental de
solutii pentru ecuatia diferentiala data, rezultd ca solutia sa generala este

y = € [(Cl + Caz) cosx + (C3 + Cyx) sin :n] +

+ e 7 [(05 + Cgx) cosx + (C7 + Cgz) sin 1:} ,
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unde C1,Cs, ..., Cys sunt constante reale arbitrare. [

1.4.8 Radacini caracteristice reale si complexe multiple

Sa consideram acum cazul general in care ecuatia caracteristica are atat
radacini reale cat si complex conjugate, fiecare dintre ele putand fi si mul-
tipla. De altfel, chiar si o radacind simpla poate fi consideratd multipla,
multiplicitatea sa fiind egala cu 1.

Teorema 1.4.6 Daca coeficientii ecuatiei diferentiale (1.47) sunt constante
reale, iar ecuatia caracteristica corespunzdtoare are radacinile reale multiple

r1,72,...,Tr de multiplicitati p1,ps, ..., pm §t radacinile complexe multiple
Tm+1 =1 +i01, Tmyz =a2+i02, ..., Tmyk = g+ 0,
cu ordinele de multiplicitate pm+1, Pm+2, - - - s Pm4k, unde

prtp2t F Pmt 2(Pmit + Ptz + o Pmgk) = 1,
atunci solutia generala a ecuatiei diferentiale (1.47), in forma reald, este
m k
y=_e""Qp1(x) + D e [Rperq_l(w) cos By + Sp, 4, —1(2) sin qu}?
j=1

q=1

unde Qp,—1(x), Ry, ., —1(x) §i Sp,, ., —1(x) sunt polinoame cu coeficienti nu-
mere reale arbitrare de grade pj — 1, ppiq — 1 $i TesSpectiv priq — 1.

Demonstratie. Analiza demonstratiilor celorlalte teoreme ale acestui para-
graf sugereaza demonstratia acestei teoreme care poate fi efectuata fara di-
ficultate. [

Exercitiul 1.4.7 Sd se integreze ecuatia diferentiald
y® — 2y 16y 1+ 25y™ 4 324" + 60y” + 16y’ 4 32y = 0.
Solutie. Ecuatia caracteristica a acestei ecuatii diferentiale este
r® —2r% + 167° 4 25r% + 32r° + 60r® + 167 + 32 = 0.

Cautand radacinile intregi, constatam ca singura radacina de acest tip
este r; = —2 de multiplicitate p; = 2.
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Impértind polinomul caracteristic prin (r + 2)? = r2 4 4r + 4, gisim ci
celelalte sase radacini caracteristice sunt radacinile ecuatiei

& — 45 100 — 83 41772 —4r +8 = 0. (1.84)

Studiem daca ecuatia (1.84) are radacini complexe pur imaginare. Im-
punand ca i sa satisfaca (1.84), dupa egalarea cu zero a partilor reale si
imaginare, deducem ca g trebuie sa fie radacina reala comuna a ecuatiilor

B8 —108* +176% -8=0, [ -28°+5=0.

Aceste ecuatii au radacinile duble comune 8 = —1 si § = 1, ceea ce arata
ca ro =1 si r3 = —i sunt radacini caracteristice duble.

impért;ind polinomul din membrul intai al ecuatiei (1.84) la polinomul
r +2r? + 1 se gaseste catul r? — 4r + 8. Prin urmare,

0 —4r® 110/ — 83 172 —dr +8 = (1t + 20 £ 1)(r? — 41 +8). (1.85)

Ultimele doua radacini caracteristice se determind anuland cel de al
doilea factor din membrul doi al relatiei (1.85). Se gaseste ca rq4 = 2 + 2i si
r5 = 2 — 2¢ sunt radacini caracteristice simple.

Solutia generala a ecuatiei diferentiale este

y = (C1+ Cor)e 2 + (C3+ Cyx)cosz + (Cs + Cox) sinz+
+ (C7cos2z + Cgsin 2x)e??,

unde C1,Cy,...,Cg sunt constante reale arbitrare. [

1.5 Ecuatii diferentiale liniare neomogene cu coe-
ficienti constanti

Sa consideram ecuatia diferentiala neomogena
aoy™ + a1y Y + - an 1y + any = f(2), (1.86)

in care coeficientii ag, a1, . . ., a, sunt numere reale date, ag # 0, iar f este o
functie reala continua cunoscuta.

Deoarece 1n paragraful precedent s—a prezentat o metoda de integrare
a ecuatiei omogene asociata ecuatiei (1.86), determinarea tuturor solutiilor
ecuatiei diferentiale (1.86) nu intdmpina dificultati.



42 Ion Craciun

In cazul general, cand f(z) este o functie continua oarecare, pentru a
determina o solutie particulara a ecuatiei (1.86) se aplica metoda variatiei
constantelor a lui Lagrange.

Solutia generala a ecuatiei (1.86) este atunci suma dintre solutia generala
a ecuatiei omogene asociate gi acea solutie particulara. Determinarea unei
solutii particulare presupune n cuadraturi.

Exista insa situatii cind o solutie particulara se poate determina numai
prin operatii algebrice.

Prima dintre ele este atunci caind membrul al doilea din (1.86) are forma
unui cvasipolinom, adica forma

f(z)=€e"*P(x) (1.87)
unde P este un polinom algebric si v un numar real. S& presupunem ca =
este o radacina de multiplicitate s a ecuatiei caracteristice L(r) =0 (s =0
daca v nu este radacina caracteristica).

In acest caz, se cautd o solutie particular yp(z) a ecuatiei (1.86) sub
forma

upl2) = 2° 7% Q(2), (1.89)

unde @ este un polinom cu coeficienti nedeterminati de acelasi grad cu P.

Scriind ca L(yp)(x) = f(x), unde f(x) are expresia (1.87), simplificand
apoi prin ¢7? gi identificand puterile lui x, obtinem coeficientii necunoscuti
ai polinomului din (1.88).

Exercitiul 1.5.1 Sa se integreze ecuatia diferentiald liniard neomogend de
ordinul al doilea

y' =3y +2y = (2% 4 z)e3.
Solutie. Termenul liber al acestei ecuatii diferentiale este de forma (1.87).

Ecuatia caracteristica a ecuatiei omogene asociate are radacinile r; = 1

si 79 = 2, astfel ca solutia generala a acesteia, adica a ecuatiei diferentiale
y" =3y’ +2y = 0, este y, = C1 e*+Cy e?®. Pentru ca r = 3 nu este radicina a
ecuatiei caracteristice (deci s = 0), solutia particulara y,(z) a ecuatiei date
o cautam in forma

yp(x) = (A2 + Bx + C)e™.

Calculdm L(y,(z)), egaldm cu (2? + x)e3®, simplificdim prin e3® si daci

identificam puterile lui x din cei doi membri, obtinem sistemul

24 =1,
6A+2B=1,

24+ 3B +2C =0,
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care are solutia A =1/2, B = —1, C' = 1. Prin urmare, y,(z) = ((1/2)z* —
x + 1)e3*. Solutia generald va fi suma dintre solutia generald a ecuatiei
omogene asociate gi solutia particulara determinata mai sus.

Asgadar, solutia generala a ecuatiei este

1
y=Cre®+Cre® + (Za? —zx +1)e32.

2

Avand solutia generala, putem aborda orice problema Cauchy a ecuatiei
diferentiale date. n

O a doua situatie cand se poate determina o solutie particulara fara
cuadraturi (integrari) este aceea in care membrul drept din (1.86) are forma

f(x) = e** (P (z) cos fx + Py(z) sin fx), (1.89)

in care P; si P, sunt polinoame cu coeficienti reali, in general de grade
diferite. In aceasta situatie, solutia particulara trebuie cautata in forma

yp(z) = 2% (Q1(x) cos Sz + Q2(x) sin fx), (1.90)

unde @1 i Q2 sunt polinoame de grad egal cu gradul maxim al polinoamelor
Py si Py, iar s este ordinul de multiplicitate al lui v = a + i3 ca radacina a
ecuatiei caracteristice.

Exercitiul 1.5.2 Sa se integreze ecuatia diferentiald
y' 4y — 2y = (=32 — 23z + 12) cos 3z + (112% — 5z — 5) sin 3.

Solutie. Se determina intai solutia generala a ecuatiei omogene asociata
y" 4+ 1y — 2y = 0 gi se giseste

Yo(z) = CLe® + Che 22,

Deoarece K (3i) # 0, cautam solutia particulara a ecuatiei neomogene de
forma

yp() = (A2z® + Bx + C) cos 3z + (Dx* + Ex + F)sin 3.
Din L(ypy(x)) = (—32% — 23z + 12) cos 3z + (1122 — 5z — 5) sin 3z, deducem
A=0, B=1, C=-1, D=-1, E=0, F=0.

Deci y,(z) = (z — 1) cos 3z — 22 sin 3z, iar solutia generald a ecuatiei dife-
rentiale neomogena data in enunt este

y=0Cre® +Cye 4 (x — 1) cos 3z — 2% sin 3

si are aceasta expresie pentru ca este suma lui y, cu y,. [
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Exercitiul 1.5.3 Sa se determine acea solutie a ecuatiei diferentiale
y" — 2y + 2y = e*(2cosx — 4z sinx)
care satisface conditiile initiale y(0) =0 g1 y'(0) = 1.

Solutie. Ecuatia caracteristica a ecuatiei omogene asociate are radacinile
complex conjugate r1 = 1+ 14 si ro = 1 — 4. Prin urmare, solutia generala a
ecuatiei omogene asociate y” — 2y’ +2y = 0 va fi

Yo = (Cp cosx 4+ Cysinz)e”.

Avand in vedere ca L(1 + i) = 0, vom determina o solutie particulara a
ecuatiei neomogene date de forma

yp(z) = JE[(AJJ + B)cosz + (Cx + D) sin m] e’.

Inlocuind pe y,(z), yp(x) si yy(2) in ecuatia L(y,) = e”(2cosx — 4xsinx)
si identificand mai intai factorii lui cosx si sinx din cei doi membri si apoi
polinoamele factori, se obtine un sistem pentru determinarea coeficientilor
A, B,C,D. Se gaseste:

A=1; B =0; C=0; D=0,

2

asa ca yp(z) = z° cos x, iar solutia generala a ecuatiei date va fi

y = (Cy cosx + Cysina)e” + 2 cos x
si este astfel pentru ca este suma dintre solutia generala a ecuatiei omogene

asociate gi o solutie particulara. [

Exercitiul 1.5.4 Sa se determine solutia generald a fiecarei ecuatii de mai
jos si, acolo unde sunt indicate condifii inifiale, sa se rezolve problema lui
Cauchy corespunzatoare:

1. 3’ — 4y + 3y = e, y(0) = 3, y'(0) =9;
2. y" -8y + 16y = e*; y(0) =0, y'(0) =1,
3.y =9y + 20y = 2247, y(0) = -1, ¢'(0)=-3;

4. ' + 6y + 8y = 2sinx + 3cos;
5. 2" —32x +2x=(3t—2) ¢,

6. y@ — 2y o =23
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Solutie. Determinam mai intai cate un sistem fundamental de solutii pentru
fiecare din ecuatiile diferentiale omogene asociate

1. ¢ =4y +3y=0; 2. y"—8y + 16y =0;
3. ¥y -9y +20y=0; 4. y'+6y +8y=0;
5. 2" =32 +20=0; 6. y® -2y 4y =0.

Ecuatia caracteristica a fiecarei din aceste ecuatii diferentiale, radacinile
caracteristice ale sale si solutia generala corespunzatoare sunt:

1. 2 —4r +3=0; ry =119 = 3; Yo = Cre” + Cae®?;
2. r2 -8 +16=0; 11 =4,7 =4 Yo = (C1 + Cox)et?;
3. 12 —9r4+20=0; r =4,r9=5; Yo = Cre*® 4 Cyed®;

4. >+ 6r+8=0; =219 = —4; y,=Cre 2 4 Cyre™ 4,

5. 12 =3r+2=0; ri=1r=2 = C1re' + Coe?

. — Y 1=1,Tr2 =24 T, = Cre” + Coe™

6. r*—2r34+12=0; 1 =0,7=1; Yo = C1+Cox+(Cs+Cyx)e”.

Pentru fiecare din ecuatiile neomogene date in enunt, determinam o so-
lutie particulara y,(x) de forma membrului drept, si anume

1. yy(z) = Aed; 2. yy(z) = Ax?el;
3. yp(z) = 2(A2? + Bz + C)e'™; 4. y,(z) = Asinz + Bcosx;
5. x,(t) = t(At + B)el; 6. y,=2?(Az3 + B2®>+ Cz + D).

Impunand acestor functii sa verifice ecuatiile diferentiale initiale cores-
punzatoare, se determina constantele care intervin dupa cum urmeaza:

1 1 1 32 9
1LA=-;2 A=-;3A=—-B=-1,C=-24. A= —_,B=_;
8’ 2’ 37 ¢ ’ 85’ 85’
3 1 1
A=--B=-1;6.A=_-,B=-,C=3D=12
5 27 ?6 20? 270 37

Se gtie ca solutia generala a unei ecuatii diferentiale neomogene este suma
dintre solutia generala a ecuatiei omogene asociate si o solutie particulara a
ecuatiei neomogene.
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Folosind acest rezultat, din cele deduse mai sus, rezulta corespunzator
solutiile:

1
1. y(z) = Cre® + Ce3® + §e5x;

1
2. y(x) = (C1 + Cox)e*® + 53:2643”;
1
3. y(x) = Cre*® + Cred® — gx(mQ + 32 + 6)e”;

32 9
4. y(z)=Cre 2 + Cre 4 + 35 sinx + g5 08T

5. w(t) = wo(t) + p(t) = Cret + Che? — %t(?)t +2)et:

5 4
x x
6. y(z)=Ch+ Cox+ (C3+ Cyx)e® + 20 + ) + 323 + 1222
Pentru a rezolva problema lui Cauchy a fiecareia din primele trei ecuatii
diferentiale, determinam constantele C si Cy impunand conditiile initiale
corespunzatoare.
Solutiile acestor probleme sunt:

1 11 1
1. — .z - 3z - bz,
y(z) g€ + 1€ + g€
1 4x
2. y(x) = ix(a: +2)e™;
1
3. y(z) = —4et 4367 - §$(IE2 + 3z + 6)e’”,

Pentru a rezolva o problema de tip Cauchy pentru ultima ecuatie dife-
rentiala trebuiesc specificate patru conditii initiale.
Presupunand ca zg = 0 si

y(0) =1, ¢'(0)=2, y"(0)=27, y"(0) =22,

gasim pentru constante valorile Ch = Cy =0, C3 =1, Cy = 1.
Solutia problemei lui Cauchy corespunzatoare datelor initiale specificate
5

4
este y(z) = ($+1)€x+%+%+3$3+121}2. |
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Sisteme de ecuatii
diferentiale ordinare de
ordinul intai

2.1 Sisteme de ecuatii diferentiale ordinare de or-
dinul intai neliniare sub forma normala

Forma generala a unui sistem de n ecuatii diferentiale ordinare, de ordinul
intai, sub forméa normala este

yll = f1($7y1>y27"'7yn)7
y/2 = f2<x7y1>y27"'7yn)7 (21)

y;z = fn(xay17y27-"7yn)'
Necunoscutele sistemului (2.1) sunt functiile reale y1, y2,. .., y, care de-
pind de variabila reala z si sunt definite pe un intervalul real inchis /. Func-
tiile date f;, i = 1,2,...,n, sunt continue Impreuna cu derivatele lor partiale

de ordinul intai in domeniul inchis I x D, unde D C IR™.
Daca se introduc functiile vectoriale

y:(ylay27"'ay’rl>7 f:(fl,fg,...7fn), y/:(ylhyéa?yé)v

atunci sistemul (2.1) se scrie in forma vectoriala
y' =f(z,y).

47
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2.1.1 Legatura cu ecuatiile diferentiale de ordinul n

Teorema 2.1.1 Un sistem de forma (2.1) este echivalent cu o ecuatie di-
ferentiala ordinard de ordinul n sub formd normald.

Demonstratie. Fie data o ecuatie diferentiala ordinara de ordinul n sub
form& normala

y" = flzyyy ey, (2.2)
Daca introducem functiile necunoscute
n=yv v2=v, -, ya=y"Y (2.3)

si tinem cont de ecuatia (2.2), obtinem sistemul de ecuatii diferentiale or-
dinare de ordinul intai sub forma normalad

o= e
Y = s,
S (2.4)
y;v,—l = Yn,
y;L = f(x7y17y27”'7yn)‘

Din modul cum a fost obtinut sistemul (2.4) se vede ca daca y este o
solutie a ecuatiei (2.2), atunci y1,y2, - .., yn este o solutie a sistemului (2.4)
si reciproc, daca y1, ¥, ...,y este o solutie a sistemului (2.4), iar functiile
Y1,Y2, - - -, Yn sunt cele din (2.3), atunci y; = y este o solutie a ecuatiei (2.2).

Reciproc, sa aratdm cum studiul unui sistem de ecuatii diferentiale de
forma (2.1) se reduce la studiul unei ecuatii diferentiale de forma (2.2).
Pentru simplificarea calculelor vom considera cazul n = 3. Fie deci sistemul
diferential

yi = fl(xaylvy%yii)a
yé = f2<$7y17y27y3)7 (25)
yé = f3($7y17y27y3)'
Derivand prima ecuatie din (2.5) in raport cu x, obtinem
0 0 0 0
ylll — ﬁ + i .y’ -+ fl ! fl ! (26)

o "y oy Ty
Inlocuind in (2.6) pe ¥/}, y5, ¥4 cu expresiile lor (2.5), gisim

yi/ = F2($7y1ay27y3)a (27)
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unde

0 0 0
Fy(x,y1,y2,y3) = 8];1+8£ f1+8£ f2+f f3.

Daca derivim acum ecuatia (2.7) in raport cu z si tinem cont de(2.5), ob-
tinem

ylll, = F3(x7y11y27y3)7 (28)
OF: OF: 0F; aF
unde F3(:L‘ay17y27y3) :872 =2 fl 8 Yo f — f3

Din prima ecuatie a sistemulul (2.5) si din ecuagla (2 7) se pot afla, in
general, yo si y3 functie de z, y1, ¥} si y{, care inlocuite in (2.8), conduce la
ecuatia diferentiald de ordinul trei sub forma normala

/11

yl - F(xaylvyllﬂylll)a

ceea ce trebuia de demonstrat. [ ]

Exercitiul 2.1.1 Sa se afle solutia generald a sistemului

y o= z
{ 2 = —y.

Solutie. Daci derivam prima ecuatie, obtinem y” = 2’. Folosind a doua
ecuatie, gasim y” +y = 0. Aceasti ecuatie este o ecuatie diferentialad liniara
de ordinul al doilea cu coeficienti constanti omogena, care are ecuatia carac-
teristica r2 + 1 = 0 cu radacinile ri2 = *i.

Ca atare, un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia diferentiala
y” +y = 0 este format din solutiile y; = cosz si yo = sin .

Solutia generald a ecuatiei diferentiale y” + 1y = 0 este o combinatie
liniara de cele doua solutii fundamentale

y = Cicosx+ Coysinz.
Din prima ecuatie a sistemului gasim si expresia lui z,
z = —Cysinx+ Cycosz

si astfel am obtinut solutia generala a sistemului dat. [
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Exercitiul 2.1.2 Sa se reduca sistemul

dr
dt - y7

dy

@ _ 2.9
2 = (29)
dt

la o ecuatie de ordin superior i sa se gaseasca apoi solutia sa generald.

Solutie. Procedand ca in reciproca Teoremei 2.1.1 se ajunge la ecuatia
diferentiala liniara de ordinul trei cu coeficienti constanti, omogena

" —x=0 (2.10)

ce are ecuatia caracteristicd 3 — 1 = 0 si radécinile caracteristice

1 V3 1 V3

nEhonEog i =y i

Acestor radacini caracteristice le corespund solutiile fundamentale
r1(t) =et, mo(t) = €% cos #, z3(t) = e 7 sin #
Astfel, solutia generald a ecuatiei (2.10) este
z = (] et+€—% (Cg COS%—FC&; sin%). (2.11)

Folosind sistemul, constatam ca necunoscuta y se obtine derivand pe z,
iar functia z se obtine derivandu—l pe y. Se gaseste

1
y = Ciet — 56_% [(Cg — Cg\/g) cos “2/3 + (C5 + 02\/3) sin t\/§]’

(2.12)
1 t
z=Chel — 567% |:(CQ + C3v/3) cos t\2/§ + (C5 — CyV/3) sin \2/3}
Solutia generala a sistemului (2.9) este data de (2.11) si (2.12). n

Exercitiul 2.1.3 Folosind metoda elimindrii, sa se determine ecuatia di-
ferentiala liniara de ordinul trei cu care este echivalent sistemul de ecuatii
diferentiale liniare si omogene de ordinul intdi cu coeficienti constanti de
mai jos si, folosind rezulatatul stabilit, sa se integreze sistemul

Yy +9y1 + 122 +5y3 = 0,
yh —by1 —6y2 —3ys = 0, (2.13)
yh — y1 — 4y2 — 3 = 0.
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Solutie. Derivam prima egalitate si in rezultatul obtinut
yi = —9y) — 125 — 53
inlocuim pe ¥}, y5 §i ¥4 cu valorile date in ecuatiile sistemului. Gasim
Yl = 16y; + 16ys + 4ys. (2.14)
Procedand similar cu egalitatea (2.14), deducem
v = —60y; — 80y2 — 28ys. (2.15)

Consideram sistemul format din prima ecuatie a sistemului initial (2.13)
si ecuatia (2.14)

12y +5ys = —9y1 — ),
{ ! (2.16)
16ys +4ys = —16y1 + 1,
in care necunoscutele sunt yo si 3.
Rezolvand sistemul algebric (2.16), gasim
R E SRS W B
Y2 = 3 Y1 81/1 321/1 ) (2.17)
_ 3 L, 3., '
Y3 = 2y1 2y1 83/1-

Valorile lui ys si y3 determinate in (2.17) le inlocuim in ecuatia (2.15) si
astfel gasim ecuatia diferentiala liniara de ordin trei omogena, cu coeficienti
constanti

Y + 2y — 4y — 8y1 =0, (2.18)
a carei functie necunoscuta este yj.
Ecuatia caracteristica a ecuatiei diferentiale (2.18) este

r+2r? —4r —8 =0,

radacinile sale fiind ry = 2, ro = rg3 = —2. Radacinii caracteristice simple
r1 = 2 1i corespunde solutia y%l)(x) = e2* far celei duble i corespund dous
solutii, si anume

y§2) — 6—217 y§3) — $6—2$.
Functiile astfel determinate formeaza un sistem fundamental de solutii al
ecuatiei diferentiale (2.18), iar solutia sa generala este

yi(2) = Ciyt ) (2) + Coy® () + CaytV (),
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unde C1,Cs g1 C5 sunt constante reale arbitrare.
Prin urmare, expresia lui y; este

y1 = C1e** + (Cy + Czz)e 2. (2.19)

Pentru determinarea functiilor necunoscute yo i ys3 folosim expresiile
(2.17), unde inlocuim pe y1, ¥} si 11”7 asa cum rezultdad din (2.19). Gasim

1 1
Y2 = —50162’5 —(Ca+ 505 + Cyz)e
ys = —C1e** + (Cy+ O3+ Cx)e 2T,

Prin urmare, solutia generala a sistemului (2.13) este

y1 = C1e*® 4+ (Cy + Csz)e 22,

1 1
o = —5C1e* = (Cat 505+ Cam)e™,
y3 = —01€** + (Cy+ C3 + Csz)e 22,

Exercitiul 2.1.4 Sa se integreze sistemul diferential liniar de ordinul intas,
omogen §i cu coefcienti constanti

Yi = 2y + Y2 + 2ys,
vy = -y — 2ys, (2.20)
vh = y1+y2+ 2ys.

Solutie. Aplicand demonstratia reciprocei Teoremei 2.1.1, suntem condusi
la ecuatia
Yl = by1 + 4y2 + 6ys3. (2.21)

Derivand aceasta egalitate si inlocuind derivatele din membrul al doilea,
obtinem
v = 12y1 + 11ys + 14ys. (2.22)

Cu prima ecuatjie a sistemului diferential (2.20) si ecuatia (2.21) alcatuim

sistemul
{ y2+2ys =y — 2y,

dys +6y3 = y1” — Sy,
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din care se determina functiile necunoscute ys si y3 in functie de y; si deri-
vatele v, y1”

y2 = Y =3yt
1 3 (2.23)
Y3 = —§y£’+2y/1 — QY

Introducerea expresiilor lui ys si y3 din (2.23) in egalitatea (2.22) conduce
la ecuatia diferentiala liniara de ordinul al treilea, omogena si cu coeficienti
constanti

o — 4yl + 5yl — 251 =0, (2.24)

a carei ecuatie caracteristica,
3 —4r? £ 50 —2 =0,

are radacina dubld r; = ro = 1 si rddacina simpla r3 = 2. Acestor radacini
caracteristice le corespund sistemul fundamental de solutii:

) _ 2 (2 _

=ty =aem ¥ = e (2.25)

Solutia generala a ecuatiei diferentiale (2.24) este combinatia liniara de
solutiile sistemului fundamental de solutii (2.25)

Yy = (Cl + ng)ex + Cg€2x. (2.26)
Celelalte doua necunoscute ale sistemului (2.20) se determina din (2.23)

Y2 = (—01 — CQ — C’g:c)egc — 036293,
1 (2.27)
ys = Coe® + 5036230.

Prin urmare, solutia generald a sistemului (2.20) este reprezentata de
functiile date in (2.26) si (2.27). |

Observatia 2.1.1 Rezultatele stabilite pot fi prelucrate intrun alt mod din
care rezultd o noud metodd de rezolvare a sistemelor diferentiale de tipul
(2.20) si anume metoda valorilor si vectorilor proprii.
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2.1.2 Integrale prime. Solutie generala

In ipotezele mentionate pentru functiile fi, fo,..., fn, se poate demonstra
ca exista o solutie unica a sistemului (2.1) care, pentru z = z ia valorile
prescrise

0 .
yi(zo) =y, =T, (2.28)
o) (0 (0) . . . .
unde (zo,y; ,Ys 's---,Yn ) este un punct arbitrar din interiorul multimi

I xD.
Fie aceasta solutie

(0) , (0) (0)

y1 = o120,y S Ys se-sYn ),
(0) , (0) (0)
== x;x ) b PR | b
Y2 <P2( 0,Y1 Y2 Un ) (2.29)
0 0 0

Aceasta formé a solutiei pune in evidentd dependenta ei de datele initiale
(0) ,(0) (0)

Z0,Y1 HYg 55 Yn
Geometric, (2.29) reprezinta ecuatiile parametrice ale unei curbe I' in
spatiul n dimensional IR", care trece prin punctul Mo(yg)),ygo), . ,yflo)).

Curba I se numeste curbd integrald sau traiectorie a sistemului (2.1). Punc-
tul My se numeste punct inifial.

Fie acum un punct oarecare M (y1,y2,...,yn) € I, diferit de My, cores-
punzator valorii z € (a,b). Valorile y%o),yéo), . ,y7(10) st Y1,Y2,...,Yn sunt
legate prin relatiile (2.29).

Daca schimbam rolurile punctelor My si M, deci M devine punct initial,
atunci, In baza unicitatii solutiei, curba integrala ce trece prin M va trece

si prin Mgy si avem

0

y = o103 Ty Y2 Yn),

0

yé) = 902(550;$,y1,1/2,-~-,yn), (2.30)
0

yﬁl) = ¢n<x0;xay17y27"'7yn)'

Relatiile (2.30) arata ca sistemul (2.29) s—a putut rezolva unic in raport
cu valorile initiale y%o) , yéo), . ,ygo), iar functiile din membrul drept admit

derivate partiale continue in raport cu z,y1, 42, ..., Yn-
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Cum datele initiale se pot alege arbitrar in interiorul lui D si notandu—

le in (2.30) cu C1,CY,...,C, (constante arbitrare), obtinem ansamblul de
relatii
wl(x7y1)y27"')y’n) - C].)
V(2 Y1, 42, yn) = Co,
( ) (2.31)
wn(évaylay%"'ayn) = Cna

unde ¥i(z, Y1, Y2, -, Yn) = 0i(T0; 2, Y1, Y2, -, Yn) §i T dat.
Dar, relatiile (2.31) pot fi rezolvate in mod unic in raport cu variabilele

Y1, Y2, .., Yn si deci

Y1 - @1(%’;01,02,...7071),

= Dy(x;C1,Cy,...,Ch),
Y2 Pl 1,2 ) (2.32)
Yn = @n(x;clac%-”)cn)-

Relatiile (2.31) reprezinta solutia generala sub forma implicita a sistemu-
lui (2.1). In loc de solutie generald se utilizeaz si termenul de ansamblu de
integrale prime sau integrald generald a sistemului. Oricare din ecuatiile
(2.31) se numeste integrald primd a sistemului (2.1).

Solutia generala a sistemului (2.1), sub forma explicita, este data de
relatiile (2.32).

Din modul cum au fost deduse relatiile (2.31), constatam ca o functie
U(x,y1,Y2, ... ,Yn) este integrald prima numai daca (y1,y2, - .., yn) verifica
sistemul (2.1).

Astfel, putem da doua definitii echivalente pentru integrala prima a unui
sistem de ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intai.

Definitia 2.1.1 Se numeste integrala prima a sistemului de ecuatii dife-
rentiale (2.1), orice relatie obtinutd rezolvand in raport cu constantele arbi-
trare solutia lui generala (2.32).

Agadar, oricare din relatiile (2.31) este o integrald prima a sistemului
(2.1).

In baza existentei si unicititii unei solutii a sistemului (2.1) care trece
printr—un punct dat din interiorul multimi I x D, rezolvarea in raport cu
constantele arbitrare a relatiilor (2.32) este intotdeauna posibila.

Definitia de mai sus poate fi data numai dupa ce se cunoaste solutia
generala a sistemului.
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Definitia 2.1.2 Se spune ca functia Y(z,y1,92,...,Yn) : [a,0] X D — IR
este o integrala prima a sistemului (2.1) pe o submultime deschisa Q a
multimii [a,b] x D, dacd 9 este de clasa C*(S)), nu este identic constantd
dar

¢(‘I7 ¥1 (l')v @2(1')7 co v¢n($)) = constant,

de—a lungul oricarei traiectorii y1 = p1(x),y2 = @2(),...,yn = ©n(z) a
sistemului (2.1).

Observatia 2.1.2 Cu Definitia 2.1.2 putem spune cd un sistem de ecuaiii
diferentiale ordinare de ordinul intai admite o infinitate de integrale prime
deoarece functia

q)[wl(xa Y, Y2, - -- 7yn)7 ¢2($, Y, Y2, - -- 7yn)7 s 7wn($7y17 Y2, .-, yn)]7
unde ® este o functie arbitrara de integralele prime ; este la randul ei o

integrald primd a sistemului (2.1).

Teorema 2.1.2 Rezolvarea sistemului (2.1) este echivalentd cu obtinerea a
n integrale prime independente.

Demonstratie. Fie n integrale prime (2.31) independente functional, deci
pentru care determinantul functional

D(¢17w25" : 717Z}n)
D(ylvy%'"?yn)

£0.

Aplicand teorema de existenta si unicitate a sistemelor de functii definite
implicit, din (2.31) deducem relatiile (2.32) care constituie solutia generala
a sistemului. ]

Observatia 2.1.3 Cunoasterea unei singure integrale prime a sistemului
(2.1) reduce rezolvarea sistemului la n—1 ecuatii cu n—1 functii necunoscute.

Intr-adevir, din ¢, (z;91,Y2,--.,yn) = C se poate exprima una din functiile
necunoscute, de exemplu ¥, in functie de =, 91,92, ...,yn—1 i C

Yn = (xvyhy% cee 7yn—170)'

Inlocuindu-1 in primele n — 1 ecuatii ale sistemului (2.1) obtinem un sistem
de n — 1 ecuatii diferentiale cu n — 1 functii necunoscute. [
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Observatia 2.1.4 Sistemul (2.1) este echivalent cu sistemul

dr dyy  dy2 B dﬂ

TR b f (2.33)
Acest sistem este echivalent la randu—i cu cel obtinut prin inmultirea
rapoartelor cu un acelagi factor, care poate fi functie de n 4+ 1 variabile, si
anume x, Y1, Y2, - - -, Yn-
In cele ce urmeazi considerim ci numirul variabilelor este n si ca sunt
notate cu x1, xo, ..., I,, iar una dintre ele este dependenta de celelalte n—1,
ceea ce Inseamna ca putem scrie sistemul de ecuatii diferentiale in forma

d d d
noo_ 4 o % (2.34)
X1(x) Xa(x) Xn(x)
unde x = (z1,x9,...,T,), care se numeste forma simetrica a sistemului de

n — 1 ecuatii diferentiale de ordinul intai cu n — 1 necunoscute.

2.2 Sisteme diferentiale sub forma simetrica

Sa consideram sistemul simetric (2.34) in care functiile X; sunt continue si
au derivate partiale continue in raport cu toate variabilele x1, zo,. .., Ty.

Conform paragrafului precedent, solutia generald a sistemului simetric
(2.34) este ansamblul

(1,22, .., 2p) = C,

1/12(331,9527~~-,$n) - 027

) (2.35)
Yn—1(x1,22,...,2p) = Cp1,

format din n — 1 integrale prime oarecare independente functional, in sensul
ca rangul matricei jacobiene al functiilor 1,9, ..., 9,1 este egal cu n — 1
in interiorul multimii de existenta a functiilor X1, Xo, ..., X,,.

Daca dorim sa trecem un sistem de la forma simetrica (2.34) la forma
normala, este suficient sa alegem una din variabile, de exemplu x,,, ca vari-
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abild independenti. In acest fel, din (2.34) avem

dxy _ Xi(z1,22,...,2p)
dz,, Xn(x1, 29, ...y T0)’
dxy _ Xo(z1,22, ..., 2p)
den Xn(xluxQM"vxn)’ (236)
e Xn—1(z1,22,...,20)
dz, Xn(z1, 29, 20)
Observatia 2.2.1 Pentru valorile initiale :z:go),xéo), . ,xﬁf’), valoarea func-

tier Xy, nu trebuie sa se anuleze. Daca acest lucru nu este posibil, alegem
alta variabila independenta.

Teorema 2.2.1 Relatia
V(x1,29,... ) =C (2.37)

este o integrald prima a sistemului simetric (2.34) daca i numai daca , de—a
lungul unei curbe integrale a sistemului (2.36), avem

o o o
unde X = (T1,22,...,Ty).

Demonstratie. Daca functia 1 din (2.37) este o integrala prima a sis-
temului (2.36) atunci, de-a lungul unei curbe integrale a sistemului (2.36),

W(xy,x9,...,2,) are o valoare constanta, deci diferentiala ei totala, de—a
lungul unei curbe integrale este nula si deci
o oL, oY
—-d —-d coo — - dxy, = 0. 2.39
8901 1 + 6172 2 + + 8% n ( )

Deoarece de—a lungul unei curbe integrale diferentialele dx; sunt propor-
tionale cu valorile functiilor X; (vezi (2.34)), avem (2.38).

Reciproc, din (2.38) rezulta (2.39) si deci dy)(x1,z2,...,2,) = 0 de—a
lungul unei curbe integrale, ceea ce este echivalent cu ¥ (zy,zg,...,x,) =
const. pentru orice solutie a sistemului (2.36).

Definitia 2.1.2 spune ca v este o integrala prima a sistemului (2.36) sau
a sistemului simetric (2.34). |
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Observatia 2.2.2 Singurele functii reale de n variabile reale care verifica
relatia (2.38) sunt integralele prime ale sistemului (2.34).

Din punct de vedere geometric, solutia generala (2.35) reprezinta o fa-

milie de curbe obtinuta prin intersectia suprafetelor i;(x1, zo, ..., z,) = C;
i = 1,n — 1. Aceastd familie de curbe este inclusa in intersectia domeniilor
de definitie ale functiilor X;(xz1,z2,...,zy,) si depinde de n — 1 parametri
Cy,Co,...,Chq.

Aducerea unui sistem de ecuatii diferentiale ordinare de ordinul intai la
forma simetricd este indicata pentru aflarea integralelor prime si, in conse-
cinta, pentru aflarea solutiei sale generale.

Exercitiul 2.2.1 Sa se determine solutia generald a sistemului de ecuatit
diferentiale sub forma normald

dy z
de — (z—y)?
dz Y
de (2 —y)*

Solutie. Forma simetrica a acestui sistem este

dx _@

dz

(z—y)? z Y

Cautam douad combinatii integrabile care si poata furniza cele doua in-
tegrale prime independente.

O integrala prima se obtine din ultimele doua rapoarte scrise in forma
ydy — zdz = 0 care implica d(y? — 22) = 0 si deci y?> — 22 = C este
prima integrald prima (o familie uniparametrica de cilindri hiperbolici cu
generatoarele paralele cu axa Ox).

Cea de a doua integrala prima se va obtine dupa ce aplicam o proprietate
a girului de rapoarte egale. Astfel, avem

dx _dz—dy
(z—y)? y—z
Dupa simplificarea prin y — z se obtine

dr 4 (y — z)d(y —z) =0,

care conduce la cea de a doua integrald prima 2z + (y — 2)? = Cy (familie
uniparametrica de cuadrice).
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Solutia generala a sistemului, sub forma implicita, este data de

y2 - 22 = Cl,
2x + (y — 2)2 = (Cy
si reprezinta o familie dublu parametrica de curbe in spatiu. [

Exercitiul 2.2.2 Sa se determine solutia generald a sistemului simetric

dx dy dz

2y(2a —z) a2 +22—y?—dar = —2yz

Solutie. Egalitatea rapoartelor extreme ne conduce la combinatia integra-
bila

dx dz
r—2a 2’
care da integrala prima
T — 2a e
z

Daca scriem aceasta egalitate in forma x — Ciz — 2a = 0, constatam ca
integrala prima reprezinta o familie de plane paralele cu axa Oy.
O alta combinatie integrabila este

xdr +ydy + zdz  dz dz® +y*+2%)  dz

= e =
—y(x?2 +y2+22) —2yz 22+ y? + 22 2

I

din care se obtine cea de a doua integrala prima

a? +y* + 2
z

= Cs.

Dacé scriem rezultatul gasit in forma 2 +y? + 22 — Coz = 0, constatam
ca cea de a doua integrala prima reprezinta o familie de sfere cu centrele pe
axa Oz, tangente 1n origine planului zOy.

Solutia generala a sistemului simetric este ansamblul celor doua integrale
prime

—2
€T a _ Ch
z
2 2 2
T z
YT o
z

Asadar, curbele integrale sunt o familie dublu parametrica de cercuri in
spatiu. [
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Exercitiul 2.2.3 Sd se gaseasca solutia generald a sistemului simetric

dx dy dz

vlety)  —ylety)  Y-o)QRet2y+e)

Solutie. Din primele doua rapoarte se obtine integrala prima
xy = Ci. (2.40)

Vom cauta acum a doua combinatie integrabila. KEfectudnd raportul
dintre suma numaratorilor gi suma numitorilor primelor doua rapoarte, vom
obtine un raport egal cu al treilea

dx + dy —dz

22—y (z-y)( 2z +2y+2)

Dupa simplificarea cu  — y, se obtine

de +dy —dz
r+y  2x+2y+z

Efectuand diferenta numaratorilor pe diferenta numitorilor, obtinem un
raport egal cu primul

de+dy _  detdy+dz

T4y r+y+=z

d:n+dy+dx+dy+dz
rT+y TH+y+=z

din care deducem = 0. Integrand, obtinem

(+ylzt+y+z) = Co (2.41)

Solutia generala a sistemului este ansamblul integralelor prime (2.40) si
(2.41). |

2.3 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare

In acest paragraf vom determina solutiile sistemelor de ecuatii diferentiale
liniare de ordinul intai. Forma generala a unui astfel de sistem este

yi +an(z)yr +an@)y+ - +an(@)y, = fi(z),

Yo +an(@)yr +an(@)y2 + - +am(@)yn = fa(2), (2.42)

BN

y1/1+an1($)yl+an2($)y2+"'+ann(x)yn = fn(x)
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Presupunem ca functiile a;; si f;, ¢, = 1,n, sunt continue pe intervalul
[a, b].

Daca toti fi(z) =0,i=1,2,...,n, spunem ca sistemul este omogen. In
caz contrar sistemul este neomogen.

Sistemul (2.42) se poate scrie in forma vectoriala

y +e(A)Y) = f(z), (2.43)

unde y : [a,b] — IR" este o functia vectoriala necunoscuta de variabila reala,
derivabila, care in baza canonicad din IR",

e =(1,0,...,0), e2=(0,1,...,0), ---, e, =(0,0,...,1),

are coordonatele y1,vy2,...,Yn, € = (€e1,€2,...,€,) € R" x R" x --- X
R" = (R")", A(z) € Myuxn(IR) este o matrice cu elementele a;;(z), Y
este matricea cu o singura coloana si elemente coordonatele vectorului y,
adica y = €Y, iar f = (f1, fo,..., fn) : [a,b] — IR" este functie vectoriala de
o variabila reala, cunoscuta.

Definitia 2.3.1 Fie q¢ un numar natural. Spunem ca funtia vectoriald de
variabila reald g = (91,92, ---,9n) : [a,b] — IR"™ este de clasa CY([a,b]) daca
functiile coordonate g;, i = 1,n, sunt continue $i au derivate continue pand
la ordinul q inclusiv.

Multimea C9([a,b]) este spatiu liniar real infinit dimensional. Pentru
CO)([a, b]) vom folosi notatia C([a,b]).

Definitia 2.3.2 Se numeste solutie a sistemului (2.43) functia vectoriala
de variabild reald ¢ = (p1,92,...,0n) : la,b] — IR", de clasa C*(|a,b]),
care satisface egalitatea

@'(z) + e(A(z)®(x)) = f(z), (V)z € la,b),

unde ® este matricea coloana cu elementele 1,2, ..., En.

2.3.1 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare si omogene
Fie sistemul (2.43) si sa notam
L(y) = y +e(A(x)Y). (2.44)
Atunci sistemul (2.43), in forma omogena, se scrie
L(y) = O, (2.45)

unde 0 este functia vectoriala identic nula 0 : [a, b] — IR".
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Teorema 2.3.1 Aplicatia vectoriald L este un operator liniar definit pe spa-
tiul vectorial C'([a,b]) si cu valori in spatiul vectorial C([a,b]).

Demonstratie. Prima parte a teoremei este evidenta daca avem in vedere
expresia (2.44) a operatorului L si continuitatea functiilor a;;.
Se vede apoi ca operatorul L are proprietatea

Liag+By) = aL(g)+ AL(w), (2.46)
oricare ar fi numerele o gi (3, reale sau complexe, si oricare ar fi functiile
vectoriale de variabila reald ¢, 1 € C([a, b]). ]

A integra sistemul liniar i omogen (2.43) de ecuatii diferentiale ordinare
de ordinul intai, cu coeficienti variabili, inseamna a gasi toate solutiile lui.
Observam ci daca y € C'([a,b]) este o solutie a sistemului (2.45), atunci
imaginea lui y prin operatorul L este elementul nul din C([a,b]). Prin ur-
mare, multimea solutiilor sistemului (2.45) coincide cu nucleul operatorului
liniar L, deci cu Ker L.

Operatorul L fiind liniar, rezulta ca Ker L este un spatiu liniar, subspatiu
liniar al spatiului liniar infinit dimensional C([a, b]).

Observatia 2.3.1 Dacad coeficientii sistemului omogen (2.45) sunt functii
reale, iar functia vectoriald @ + i1 este o solutie complexd a sistemului
omogen (2.45), atunci functiile vectoriale de variabila reala @ $i ¢ sunt so-
lutii ale acestui sistem.

Intr-adevir, din (2.46) rezulti

L(p+i) = L(p)+iL($) = 0,

deoarece ¢ + i) este o solutie a sistemului. Cum L(¢p) si L(%)) sunt functii
reale, deducem L(¢) = 0 si L(¢) = 0, adica functiile reale ¢ si 1 sunt
solutii ale sistemului (2.45). |

(0) , (0) (0)

Sa consideram un punct oarecare xg € [a,b] si y; ,Ys ,...,Yn nNUIETrE
reale arbitrare.

Problema lui Cauchy pentru sistemul (2.45) consta in determinarea acelei
solutii y a sistemului care sa verifice conditia lui Cauchy (conditia initiald)

y(zo) = y, (2.47)

unde y(©) = (y%o), yéo), e ,yéo)).

Teorema de existenta gi unicitate a solutiei problemei lui Cauchy pentru
sistemul (2.45) pune in evidenta un element y = (y1,v2,...,yn) € KerL
care satisface conditia (2.47).
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Teorema 2.3.2 Multimea KerL este un spatiu vectorial real de dimensiune
n.

Demonstratie. Sa consideram multimea de solutii ale sistemului (2.45)

{y®, y@ ...y (2.48)
care verifica urmatoarele conditii ale lui Cauchy

y M (o) = (1,0,...,0),

yP(z0) = (1,0,...,0), (2.49)

y™(z9) = (1,0,...,0)

si sa aratam ca elementele acestei multimi, ca elemente ale spatiului Ker L,
sunt liniar independente. Vom demonstra prin reducere la absurd.

Presupunem deci ca solutiile sunt liniar dependente. Atunci exista con-
stantele C, Co, ..., C,, nu toate nule, astfel incat

CryM(z) + Coy@ () + -+ Coy™(z) = 0, (V) z€[a,b]. (2.50)
In particular, (2.50) are loc pentru x¢ si atunci, din (2.49) si (2.50), avem
(C1,C4,y...,Cy) =0=(0,0,...,0)

din care deducem ca toate constantele Ci,Cs,...,C, sunt egale cu zero,
ceea, ce contrazice ipoteza.

Prin urmare, solutiile (2.48) sunt liniar independente.

Sa& aratam ca solutiile (2.48) constituie o baza in Ker L.

Pentru aceasta trebuie demonstrat ci orice y € KerL se scrie ca o
combinatie liniara de elementele din (2.48), deci ca exista constantele reale
C1,Cs,...,C, astfel incat

y = O1yW +Coy® + ... 4 Cy™, (2.51)
sau
y(@) = CiyM(z) + Coy@ (@) + -+ + Coy™® | (V) z € [a,b]. (2.52)
Scriind ca (2.52) are loc si pentru z si folosind (2.49), gasim

(y1($0); yg(l‘(]), <. 7yn($0)) = (017 Co, ... 7Cn)>
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din care deducem ca C; din (2.51) sunt unic determinate si

C1=y1(z0), Co=ya2(x0), ..., Cn=yn(0).
Prin urmare, solutia considerata se scrie In mod unic in forma

y = 51(20)y™ + y2(20)y® + -+ + ya(wo)y™.

Am dovedit astfel ca orice y € KerL se exprimé unic ca o combinatie
liniara a vectorilor (2.48), liniar independenti in KerL, ceea ce arata ca
multimea (2.48) este o baza in Ker L.

Prin urmare, Ker LL este spatiu vectorial real n dimensional. [

Definitia 2.3.3 Vom spune ca n solutii y(l),y@),...,y(") ale sistemului
(2.45) formeaza un sistem fundamental de solutii pe intervalul [a,b]
daca ele sunt lintar independente in spatiul liniar n— dimensional KerL.

Cum dimensiunea lui Ker L este n rezulta ca orice baza din Ker L este
un sistem fundamental de solutii a sistemului (2.45).

2.3.2 Matrice fundamentala a unui sistem omogen

Definitia 2.3.4 Matricea patratica I'(x), de ordinul n, ale cdrei coloane
sunt coordonatele vectorilor yM(z),y @ (z),...,y™(z) care formeazd un
sistem fundamental de solutii al sistemului liniar si omogen de ecuatii dife-
rentiale de ordinul intdi, cu coeficienti variabili (2.45), se numeste matrice
fundamentala a sistemului.

Teorema 2.3.3 Fie I'(x) o matrice fundamentald a sistemului (2.45), TV (x)
matricea formata din derivatele elementelor matricei I'(x) si O matricea nuld
patratica de ordinul n. Atunci

I'(z) + A@@TD(z)=0, (v)z€l[ab (2.53)

Demonstratie. Identitatea (2.53) este evidentd deoarece reprezinta scrie-
rea matriceals a identitatilor L(y() = 0,7 =1,2,...,n care exprimi faptul
c& functiile vectoriale y(M, y@? . y(™ sunt solutii ale sistemului (2.45). m

Matricea fundamentala a unui sistem omogen nu este unica.

Pentru aceasta si observiim ci orice matrice I'(z) = I'(z)-C, unde C este
o matrice patratica constanta de ordinul n nesingulara, este tot o matrice
fundamentala a sistemului (2.45).
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Reciproc, orice matrice fundamentala f‘(x) a sistemului (2.45) se poate
reprezenta sub forma

INz) = T'(zx)-C, z¢€]ab], (2.54)

unde C este o matrice constantd de tip n X n nesingulard. Aceasta ultima
afirmatie rezulta din

Corolarul 2.3.1 Daca T'(x) este o matrice fundamentala a sistemului de
ecuatii diferentiale (2.45), atunci orice solufie a acestuia se reprezintd sub
forma

y() = e(l'(z)C), =€ ab], (2.55)
unde C este matricea coloand a coordonatelor unui vector constant din IR™.

Demonstratie. Formula (2.55) rezulta din faptul ca pe coloanele matricei
['(z) sunt coordonatele vectorilor unei baze din spatiul solutiilor sistemu-
lui (2.45). Astfel, (2.55) este exprimarea unui vector a unui spatiu liniar n
dimensional intr—o baza . ]

2.3.3 Determinantul lui Wronski

Ca si la studiul ecuatiilor diferentiale liniare, omogene de ordinul n, cu
coeficienti constanti, se poate introduce si aici determinantul lui Wronski
sau wronskianul asociat unui sistem fundamental de solutii, gi anume

(2)

W) yW@) - ()

(1) (2) (n)

Yo (:c) Yo (37) Yo (37)
Wy®,y@ .y = . (2.56)

v @) v @) - ()

Pentru valorile functiei introdusa in (2.56) se pot utiliza notatiile W (z)
sau Wy, y@, .. y™](z).

Observatia 2.3.2 Wronskianul W[y, y@ ... y™] asociat unui sistem
fundamental de solutii y M (x),y P (x),...,y™(z) este determinantul ma-
tricei fundamentale T'(x).
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Teorema 2.3.4 Conditia necesard si suficientd ca solutiile

1) (2 (n)

7y 7"‘7y )

ale sistemului (2.45), sa formeze un sistem fundamental de solutii a acestuia
este ca determinantul lui Wronski corespunzdtor sda nu fie identic nul pe
intervalul |a, b].

Demonstratie. Sa aratam mai intai suficienta, adica din

£0

T=x0

yW,y@ L y®eKeel  si WyW,y®, . y®]

sa rezulte ca functiile
y(l)’ y(2)7 AR y(n) (2'57)

formeaza un sistem fundamental de solutii pentru sistemul (2.45).
Demonstratia se face prin reducere la absurd.
Presupunem c& functiile y,y@ ...y ca elemente ale lui KerL,
sunt liniar dependente. Existad atunci n constante, nu toate nule, astfel
incat pentru orice x € [a, b] s& avem

CryW (@) + Coy® (@) + -+ Cuy™(2) = 0. (2.58)

Scriind (2.58) pe componente si luand = = ¢, deducem

Cry\Y (o) + Coy\P (o) + - + Coy\ (o) = 0
Clyél)($0)+02y§2)($o)+"'+Cny§n)($o) = 0,

(2.59)
Cryi) (20) + Coy? (w0) + -+ + Cotf(w0) = 0.

Am obtinut astfel un sistem liniar si omogen de n ecuatii cu n necunos-
cute al cirui determinant este W[y (z), y® (z),...,y™ (ac)]‘ , care prin
r=x0

ipoteza este diferit de zero, deci sistemul (2.59) are numai soh;‘gia banala
C1 =0, Cy=0, ..., C,=0,

ceea ce contrazice presupunerea. Deci, solutiile (2.57) sunt liniar indepen-
dente.
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In baza Definitiei 2.3.3 functiile (2.57) formeazi un sistem fundamental
de solutii ale sistemului (2.45) pe intervalul [a, b].

S& demonstrim necesitatea. Daci solutiile y™,y®), ...y sunt liniar
independente atunci, macar intr—un punct xg € |[a,b], determinantul lui
Wronski asociat acestor solutii este diferit de zero.

Deoarece y(, y@ .y formeazi o bazi in Ker L, orice y € Ker L
se scrie In mod unic in forma

y =y 4+ Coy® + ... 4 Cy™. (2.60)

Considerand un zy € [a,b], notand y(zo) = y© si scriind (2.60) pe
coordonate in xg, obtinem

Oyt (20) + Cayt™ (o) + - + Coy (o) = 91",
Crys” (20) + Cags” (wo) + - + Cogd (o) = o,
(2.61)
Cryn (w0) + Coyi? (wo) + -+ + Cughi(w0) = 1.
Deoarece sistemul (2.61) are solutia unica C1,Cy, ..., C,, rezulta ca de-
terminantul sistemului, W[y (z), y® (z),...,y™ (a;)]‘ , este nenul. m
T=x0

Teorema 2.3.5 (Liouville) Daca functia
W(z) = Wiy (@), y? (),....y" (@)

este wronskianul unui sistem de n solutii ale sistemului (2.45), atunci are
loc egalitatea

W(z) = W(zo)e Jog IrA® dt, (V) z,z0 € [a,b], (2.62)

n
unde trA(t) = Z ai;(t) este urma matricei A a sistemulus.
i=1

Demonstratie. Fara a restrange generalitatea, presupunem ca sistemul
{yW(z),y?P(x),...,y™ ()} este liniar independent (in caz contrar W (z) =
0 si (2.62) este banal satisfacuta).

Fie I'(x) matricea fundamentala cu coloanele
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Cu teorema cregterilor finite, avem
[(z+e)=T(z)+el’(z) +o(e), z € la,b],
iar din ecuatia (2.53) rezulta
INxz+e)=T(z) —cA(z)I'(x) + o(e), x € [a,b]. (2.63)
Daca in egalitatea (2.63) luam determinantul ambelor membri, obtinem:
W (x+e)=det (I, — £ A(x) + o)~ ()W (2) =W () (1 —str A(z) +0(c) ),

unde € este arbitrar gi suficient de mic. Trecand la limita pentru e — 0
rezulta
W'(z) = —tr A(x) W(z), z € [a,b],

iar prin integrare se obtine formula (2.62). [

2.3.4 Solutia generala a sistemului omogen de ecuatii dife-
rentiale liniare

Sa presupunem cid avem un sistem fundamental de solutii

yO(z), yP(z), ..., yW(2)

al sistemului (2.45). Atunci, orice alta solutie a sistemului se scrie in mod
unic in forma (2.60), unde C1,Cy, ..., C, sunt constante arbitrare.

Putem afirma ca (2.60) constituie solufia generald a sistemului (2.45),
deoarece verifica sistemul, are in componenta sa n constante arbitrare si
oricarei probleme de tip Cauchy a sistemului i se pot preciza in mod unic
sistemul de constante C7,Co, ..., C, astfel incat solutia determinata sa sa-
tisfacd conditia initiald y(zo) = y(©, cu y(© vector arbitrar din IR".

Cum vectorul din membrul drept al relatiei (2.60) se poate scrie in forma
e(I'(z)C), unde C este matrice cu o singura coloana si cu n linii, rezulta ca
solutia generala a sistemului (2.45) poate fi scrisa si in forma (2.55).

Observatia 2.3.3 Sistemul fundamental de solutii pentru (2.45) nu este
unic.

Intr-adevir, se stie ca intr—un spatiu liniar n dimensional exista o infinitate
de baze. Dacii multimea de functii {y((z), y® (z),...,y™(x)} este o bazi
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in KerL i ch] | € Myxn(IR) este o matrice nesingulara, atunci sistemul de
vectori

vy = Y ciy¥,  ieln, (2.64)
j=1

formeaza de asemeni o baza in Ker L si deci avem un alt sistem fundamental
de solutii.

Matricea constantd C din (2.64) este matricea de trecere de la baza
{yW(z),y®(x),...,y™(x)} la sistemul de vectori

TV (2), P (2),...,.7™ ()} (2.65)

Daca aceasta matrice de trecere este gi nesingulara, sistemul de vectori (2.65)
este, de asemenea, sistem fundamental de solutii pentru sistemul (2.45). =

2.4 Sisteme neomogene de ecuatii diferentiale li-
niare de ordinul intai

Sa consideram sistemul liniar si neomgen de ecuatii diferentiale de ordinul
intai

Lly) = y +eA(2)Y) = f(x), (2.66)

in care matricea A(x) = [la;;j(z)|| € Mpxn(IR) a coeficientilor sistemului are
elemente functii continue pe intervalul [a,b], f = (f1, fa,..., fn) € C([a,b]),
y = 1,92, yn) € C([a,b]), iar Y = ||y;|l1xn este matricea coloani cu n
linii a necunoscutelor y; € C'([a,b]) ale sistemului.

Ne propunem sa determinam solutiile sistemului (2.66) prin metoda va-
riatiei constantelor. Vom cerceta daca solutia generala a sistemului (2.66)
se poate obtine din solutia generala (2.60) a sistemului omogen asociat sis-

temului (2.66), inlocuind constantele C1, Cy, . .., C, prin functiile convenabil
alese C1(z),Cy(x),...,Ch(x).
Daci multimea {y™ (z),y?(z),...,y™ (z)} este un sistem fundamen-

tal de solutii a sistemului omogen asociat L(y) = 0, atunci vom determina
functiile

Ci(z), Cy(zx), ---, Cp(z),

continue gi cu derivate continue pe [a, b], astfel incat

y(z) = Ci(2)y (@) + Ca(a)y® (z) + - + Cu(2)y ™ () (2.67)
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sa fie solutie a sistemului neomogen (2.66). Impunand aceasta si tinand cont
ci y®, i =T, n, sunt solutii ale sistemului omogen asociat, gisim sistemul

znjc;(x)y@ (x) = f(z), z € [a,b], (2.68)
i=1

care are forma matriceala
['(z)-C'(x) = F(x), x € [a,b). (2.69)

Dar (2.68) este un sistem de n ecuatii cu n necunoscute C}(x), i = 1,n.
Solutia acestui sistem se deduce din (2.69) prin inmultirea la stanga cu
inversa matricei I'(z). Se obtine

C'(x) = T l(z) F(z). (2.70)

Integrand ecuatiile diferentiale ordinare (2.70) se gaseste
Clz) = K + / -(s) - F(s)ds, (2.71)
o

unde K € My, are elemente constante arbitrare.

Inlocuind (2.71) in (2.67), obtinem solutia generald a sistemului neo-
mogen (2.66)

y(x) = e(T(x)K + /x ": D(x) - D~ (s)F(s)ds), (2.72)

unde F' este matricea coordonatelor vectorului f in baza canonica din IR".
Sa mai observam ca (2.72) se scrie si in forma

y = e(D(@)K) + e / D(2)- T (s)F(s)ds) = yole) + yp(a),  (2.73)

din care deducem ca solutia generala a sistemului neomogen (2.66) este suma
dintre solutia generala y,(z) a sistemului omogen asociat L(y) = 0 si o so-
lutie particulara yp(z) a sistemului neomogen.

O solutie particulara a sistemului neomogen (2.66) se obtine prin metoda
variatiei constantelor luand pentru K din (2.71) matricea coloana identic
nula.
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2.5 Sisteme de ecuatii diferentiale liniare cu coe-
ficienti constanti

Sa studiem sistemele de ecuatii diferentiale liniare de ordinul intai, neomo-
gene si omogene, in care coeficientii din (2.42) sunt constante reale notate
Cu —agj.

Forma generala a unui sistem neomogen este

y’1 =apy1 + a12y2 + - - + ainyn + f1(z),

/
Yo = a21Y1 + a22Y2 + - - - + agpy +f2($a
2 e ) (2.74)

y’;‘l/ = Ap1Y1 + an2y2 + - + ApnlYn + fn(a;)v

in care fi, fo,..., fn sunt functii date, continue pe un compact [a, b].
Daca in (2.74) toate functiile f; sunt identic nule, atunci sistemul cores-
punzator
Yy = anyr + apye + - + a1,

/
Yo = a21Y1 + a22y2 + - - - + A2nYn,
2 o (2.75)

y{n = An1Y1 + an2y2 + - -+ + ApnYn,

este un sistem omogen de ecuatii diferentiale de ordinul intai cu coeficienti
constanti. Deoarece coeficientii acestui sistem coincid cu cei ai sistemului
(2.74), sistemul se numeste in plus asociatul sistemului (2.74).

Forma matriceala a unui astfel de sistem omogen este

Y’ = Ay, (2.76)

unde Y este matricea cu o singura coloana cu elementele coordonatele vec-
toruluiy = (y1,¥2,...,Yn), iar A este matricea patratica de ordinul n a carei
elemente sunt coeficientii sistemului.

Toate rezultatele stabilite mai sus pentru sisteme de ecuatii diferentiale
liniare cu coeficienti variabili, omogene i neomogene, sunt adevarate si pen-
tru sistemele (2.74) si (2.75).

Vom determina solutia generala a sistemului omogen (2.75) folosind teo-
ria valorilor gi vectorilor proprii a unei matrice patratice.

Pentru aceasta, cautam solutii particulare ale sistemului (2.76) de forma

Y =Te™, (2.77)
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unde I' este matricea coordonatelor vectorului nenul ~y, deci v = el', iar r
este un numar real sau complex.

Vom determina - si 7 din conditia cay = el e"* sa fie solutie a sistemului
(2.75), a carui forma vectoriala este

y' = e(AY). (2.78)

Impunand conditia ca Y din (2.77) sa verifice (2.76), gasim ca I' este
solutia unui sistem liniar omogen a carui forma matriceala este

(A—rE) =0, (2.79)

unde F este matricea unitate de ordinul n, iar O este matricea nula.

Pentru ca sistemul algebric (2.79) sa aiba solutii nebanale, determinantul
acestuia trebuie sa fie nul. Astfel, obtinem ecuatia algebrica de gradul n in
necunoscuta r

ail —r a2 e A1n
any asp — 1T ... aon
det (A —rE) = =0, (2.80)
anl G,nz e ann —T

numita ecuatie caracteristicd a sistemului (2.75).

Ecuatiile (2.80) si (2.79) arata ca I' din (2.77) este matricea coloana a
vectorului propriu v a matricei A, corespunzéator valorii proprii 7.

Daca ecuatia caracteristica (2.80) are toate cele n radacini reale si dis-
tincte, 71, r2, .. ., p, lor le corespund n vectori proprii ,, respectiv n solutii
particulare ale sistemului neomogen (2.78)

yl(x) = 71€T1x7 yg(l’) = 7261”2:1:’ SR} yn(x) = ’Ynernx' (281>

Wronskianul solutiilor (2.81) este produsul dintre e(®11Fe22++ann)z o
determinantul Vandermonde construit cu numerele 71, ro, ..., r,. Deoarece
radacinile caracteristice sunt distincte, rezulta ca wronskianul solutiilor men-
tionate in (2.81) este diferit de zero, fapt ce atrage concluzia ca functiile
(2.81) constituie un sistem fundamental de solutii pentru sistemul de ecuatii
diferentiale (2.75).

In acest caz, solutia generals a sistemului (2.75) este combinatia liniara

y = C1y,e"* 4+ Coyqge™® + - 4+ Cpry,e™”, (2.82)
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in care Cq,Co,...,C, sunt constante arbitrare. Forma acestei solutii gene-
rale este

Y = CiT' e + Col'ge™® + .- + C, T e™™. (283)

Teorema 2.5.1 Daca ecuatia caracteristica are, de pilda, raddacina r1 mul-
tipla de ordinul k, atunci partea din solutia generald corespunzatoare ei are
forma

Pl(ﬂj‘)
Py(x)
ene, (2.84)
P, (x)
unde Pi(z), Py(x), ..., Py(x) sunt polinoame de grad cel mult k — 1, avind
coeficientii functii liniare de k constante oarecare Cy, Co, ..., Ck. Poli-
noamele Py(x), Py(z), ..., Py(x) nu pot fi identic nule decdt daca toate
constantele C1, Co, ..., Ci sunt nule.

Cazul radacinilor complexe poate fi tratat in mod analog. Vor rezulta
solutii complex conjugate in perechi. Din fiecare astfel de pereche se con-
struiegte alte doua solutii reale luand semisuma acestora si semidiferenta
impartita prin unitatea imaginara.

Pentru determinarea solutiilor particulare ale sistemelor neomogene se
poate folosi metoda variatiei constantelor a lui Lagrange.

In cazul in care fi(z) = e**(Q} (z) cos Bz + Q7 (x) sin fz), solutii particu-
lare se pot obtine prin metoda coeficientilor nedeterminati, fara cuadraturi.
Mai precis, se cauta solutii particulare de forma termenului liber, adica de
forma

yi(r) = 2%e (R} () cos Bx + R?(x)sin Bx), i=1,n,

unde R} si R? sunt polinoame de aceleasi grade cu respectiv polinoamele
Q} si Q?, iar s este multiplicitatea lui 7 = a + i3 ca radacini a ecuatiei
caracteristice.

Vom ilustra aceste afirmatii prin exemple.

Exemplul 2.5.1 Sa se determine solutia generala a sistemului diferential
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omogen
Yy = 2y1 —2y2 + 3ys,
vy = y1+y2+us,
ys = y1+3y2 — 3.

Solutie. Sistemul de ecuatii diferentiale dat este de ordinul intai, omo-
gen, cu coeficienti constanti i se poate scrie in forma matriceala

Y = AY,

unde

este matricea sistemului, iar

Y3

este matricea functiilor necunoscute ale sistemului diferential.

Pentru a determina solutia generala a sistemului, aplicam teoria valorilor
si vectorilor proprii prezentata mai sus.

Valorile proprii ale matricei A sunt radécinile ecuatiei caracteristice

det(A—rE)=] 1 1-—r 1 =0,
1 3 —1—r

adica a ecuatiei 73 — 272 — 57 + 6 = 0. Radacinile acestei ecuatii sunt 71 = 1,
ro = 3, r3 = —2.

Deoarece valorile proprii sunt reale si distincte, vectorii proprii cores-
punzitori sunt liniar independenti in IR3.
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Vectorul propriu corespunzator valorii proprii r este o solutie nebanala
a sistemului liniar si omogen

(2-=rm —272 +373 = 0,
7 +(1 = 7)72 +73 = 0, (2.85)
71 +3v9 +(-1—=7r)y3 = 0.
Cele trei sisteme corespunzatoare radacinilor caracteristice, obtinute din
(2.85) luand succesiv pentru r valorile r; = 1, ro = 3, r3 = —2, sunt:
T —272+33 = 0, N —27+33 = 0,
M o+ =0, Nn—27v2+v =0
Y +372 =273 = 0 N +3e -4y = 0

4y =272 +3y3 = 0,

M+32+y = 0,

Mm+3ret+ys = 0.

Solutiile nebanale ale acestor sisteme omogene
AN =(-1,1,1), @ =(1,1,1), O =(11,1,-14).

sunt vectorii proprii corespunzatori valorilor proprii mentionate.
Corespunzator acestor vectori proprii avem urmatoarele solutii liniar in-
dependente ale sistemului

-1 1 11
YD (z) = 1 e®; YO)=1] 1 [ YO (2)= 1 e 2
1 1 —14

si prin urmare solutia generala a sistemului diferential este
V(z) = 1YW (a) + CY P (z) + C3Y O (a),

unde C1, Cy, C3 sunt constante arbitrare.
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Egaland elementele corespunzatoare gasim solutia generala pe compo-
nente (coordonate)

yi(z) = —Cre® + Cge® + 11C3e7 2%,
ya(z) = Cre® + C2e3% + Cye™ 2, (2.86)
ys(z) = Cre® + C2e3® — 14C3e 2.

Integrarea sistemului se poate efectua si prin metoda eliminarii. Ecuatia
diferentiala ordinara, de ordinul al treilea, cu coeficienti constanti, omogena,
in care functia necunoscuta este yo are expresia

"

vy — 2y — 5yh + 6y = 0, (2.87)

iar solutia sa generala este data in (2.86)y. Celelalte coordonate ale solutiei
generale y se obtin din legaturile acestora cu functia ys. [

Exemplul 2.5.2 Sa se determine solufia generald a sistemului de ecuatii
diferentiale omogene cu coeficienti constanti

{ yll = Y1 — Y2,

Yy = Y1+ 3.

—1
Solutie. Matricea sistemului, A = ( L3 ) , are ecuatia caracteristica

r2 —4r + 4 = 0 cu radicina dubla r = 2.
Conform Teoremei 2.5.1, solutia generala a sistemului este de forma

{yl = (A1z+ Cp)e?,
yh = (Agx+ Cp)e??,

unde constantele A1, As, C1, Oy se determina din sistemul

A+ Ay =
A+ C1+Cy =
Ay + Az =
A +C1+Cy =

0,
0,
0,
0,

din care se gaseste

A = C1+ Oy, Ay = —Cp—0Cs.
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Astfel, solutia generala a sistemului de ecuatii diferentiale este
= ((Cy+Cy)z+ Cp)e?,
{ vy = (=(C1+ Co)z + Ca)e*,
si ea poate fi scrisd matriceal In forma

Y = YW(2) + Gy P (2),

1
Y(l)(.Z') _ ( zF ) 62:37 Y(2) — ( z ) 27
- 1—2x

Exemplul 2.5.3 Determinati solutia generald a sistemului de ecuatii dife-
rentiale omogene cu coeficienti constanti

unde

Y = 2y1— Y2 — ys,
Yy = 2y1 —y2 — 2ys,
Y5 = —y1+y2+ 2us.

Solutie. Sistemul se poate scrie matriceal in forma

Y = AY,
2 -1 -1
unde A = 2 —1 —2 | este matricea sistemului.
-1 1 2
Conform Teoremei 2.5.1, contributia radacinii triple » = 1 la solutia

generald a sistemului trebuie cautata in forma

Az?2 + Bix + C}
Y = | Ax?+ Box +Cy | €.

Azx® + Bsx + C3
Se deduce ca coeficientii A, As si Az sunt nuli, iar
By = C1—Cy—Cs,
By = 2(C1—Cy—Cy),
By = -Ci1+Cy+Cs
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Astfel, Y se scrie ca o combinatie liniara de constantele C, Co, Cs
z+1 —x —T
Y =0 2x e*+Co| 1-2x |e*+C35| —2x |€°,
—T z z+1

si deci am obtinut chiar solutia generala a sistemului. [

o . . yﬂ = 3y1 — Y2,
Exemplul 2.5.4 Sa se integreze sistemul ,
Y2 = Y1+ 3y

Solutie. Se aplica metoda valorilor si vectorilor proprii.
Valorile proprii sunt numerele complex conjugate r;1 = 3 + 4, ro = 3 — .
Dupa determinarea vectorilor proprii corespunzatori se gasesc solutiile
complex conjugate

V) (z) = ( ! >€(3+i)x’ VO (g) = < -t )e(Bi)x.

1

Pornind de la acestea, determinam alte doua solutii liniar independente,

y (1) y(2) —sinz
Y(l)(m) — Y (IL‘) +Y (:E) — ( >€39:’

2 COST

YD ()= V@ (g cos T ;
v = L@ Y0 ( . )63.

Asgadar, solutia generala a sistemului, scrisd matriceal, este
V(z)=C YWD (z) + CY (),
unde C] si Cy sunt constante reale arbitrare. [}

/
U = Y2,
Exemplul 2.5.5 Sa se integreze sistemul {

Yy = —y1 + 2ys.

Solutie. Valorile proprii ale matricei sistemului sunt r; = ro = 1.

Sistemul de ecuatii care da coordonatele vectorilor proprii se reduce la o
singura ecuatie 71 — 2 = 0. Toti vectorii proprii sunt de forma v = A(1,1),
unde A # 0 si deci nu exista doi vectori proprii liniar independent;i.
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Se cauta atunci solutia generala a sistemului in forma
yi1(x) = (C1 + Cazx)e®, ya(x) = (D1 + Dax)e”.

si, In final, se gaseste y1(x) = (C1 + Cax)e®, ya(x) = (C1 4 Ca + Cox)e”,
unde C7 si C9 sunt constante reale arbitrare. [}

Exemplul 2.5.6 Sa se determine solutia generald a sistemului

{ y1 = —3y1—4ys + 2z,
Yo = ntyta
Solutie. Determinam intai solutia generala a sistemului omogen asociat
{ yi = —3y1— 4y,
Yo = Y1ty
Pentru aceasta, procedam ca in exemplul precedent i gasim
y%o) (x) = (-2C1 4 Cy—2Cox)e™*,

W (z) = (C1+Cou)e™.

Deoarece r = 0 nu este radacina caracteristica a sistemului omogen aso-
ciat, ciutam solutia particularad in forma

yi(x) = Ajz + By, yh(x) = Az + B

si determinam coeficientii celor doua polinoame din conditia ca sistemul sa
fie verificat. Se obtin sistemele

3A1 +4A4, -2 = 0, Ay +3B1+4By, = 0,
A1+ A9 +1 = 0, Ay — By — By = 0,

de unde deducem A; = —6, Ay =5, By = 14, By = —9.
Deoarece solutia generala a sistemului dat este suma dintre solutia gen-
erala a sistemului omogen asociat si solutia particulara determinata, avem

yi(z) = y%o)(as) + il (x) = (-2C1+ Cy —2Csx)e™™ — 6z + 14,

ya(z) = yéo)(as) +yb(x) = (C1+ Com)e ™ + 5z —9.
Forma matriceala a acestei solutii este

Y(z) =Y (z)+ YP(x) = C1Y WV (x) + CoY D (z) + YP(x).
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Ecuatii diferentiale cu
derivate partiale de ordinul
intai

3.1 Ecuatii diferentiale liniare cu derivate par-
tiale de ordinul intai

3.1.1 Definitii. Suprafete integrale
Definitia 3.1.1 O relatie de forma

ou Ju %)ZQ

u’%’T@’."?axn (31)

F(.CI?M.TQ,... » Ly

unde F' este o functie reald continud de 2n + 1 variabile reale definitd pe
un domeniu A C IR*™ !, se numeste ecuatie diferentiald cu derivate
partiale de ordinul intai, dacd se cere sd se determine functia

U:QO(I'l,I‘Q,...,IEn) (32)

cu derivate partiale de ordinul intdi continue intr—un domeniu D C IR",
astfel incat sa avem

o(x). 22 (), 22 92 ) =
F((x); (), I e IR v (x)) =0 (3.3)
pentru orice X = (x1,xa,...,Ty) € D.

81
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Definitia 3.1.2 Functia ¢ € F(D) din (3.2) care satisface conditia (3.3) se
numeste solutie sau suprafata integrala a ecuatiei (3.1).
Definitia 3.1.3 FEcuatia cu derivate partiale de ordinul intdi de forma
ou ou ou
X — 4+ X 4.1+ X I
I(X) + Q(X) 8562 + + n(X) axn

se numeste ecuatie liniara si omogena.

0 (3.4)

Forma (3.4) arata ca ecuatia depinde liniar de derivatele partiale ale
functiei necunoscute u, iar coeficientii X sunt functii numai de variabila
vectoriala x, sau altfel spus de variabilele independente 1, s, ..., Ty,.

In cele ce urmeazi vom presupune ci functiile X} sunt de clasa C!(D)
si nu se anuleaza simultan in D, ceea ce inseamna ca are loc inegalitatea

X2(x) + X3(x) + - + X2(x) > 0, (V) x € D. (3.5)

3.1.2 Sistem caracteristic. Curbe caracteristice

Consideram ecuatia liniara (3.4) in care functiile X € C*(D) satisfac in D
conditia (3.5).

Definitia 3.1.4 Sistemul simetric definit in D

dry  dxp L dz,
N0 X T X)) (3.6)

se numeste sistemul caracteristic asociat ccuatfiei cu derivate partiale

(3.4).

Definitia 3.1.5 Curbele integrale ale sistemului (3.6) se numesc curbe ca-
racteristice ale ecuatiei cu derivate partiale liniard si omogend (3.4).

In ipoteza ca x, este variabild independenta atunci, din Capitolul 2,
paragraful 2, gtim ca solutia generald a sistemului carcteristic (3.6) este

Ty = (,01'(3}”,01,02,...,0,171), i:1,n—1, (37)
sau, rezolvand in raport cu constantele arbitrare Cy,Co, ..., Cp_1,
¢1($17$27~~7$n) = Cla
¢2($17x27--.7$ ) == 027
" (3.8)

Yn—1(x1,22,...,2p) = Cpy
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unde 1,9, .. .,¥,—1 sunt functii continue cu derivate partiale continue in
D.

Oricare din relatiile (3.8) se numeste integrald prima a sistemului carac-
teristic (3.6), iar ansamblul (3.8) reprezinta o familie de curbe integrale, sau
o familie de curbe caracteristice ale ecuatiei (3.4).

Vom vedea ca integrarea ecuatiei (3.4) este strans legata de integrarea
sistemului caracteristic asociat (3.6). Aceasta legatura este data de teorema
urmatoare.

Teorema 3.1.1 Daca relafia
U(z1, 2, x,) =C (3.9)

este o integrala prima a sistemului caracteristic (3.6), atunci functia reald
de n variabile reale definita pe D

u=(x1,T2,...,Ty) (3.10)
este o solutie a ecuatiei cu derivate partiale (3.4).

Demonstratie. Folosind Teorema 2.2.1, rezulta ca daca (3.9) este o inte-
grala prima a sistemului caracteristic (3.6), atunci de—a lungul unei curbe
caracteristice avem

oy

X - —_——
8932

o

s

Egalitatea (3.11) fiind adevarata pentru orice constanta C, este adevirata
pentru orice curba integrala situata in D, de unde rezulta ca este adevarata
pentru orice x = (x1,22,...,%,) € D; prin urmare (3.10) este o solutie a
ecuatiei (3.4) in D. |

Fo ot X (x) 0.  (3.11)

3.1.3 Solutia generala

Teorema 3.1.2 Dacad 1,2, ...,1n—1 sunt integrale prime ale sistemului
caracteristic (3.6), independente functional pe muliimea D' C D, si

®(v1,v2,..., V1)

o functie oarecare cu derivate partiale continue intr—un domeniu A C ZR”_I,
atunci functia X — u(x), unde

U(X) = q>(¢l(x)7w2(x)v"‘7wn—l(x))v (3'12)

este o solufie a ecuatiei cu derivate partiale (3.4) in D’.
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Demonstratie. In prima etapi ardtdm ci functia u = ® (1,2, ..., Yn_1)
verifica ecuatia (3.4). Pentru aceasta trebuie sa calculam derivatele partiale
de ordinul intai ale acestei functii. Aplicand regula de derivare a functiilor
compuse, avem

ou 0 oh 00 Dby 00
0x1 Ovi Ox1  Ovy 0w Ovp—1  Ox1 '
ou . oo 87,/)1 0P 6¢2 0P 81/Jn_1
drs v Om 0w 0w O 0m T (313)
Du 0% 0w 0 us | 00 s
o, ovy Ox, Ovy Oxp OVp_1 Oxnp

Daca in (3.13) inmultim prima relatie cu X, a doua cu Xo si aga mai
departe pana la ultima relatie pe care o inmultim cu X,, si adunam pe
coloane rezultatele inmultirilor, obtinem

n n—1 )
S Xi(w1, 9,y n) 8% O—(ZXk 8%) (3.14)

= o1 0v N oz,

insé, in (3.14) fiecare paranteza din partea dreapta este nula deoarece dupa
Teorema 3.1.1 functiile ¢j(x1, 2, ..., zy), j = 1I,n — 1, sunt solutii ale ecua-
tiei cu derivate partiale (3.4). Rezulta ca functia u din (3.12) este solutie a
ecuatiei (3.4).

Reciproc, orice solutie u(xy,xa,...,x,) a ecuatiei (3.4) este de forma
(3.12).
In adevar, u(x1,xa,...,x,) fiind solutie a ecuatiei (3.4), avem
ou ou ou
X — 4+ X Xn(x)— =0. 3.15
LR) g X)X () (315)

Pe langa aceasta, avem si relatiile

o; X, 0,

Xi(x)5, T Xax)5 -

+- —i—X()aT—O, j=1n—-1, (3.16)

care exprima ca integralele prime 1,19,...,1,_1 sunt solutii ale ecuatiei
diferentiale cu derivate partiale de ordinul intai (3.4).

Pentru orice punct fixat (29,29,...,20) € D, ecuatiile (3.15) si (3.16)
formeaza un sistem de n ecuatii liniare si omogene in necunoscutele X7,
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Xa, ..., X,. Datorita conditiei (3.5), acest sistem are si solutii nebanale.
Conform teoremei lui Rouché, determinantul sistemului,
o ou
ox1 0x9 Oxy,
ox1 Oxo Oxy,
D o _
L o e MICAL)
el o (o102, 120
awnfl a¢nfl . a"bnfl
856‘1 31‘2 axn
trebuie sa fie nul pentru orice (z9,29,...,29) € D. Asadar, putem scrie
D(“a wla 1/}27 <o 7¢TL—1)
=0, (V) x=(x1,22,..., eD.
D(xbx%xfia"'vxn) ( ) * (xl 2 xn)
Deoarece 1,19, ...,%,_1 sunt integrale prime independente functional

in D, existd domeniul D’ C D in care matricea jacobiand le (x), unde
P = (Y1,%2,...,1¥,_1), are rangul n — 1. Aceasta inseamna ca cel putin un
minor de ordinul n — 1 al matricei este nenul pe D’. Fie ca acest minor este
determinantul functional

D(w17¢27 e awnfl)

D(xla L2,T3y. - 7':L'n71)

#0, (V) x=(z1,22,...,2y) € D. (3.18)

Folosind rezultatele de la dependenta si independenta functionala a func-
tiilor, rezultd ca functia u depinde functional pe D” C D’ de functiile
V1,12, ...,Y¥y—1. Prin urmare, putem scrie u = ® (11,92, ..., Yp_1). [

Definitia 3.1.6 Functia u din (3.12), unde ® este o functie arbitrard de-
finitd pe un domeniu din spatiul IR" 1, se numeste solutia generalid a
ecuatiei cu derivate partiale liniare $i omogena (3.4).

Exercitiul 3.1.1 Sa se integreze urmatoarele ecuatii cu derivate partiale
de ordinul intai omogene

0z 0z 0z 0z
1. (x+2y)£—yafy=0; 2 vy, ~ g, =

0z 0z 0z 0z
. 223 — ) == + 3 _ 92 =0 4. 2/x— —y— = 0.
3. x(2x y)x y(x y)ﬁy 0; \/Ex " 0
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Solutie. Sistemele caracteristice corespunzatoare ale acestor ecuatii sunt:

T+2y —y Y —x
3 dx B dy ) de _ dy
s —yd) oyt -29%) T 2V —y

Aceste sisteme caracteristice sunt echivalente respectiv cu ecuatiile diferen-
tiale ordinare

dy _ Yy dy __ =z
dx r+2y’ de vy’
3 W _ oy’ —2y°) dy gy
Codr w(22% —y3)’ dx 2/t

Prima si a treia ecuatie diferentialda de ordinul intdi este omogena si se
. o e A . .Y . o
integreaza utilizand substitutia = = u, unde noua functie necunoscuta este

x
u ce depinde de x, iar celelalte doua ecuatii sunt cu variabile separabile.
Solutiile acestor ecuatii diferentiale ordinare sunt:

:v3+y3

1Lylx+y) =0; 2.22+y%=0C; 3.Ty2:C; 4. Jxr+Iny=_C.

Fiecare din relatiile de mai sus reprezinta o integrala prima pentru ecua-
tia cu derivate partiale de ordinul intai omogena corespunzatoare.

Solutia generala a unei ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai omo-
gend este o functie arbitrara de n — 1 integrale prime independente. Cum
pentru toate aceste exercitii n este 2, la fiecare avem nevoie doar de cate o
integrala prima si le vom considera pe cele deduse mai sus. Prin urmare,
solutiile ecuatiilor date sunt respectiv

1. z=9¢ylz+y); 2. 2=+ 2);

3 3
3. z:w<$ +y ); 4. z=9(/r+ny),

2

2y

unde 1) este o functie oarecare de clasd C'(I) si I un interval real. |



Capitolul 3 — Ecuatii diferentiale cu derivate partiale 87

Exercitiul 3.1.2 Sd se determine solutiile generale ale urmdatoarelor ecua-
tii cu derivate partiale de ordinul intdi omogene

1. (az—by)gz—|—(bx—cz)gz+(cy—ax)gz—0;
2 (:z:—a)gz—k( —b)gZ%—(z—c)g—O,

3 ngz - yzgz + (2% — yQ)ZZ = 0;

4 (m—y—i—z)gu—i-ygz z%—O,

5 xy?:— 2((;1;—% 2?—0,

6. 2208 308 L pOF

ox xy(?iy ty 0z
ou ou ou
7.ﬁ%+@@+ﬁg_a

8 2 coshx% +2 sinhx@ -z sinhx% =0.

Ox Jy 0z
Solutie. Sistemele caracteristice corespunzatoare ecuatiilor de mai sus sunt:
1 dx B dy B dz

" az—by  br—cz  cy—az’
o dx B dy B dz
" x—a @ y—-b z—c
3 dx o dy dz
’ Tz  —yz a2 —y?
4 dx _dy dz
Crx—y+z oy z’
dx dy dz
ay T oo TR
de  dy dz
6. 2 = —zy oy
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o 9 _ 4y dz
Ve NG V7
dx B dy B dz
2coshz  2sinha  —zsinhz'

Vom cauta combinatii integrabile ale rapoartelor egale.
1. Prin inmultirea celor trei rapoarte cu respectiv z,y si z si adunarea
numaratorilor gi a numitorilor, obtinem un nou raport care are numitorul
egal cu zero, iar numaratorul este diferentiala expresiei 2 412+ 22. Rezulta
ci si numaratorul trebuie sa fie zero si prin urmare 2% + y? + 22 = Oy
este prima integrala prima a sistemului caracteristic corespunzator primei
ecuatii.

inmul@ind acum rapoartele cu ¢, a si b si adunand iarasi numaratorii si
numitorii intre ei, obtinem din nou zero la numitor. Prin urmare cx + ay +
bz = Oy este a doua integrala prima.

dx _ dy . x—a:Ch
r—a y-—2>b y—2>b

2.
d d —
dy _ 2 yb g
y—b z—c z—c

3. Consideram primele doua rapoarte. Dupéa simplificare prin z se obtine
o L. drdy : o
combinatia integrabila — = —= care conduce la integrala prima xy = C1.
L )
A doua integrald prima se obtine dupid ce adunam numaratorii si nu-
mitorii din primele doua rapoarte, raportul gasit egalandu-l cu al treilea.

d d

Avem (z+y) = : , de unde, dupa simplificare cu x — y, se obtine
zx—y) 2 —y?

combinatia integrabila

(z +y)d(z +y) = 2dz

care conduce la integrala prima (z + y)? — 22 = C.

d dz
4. Integrand w_ obtinem integrala prima ¢ (x,y, z) = Y
z z
Pentru a obtine a doua integrala prima pornim de la egalitatea

dv  d(y—=z)

rT—y+z Yy—z

9

dedusa folosind o proprietate a rapoartelor egale. Notand y — z = u, se

: e e cdr 1
ajunge la ecuatia liniara de ordinul intadi neomogena — — —x = —1 care

du u
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are solutia x = u(Cy — Inwu). Revenind la variabilele z,y, z se obtine a doua
+In(y—2z)=Ca.

integrala prima
y—z

5. Cele doua integrale prime independente functional se obtin considerand
primele doua rapoarte si respectiv ultimele doua. Se obtine:

1 1
xzy = Ch; §+;:CQ.

6. O integrala prima se gaseste prin considerarea primelor doua rapoarte.
Dupa simplificare cu x gi apoi integrare, se obtine xy = C.
Pentru cea de a doua integrala prima vom folosi integrala prima gasita.
Din ultimele doua rapoarte se obtine y dy = —x dz care, dupa inmultire

cu y gi folosirea integralei prime deja gasita, se obtine gy?’ + Ciz = Ch.

Inlocuind C7 = zy avem ca cea de a doua integrala prima este

1
§y3 + xyz = Cs.

7. Cele doua combinatii integrabile le vom determina considerand primele
doua rapoarte si apoi ultimele doua. Integrand, obtinem:

V= \i=C1 i—VzE=0a

__dy
2 coshx 2 sinhz

8. O combinatie integrabila este din care rezulta inte-

grala prima y — Incoshx = Cf.

A doua integrald prima se obtine daca se considera ultimele doud ra-
poarte dupa care se simplifica prin sinh x. Integrand in ambii membri, avem
22e¥ = (.

Astfel, solutiile generale ale ecuatiilor cu derivate partiale din enunt, sunt:

1. u(z,y,2) = ®@®+y?>+ 22, cx +ay + b2);
2 u(eyz) = ei=0 Y70
cou(r,y,z) = :
7y7 y_b?z_c7
3. u(z,y,z) = P(xy, (x+y)* - 27);
Y

4 - o In(y — 2)):

wos) = ol L tmy- )
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11
5. — B(zy, - + -):
u(z,y, 2) (zy, ) + Z),
1 3
6. u(z,y,z) = q’(l‘y,gy + xyz);

7. u(w,y,z) = <I>(\f—\/§,\/gj—\/2);

8. u(z,y,2) = ®(y—Incoshz, 2%¢Y),

unde ® este o functie arbitrara de integralele prime mentionate. [

3.1.4 Problema lui Cauchy

In general, in problemele practice, nu intereseaza solutii arbitrare a ecuatiei
(3.4), ci acele solutii care sa indeplineasca anumite conditii initiale.

Definitia 3.1.7 Problema determinarii in domeniul D C IR"™ a acelei solu-
tii u(zy, z2,...,Ty) a ecualiei cu derivate partiale liniare si omogene (3.4)
care pentru T, = 2 se reduce la o functie datd(x1, 22, ..., v,_1) € CH(D'),

unde D' C IR"1, adicd

w(zy, T2, .., T 1,20) = Y(x1, T2, ..., Tn 1), (T1,T2,...,Tp 1) €D,
(3.19)
se numeste problema lui Cauchy pentru ecuatia (3.4).

In anumite conditii impuse functiilor Xy, si ¥ solutia problemei Cauchy
exista gi este unica.

In cele ce urmeazi ne vom ocupa de determinarea efectivd a solutiei
problemei lui Cauchy.

Aceasta solutie va fi de forma (3.12) si problema se reduce la a determina
functia ®, deci de a determina legatura intre integralele prime 1, 9, ...,
wn—l-

Fie o vecinitate a punctului Mo(z1,22,...,7n_1,20), inclusid in D, in
care determinantul functional (3.18) este diferit de zero. O asemenea veci-
natate existd in baza faptului c& functiile ¢, k = 1,n — 1, sunt continue si
au derivate partiale continue pe D. Daca in (3.8) punem z,, = 2¥, obtinem
sistemul

Yi(z1, 72, .. Tp1,20) = C;, i=1,n—1, (3.20)
care, rezolvat in raport cu x1,x2,...,Z,—1, conduce la
€Tj = Wj(Cl,CQ,...,Cn_l), jzl,n—l. (3.21)

Putem enunta acum urmatoarea teorema.
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Teorema 3.1.3 Solutia problemei lui Cauchy pentru ecualia (3.4) cu con-
ditia initiala (3.19) este data de

’U,(.%'l,.%'Q, ey xn) = ¢<W1(¢17 ’(/}27 cee 7¢n—1)7 e uwn—1<'¢1; ¢27 cee 7wn—l))

unde Y1, Yo, . .., Yn_1 sunt n—1 integrale prime independente functional ale
sistemului caracteristic (3.6).

Demonstratie. Trebuie sa aratam ca functia v din enuntul teoremei este
solutie a ecuatiei cu derivate partiale (3.4), apoi ca verifica conditia initiala

(3.19).
Faptul ca u este solutie a ecuatiei (3.4) rezultda imediat din faptul ca u
este de forma ® (1,12, ...,1¥,—_1) dupa cum rezultd din expresia ei.
Solutia verifica conditia initiald in vecinatatea U a punctului My. In

adevar pentru z,, = 20, conform relatiilor (3.20) si (3.21), rezulta ca (3.19)

este Indeplinita. Din modul cum este construita functia v rezultd si unici-
tatea ei. [ ]

Exercitiul 3.1.3 Sd se rezolve problema lui Cauchy pentru ecuatiile cu de-
rivate partiale liniare si omogene

ou Ou = 30u

1. 224 % -
T ow y8y+z 0z 0
2. zux+ (xr — Z)ng + xgz = 0,

cu conditiile initiale date respectiv de
1. u(z,y,1l) =x+y, 2. u(z,0,2) =2z(z — x).

Solutie. Sistemele caracteristice corespunzatoare

do _dy _dz o, dv__dy _dz
20—y 23 Tz (z—2)? =z
au integralele prime
wl(x’y’ Z) - ny’ ¢1(957?/, Z) = 113'2 —2,’2
1. 1 2.
1/12(337%2) = ?—Fhl:l}, ¢2(907y72') = 2y+($—2)2
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Sistemul (3.20), in cazul acestor ecuatii cu derivate partiale, devine respectiv
zy? = 2 —22 = (),
1. .2
l+lnz = Cy (.1‘—2’)2 = (.

Rezolvand aceste sisteme, gasim

Ci+C
x =01 = wl(Cl,Cg) T = 217\/6—,22 = W1(017C2)7
1 - 2
Yy €C2_1 WQ(ClacQ) z = 27\/67'2 = (A)Q(Cl,CQ).

Conform Teoremei 3.1.3, avem ca solutia problemei lui Cauchy este

u(w,y, z) = P(w1(1,¥2), wa (Y1, ¥2)).

Deoarece expresiile functiei 1 sunt respectiv

1. ¢Y(z,y) =z+y, 2. Y(z,2) =22(2 — x),

rezulta ca solutiile problemei lui Cauchy pentru cele doua ecuatii cu derivate
partiale sunt

1 u(w,y,2) = wi(¥1,¥2) +wa(t1,92)
2. w(z,y,z) = 2w2(¢1,¢2)(w2(¢1,¢2)—wl(%,%))'

Efectuand calculele, gasim

_ o1 4 | Y@y 2)
1. U(l’,y,Z) e —‘-W

2. U($,y,2) = ¢2($7yaz)_wl(l‘aya Z)
Inlocuind pe 1 si 12, obtinem u(z,y, z) = ze” Tl 4 yVel=*"? &i respectiv
u(w,y, 2) = 2y + 222 — 2x2. |

3.2 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai,
cuasiliniare
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Definitia 3.2.1 O ecuatie cu derivate partiale de ordinul intdi de forma

ou ou ou
Xl(x,u)a—xl + Xg(x,u)a—@ e+ Xn(x,u)a—xn = Xnt1(x,u)  (3.22)

se numeste ecuatie cuasiliniara neomogena.

O astfel de ecuatie este liniara in raport cu derivatele partiale de ordinul
intai ale functiei necunoscute u care depinde de variabilele x1, xa, ..., x, (de
variabila vectoriala x = (x1,x9, ..., x,)), iar coeficientii X sunt functii atat
de variabila vectoriala independenta x cat si de functia w.

Vom presupune ca functiile X, k = 1,2,...,n, sunt continue pe dome-
niul D ¢ IR, au derivate partiale continue in D si

n
ZX,?(:UI,@,...,xmu) >0, (V) (z1,22,...,2n,u) € D.
k=1

3.2.1 Solutia generala

Teorema 3.2.1 Integrarea ecuatiei cu derivate partiale (3.22) se reduce la
integrarea ecuatier cu derivate partiale liniard cu n + 1 variabile

ov ov ov oV
X EASN e I X 2 x 7 .
1(X,U) 8.’171 + 2(X7u) 8562 + + 71<X7 U) 8.73n + 71+1<X7 U) ou
Demonstratie. Sa cautam pentru ecuatia cuasiliniara (3.22) o solutie u,
definita implicit de ecuatia

V(zy,22,. .., xn,u) =0, (3.23)

V fiind o functie necunoscuta ce urmeaza sa o determinam. In ipoteza ca V'
este continua si are derivate partiale continue, cu derivata partiala in raport
cu u diferita de zero in interiorul lui D, din (3.23) si teorema de existenta si
unicitate a functiilor reale de n variabile reale definite implicit de o ecuatie
in n + 1 necunoscute, obtinem

o o v
Oou  _ _9n  Ou vy 0w Oz,
Oy V'’ dxy oV " Oy oV’
ou ou ou
pe care le inlocuim in ecuatia (3.22). In acest fel ajungem la
ov ov ov
Xi—+Xo—+ -+ Xpp— + XppderpVu = 0, (3.24)

o0x1 0x9 Oxy,
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care este o ecuatie liniara si omogena in necunoscuta V. Fie
Yr(z1, 22, ..., p,u) =Ck, k=0,1,2,...,n—1, (3.25)

n integrale prime independente ale ecuatiei (3.24). Solutia generala a ecuatjiei
(3.24) este

V(Sﬂl, X2y .-y Tn, ’LL) = (I)(¢07 7!’1, ¢27 R Q;Z)nfl)v (326)
iar ecuatia V(x1,z2,...,2n,u) = 0 definegte implicit solutia a ecuatiei cua-
siliniare (3.22) in forma u = @(x1,x2,...,Ty). |

Conform Teoremei 3.2.1, urmeaza ca trebuie sa determindm n integrale
prime ale sistemului caracteristic

dry  dr dz, du

71_72_ _Xn AXVnJrl7

atasat ecuatiei (3.24), anume

Yo(x1, T2, ..., Ty, u) = Cy,
1(x1, 29, ..o Ty, ) = (i,

(3.27)
¢n—1($17$27~~71’mu) - Cn—l-

Atunci, solutia generala a ecuatiei (3.22) este functia definita implicit de

(0, Y192+, 1) =0, (3.28)

® fiind o functie arbitrara derivabila si cu derivate partiale de ordinul intai
continue.

Exercitiul 3.2.1 Sa se determine integrala generald a ecuatiei cuasiliniare
0z 0z
2 2 2, .2
Yy ' — t+ry— = (@ +y°)z.
Vo T Y, (=" +y7)

Solutie. Sistemul caracteristic asociat acestei ecuatii cu derivate partiale

de ordinul intai este
dx dy dz

a2y 2ty (27 +y?)z
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de d
Din primele doua rapoarte obtinem ecuatia — = Y care ne conduce la
Y x
integrala prima 22 — 3% = (.

O a doua integrala prima se obtine din combinatia

ydr +xdy dz
o+ 23y (22 +y?)z’

Primul raport al acestei combinatii se obtine din primele doua rapoarte
ale sistemului caracteristic prin inmultirea lor cu respectiv x si y urmata
de adunarea lor. Se obtine un nou raport egal cu celelalte rapoarte ale
sistemului caracteristic. Dupa inmultirea cu 22 4+ y2 se obtine

d(zy) _ dz
xy

)

. .. o . .y R
iar de aici rezulta a doua integrala prima — = Cf.
Yy

Conform Teoremei 3.2.1, solutia generala a ecuatiei date este functia
z = z(x,y) definita implicit de ecuatia ®(11,12) = 0, unde P este o functie
arbitrara. Avand in vedere expresiile lui ¢ si 99, avem ca solutia generala
a ecuatiei cu derivate partiale cuasiliniara este functia z = z(z,y) definita
implicit de ecuatia

(2% — 92, i) =0.
xy

Se constata ca solutia generald se poate scrie in forma z = zy¥(z? —y?),
unde U este o functie reala arbitrara de o variabila reala, derivabila si cu
derivata continua. (]

Exercitiul 3.2.2 Sd se integreze ecuatia cuasiliniard

0z n 0z P 0z +x1m2-~-xn
rH—t+r90—+ - Frp—— =2+ —.
18:131 28962 "9z, z

Solutie. Sistemul caracteristic asociat acestei ecuatii este

dry  dry _ dxy, zdz

€1 T2 T 7224-371:82'-'.%71.

Se observa ca avem urmatoarele combinatii integrabile:

I T2 I T3 I Tn

dvy _ dry —dvy _ dwg dry _ day

3 3 ey
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si

d(z1w2 - 2y) _ zdz . (3.29)
NnTiTy - Tpy 24+ X129 Iy

Din integrarea primelor n — 1 combinatii integrabile obtinem integralele

prime
2 x3 T,
2_o, Bog, .o oo,
X1 I I

Pentru a integra ultima combinatie integrabila notam:
T1X -+ Ty = V; 27 = U.

Astfel, combinatia integrabila (3.29) se reduce la

du 2 2

dv  nv n
Aceasta este o ecuatie diferentiala de ordinul intai liniara si neomogena
si integrala ei generala este

2v
n—2

u=Ch Vo2 +
sau, daca revenim la vechile variabile,
(n—2)22 = Cp(n —2) Y (x122 - 20)2 + 2x129 - - - T,
Integrala generala a ecuatiei date este functia z definita implicit de
(n—2)22 =2x129- - xp+ (n—2) Y (z120 - ,)2 P
unde ® este o functie diferentiabila arbitrara.

Exercitiul 3.2.3 Sa se determine solutia generald a ecuatiei

0 0
(zy® — 2w4)£ + (2" ~ x3y)87j = 92(2° — 3°).

Solutie. Sistemul caracteristic asociat ecuatiei este :

dx B dy B dz
o(yd —223) (23 — %) 9z(zd —yP)
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Considerand primele doua rapoarte se obtine o ecuatie diferentiala omo-
gena care integrata conduce la integrala prima

y3+x3

oz = Co

O a doua integrala prima se obtine din combinatia integrabila

ydr +xdy dz
3zyt — 3zdy  9z(x3 —y3)’
d d
Simplificand, obtinem ecuatia cu variabile separate (zy) + 342 = 0 care
xy z

prin integrare conduce la a doua integrala prima 23y3z = Cj.
Solutia generala a ecuatiei este

z

34 .3
- $31y3 (b(l“x;;;/ )

unde ® este o functie derivabild arbitrara. [

3.2.2 Problema lui Cauchy

Fie ecuatia cu derivate partiale cuasiliniara (3.22) si punctul arbitrar, dar
ﬁxat, Mo(xlo, 220, - -+, Tno, uo) e D.

Definitia 3.2.2 Problema determindrii unei solutii u a ecuaties (3.22) intr—
o vecinatate U a punctului My € D, care pentru x,, = Tno Sd se reducd la
functia continua si cu derivate partiale continue (x1,22,...,Tn—1), adicd

w(x1, 22, ..oy L1, Tno) = V(T1, 22, ..., Tp-1), (3.30)
se numegte problema lui Cauchy a ecuatiei (3.22).

Pentru rezolvarea problemei lui Cauchy vom considera ca s—au determi-
nat n integrale prime independente functional intr—o vecinatate a lui My,
iar daca presupunem ca aceste integrale prime sunt cele din (3.27), ele vor
fi independente daca

D(w()v ¢1,¢2a e 7wn—1)

D(wl,:vg, ey n—1, ’LL)

]MO £ 0. (3.31)

Vom cere ca solutia cautata u = ¢(z1,x2,. .., T,) s treaca prin punctul
Mo, deci ug = go(xlo, T20y « - » ,xno).
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Functia u, dupa cum am aratat la aliniatul precedent, este definita im-
plicit de ecuatia

V(xl,xg, e ,;rn,u) = q)(¢0,w2,. . .,Lbn,l) =0

si problema se reduce la determinarea functiei ®, adica a legaturii intre
integralele prime (3.27). In acelasgi timp u trebuie sa fie unic determinata
intr—o vecinatate a punctului My, deci

oV
%(1107:1;207 R any“O) 7é O

Fie W o vecinatate a punctului My in care sistemul (3.27) se poate
inversa In functie de x1,29,...,2,_1,u. Vom face insa inversarea dupa ce
vom Inlocui pe x,, cu z,9, obtinand astfel sistemul

Yo(r1,22,...,Tn-1,Tno,u) = Co,
¢1($1,$2,...,l‘n71,$n0,u) - Cla
wn—l(xly-r%-'-7xn—1a$n07u) = Cn—l-

Prin rezolvarea sistemului (3.32) in privinta variabilelor mentionate,
gasim

u = wo(Co, C1, ..., Cpa),

Tl = wl(C(JvCla"'an*l)v
(3.33)

Tho1 = wnp-1(Co,Cr,...,Cprq).

Teorema 3.2.2 Solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia (3.22) care in-
deplineste conditia initiala (3.30) este functia u definita implicit de ecuatia

wo (Yo, - -y ¥n-1) = Vw1 (o, ... s ¥n-1), ... w1 (Yo, ..., ¥n-1)] = 0, (3.34)

unde Yo, Y1, ..., Yn_1 sunt integrale prime independente functional care sa-
tisfac conditia (3.31).

Demonstratie. Functia u = p(x1,x9,...,2,) definita implicit de ecuatia
(3.34) este o solutie a ecuatiei (3.22) deoarece provine dintr-o relatie de
forma (3.28).
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Functia u data de (3.34) verifica conditia initiala (3.30) deoarece conform
lui (3.32) si (3.33) pentru z,, = x,o avem

wo(Yo, Y1, ..., Yn—1)

= u,
Tn==Tn0

wk(djoad)lv"wwn—l):xk, k=1,2,...,n—1.

Din (3.34) rezulta ca pentru x, = Tno

= 1/](331)9:2) sy l‘n_l).

Tn=Tno

u(xy, o, ..., xy)

Derivata functiei V' din membrul intai al relatiei (3.34), in raport cu u,
in punctul My, se gaseste ca este egala cu 1, deci diferita de zero.

Prin urmare, sunt satisfacute toate ipotezele teoremei de existenta si
unicitate a unei functii reale de mai multe variabile reale definita implicit
de ecuatia (3.34), deci functia u = p(z1,x2,...,x,) exista si este unica. m

Exercitiul 3.2.4 Sd se gaseascd suprafata integrald a ecuatiei cu derivate
partiale de ordinul tntdai liniara st neomogend

I L
yax Y oy
care trece prin curba
r = a,
(Ca) : (3.35)
2ayz = a’ + 2.

Solutie. Sistemul caracteristic corespunzator este
dx dy  dz
xy —y2 oz

(3.36)

Considerand primele doud rapoarte, obtinem combinatia integrabila
de d
o dy _
x (Y

0

din care obtinem integrala prima a sistemului xy = Cj.
Amplificand in sistemul (3.36) primul raport cu y, al doilea cu z si ra-

portul al treilea cu y2, obtinem
ydz _ _wdy _ yidz

2 xy2 :

- 3.37
pov- i (3.37)
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Aceste trei rapoarte avand acelasi numitor, rezulta

ydr  —zdy y2dz
11 1
Folosind proprietatile rapoartelor egale, deducem

@_—xdy_dez_ydaj—wdy
r 11 2 ’

ultima egalitate fiind o combinatie integrabila céci se poate scrie in forma

d (“;) = d(22).

Integrand ultima combinatie integrabila, obtinem a doua integrala prima
a sistemului (3.36)

QZ—EZCL
Y

Integrala generald a ecuatiei este functia z = z(x,y) definita implicit de
ecuatia F(z,y,z) = 0, unde

x
F(.%',y, Z) = (I)(C(bcl) = @(:Uy,?z - 7)'

Y
Observam céa integrala generald se mai poate scrie ca

2= 5, 1)
unde f este o functie reala de variabila reala, arbitrara.
Ansamblul ecuatiilor celor doua integrale prime formeaza ecuatiile unei
curbe caracteristice (C') situata pe suprafata integrala (5).
Suprafata integrala cautata (S;) se obtine eliminand pe x,y,z in sis-
temul format de ecuatiile celor doua integrale prime si ecuatiile curbei (Cy,).
Efectudnd aceasta eliminare, rezulta:

2 T 1
1 G T Py w (Sa) 2ayz—u
si deci (S,) este o suprafata algebrica de ordinul al treilea. [ ]

Exercitiul 3.2.5 Fie ecuafia cu derivate partiale de ordinul intdi cuasili-
niard
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Sa se determine solutia sa generald si sa se rezolve problema lui Cauchy
cu condifia nitiald

T = 2,
22,y) =1+y*
z = 1492
C L . x dy dz o
Solutie. Sistemul caracteristic asociat este — = — = . Din primele
x Y z—xy

x
doua rapoarte se obtine integrala prima — = Cj.
Yy

inmul‘gind primul raport cu y, al doilea cu x si efectuand suma numa-
ratorilor pe suma numitorilor, gasim un nou raport egal cu oricare din cele
trei. Egalandu—l cu primul raport, obtinem combinatia integrabila
dlzy +2z) dx

xy+z x

z
Integrand, obtinem a doua integrala prima y + — = Cf.

Rezulta ca solutia generala este functia definita implicit de ecuatia
x z
@ (7a Y+ 7) = 07
Y T

unde P este o functie arbitrara derivabila si cu derivate continue.
Pentru rezolvarea problemei lui Cauchy trebuie sa rezolvam mai intai
sistemul

2
g = ), z2 = 2<Cl_€) = WO(CO’Cl),
Y 0
Py 2
y—|—§ = (1, y = Co = wi(Cy, Ch).

Inlocuind pe y si z in z = 1 + y? giisim relatia care corespunde lui (3.34)

2 4

2(01—6)—1—78:0.
Daca se inlocuiesc Cy si C cu respectiv
Y z
1/’0(%.%2’) = 1/’1(%%2) =y+ -,
x T
2 2

deducem ca solutia problemei lui Cauchy este functia z = (:c—;y) —zY.

Dupa eliminarea numitorului, observam ca din punct de vedere geometric
solutia determinatéa reprezinta o suprafatad algebrica de ordinul al treilea din
care se scot intersectiile acesteia cu planul Oyz. |
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Exercitiul 3.2.6 Sa se determine suprafata integrald a ecuatiei diferentiale
cu derivate partiale de ordinul intai cuasiliniara neomogend

0z %

-5 + -2y =y

ox
care contine dreapta (d) de ecuatit © =y = z.
Solutie. Sistemul caracteristic asociat ecuatiei diferentiale date este

d d d
T oYW (3.38)

Yy—2z 22— T—Y

caruia trebuie sa—i determinam doua integrale prime functional independen-
te. Pentru aceasta, cautam combinatii integrabile ale rapoartelor egale. Se
observa ca acestea sunt egale cu inca doua

dx dy dz  dr+dy+dz xdr+ydy+ zdz

y—2z z—x T—Y 0 0 ’
obtinute efectudnd suma numaératorilor pe suma numitorilor (penultimul
raport) si suma numaratorilor pe suma numitorilor celor trei rapoarte din
(3.38), inmultite in prealabil cu z, y si respectiv z.

Cand intr—o succesiune de rapoarte egale numitorul unui raport este zero,
numadratorul acelui raport trebuie sa fie, de asemenea, zero. Prin urmare,

der +dy+dz=0, zdr+ ydy+ zdz = 0.

Din aceste egalitati se obtin cele doua integrale prime independente func-
tional ale sistemului simetric (3.38)

r+y+z=0C1, 22+y>+22=0Co. (3.39)

Geometric, prima integrala prima reprezinta un fascicol de plane paralele
de normala N = i+ j+k, iar cea de a doua este o familie de sfere concentrice
cu centrul in originea reperului.

Solutia generald a sistemului simetric (3.38) este ansamblul celor doua
integrale prime care, din punct de vedere geometric, reprezinta o familie
dublu parametrica de cercuri in spatiu, care sunt curbele caracteristice.

Pentru a determina suprafata integrala care contine dreapta (d), im-
punem conditia ca sistemul format de ecuatiile curbelor caracteristice si e-
cuatiile dreptei sa fie compatibil, ceea ce conduce la relatia de compatibilitate
C? —3Cy = 0.

Inlocuind C4 si Co 1n relatia de compatibilitate cu expresiile lor din
(3.39) se gaseste ca suprafata integrala cautata este conul patratic (eliptic)
cu varful in origine de ecuatie 2% + y? + 22 — 2y — yz — zx = 0. [
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Elemente de teoria
campurilor

4.1 Campuri scalare. Curbe si suprafete de nivel

Fie D C IR? un domeniu tridimensional, M (z,y,z) un punct oarecare din
D si f € F(D) o functie reala definita pe D. Valorile functiei f, scrise in
forma f(M), sau in forma f(x) = f(z,y,z2), unde x = (x,y,z) € D, sunt
numere reale sau scalari. Astfel, functia f se mai numeste si functie scalard.

Definitia 4.1.1 Functia scalard f € F(D), D C IR®, se numeste cAmp
scalar tridimensional.

Daci domeniul D este bidimensional, deci D C IR?, sau D este o portiune
de suprafatda méarginita de o curba in spatiu, pozitia punctului M € D va fi
determinatd de doi parametri (coordonatele carteziene x si y ale punctului
din plan in primul caz, sau coordonatele curbilinii v i v ale punctului situat
pe o suprafata in cel de al doilea caz). Dupa caz, vom scrie: f(M) = f(z,y);
f(M) = f(u,v). In ambele cazuri, functia scalard f € F(D) se numeste
camp scalar bidimensional.

In cele ce urmeazi vom presupune ca functia f este continua pe D si
admite derivate partiale de orice ordin continue in D.

Exemplul 4.1.1 Campul temperaturilor T = T(M) intr-o regiune tridi-

mensionala sau bidimensionald gi campul presiunilor p = p(M) intr-un
domeniu plan sau spatial sunt exemple de campuri scalare.

103
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Exemplul 4.1.2 Functia reald de doua variabile reale

f:R?> - R, f(M):f(x,y):z—z—i—y— a,be R, (4.1)
este un camp scalar bidimensional.

Exemplul 4.1.3 Functia reald de tret variabile reale
FoR R, F(M) = f(z,y,2) = 2% +y? + 22 (4.2)
este un camp scalar definit in intreg spatiu tridimensional.
Fie campul scalar f(M), M € D C IR? si My(zo,v0, 20) € D, fixat.

Definitia 4.1.2 Se numeste suprafata de nivel care trece prin M, a
campului scalar tridimensional f(M), locul geometric Sy al punctelor M €
D cu proprietatea

J(M) = f(Mo) (4.3)
sau, avand in vedere coordonatele carteziene ale punctelor M si My,
f($,y7z) = f(x()ayO?ZO)' (44)

Deoarece My este un punct al suprafetei de nivel Sy, ecuatia acesteia
este (4.3) sau (4.4).

Observatia 4.1.1 Prin orice punct My € D trece o suprafatd de nivel a
campului scalar tridimensional f € F (D), iar orice doud suprafete de nivel
ale sale ori sunt identice, ori nu au nici un punct comun.

Exemplul 4.1.4 Suprafetele de nivel ale campului termic dintr—o regiune
tridimensionald sunt izotermele; cele ale campului presiunilor sunt izo-
barele; suprafetele de nivel ale campului scalar (4.2) sunt sfere cu centrele
in origine.

Definitia 4.1.3 Prin curba de nivel a campului scalar bidimensional f €
F(D), D C R? (sau D C X, unde ¥ este o suprafata), se intelege locul
geometric al punctelor M(x,y) € D (sau M(u,v) € D C ¥) cu proprietatea

f(z,y) = fwo,90)  (f(u,v) = f(uo,v0)), (4.5)

unde Mo(xo,yo), respectiv Mo(ug,vo), sunt puncte oarecare, dar fizate, din
D.
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Observatia 4.1.2 Prin orice punct My € D trece cate o curba de nivel si
oricare doud asemenea curbe sau coincid, sau nu au puncte comune.

Exemplul 4.1.5 Curbele de nivel ale campului scalar (4.1) sunt elipse omo-
focale, cu centrul de simetrie in origine, care au azxele de coordonate ca axe

2 2 2 2
x x
de simetrie i semiazele a\/ag + Z—g §t b\/ag + Z—g.

O prima imagine a unui camp scalar este data de suprafetele (curbele)
sale de nivel care aratd modul cum sunt stratificate valorile cAampului, viteza
de stratificare intr—un punct fiind tocmai derivata dupa o directie oarecare
de versor s a campului in punctul considerat.

4.2 Derivata dupa o directie si gradientul unui
camp scalar

Sa consideram campul scalar f € F(D), s un versor arbitrar si, pentru
fiecare punct x € D, definim functia reald g de variabila reala t

g(t)=f(x+ts), tel, x+tse D, (4.6)

I este un interval real.
Evident, avem o infinitate de functii g (pentru fiecare x € D exista
o asemenea functie) si pentru toate, avem ¢(0) = f(x). Functiile g sunt
restrictiile functiei f la dreapta care trece prin x gi are directia s.
Presupunem ca, pentru orice x € D, functia g corespunzatoare este
derivabila in ¢t = 0.

Definitia 4.2.1 Spunem ca functia f este derivabila in D dupa directia
s daca functiile g, definite in (4.6), sunt derivabile in t = 0.

Definitia 4.2.2 Daca f este derivabila in D dupa directia s, numarul real
J'(0) se numeste derivata campului scalar f, dupa directia s, in punc-

tul x € D.

d
Notam aceasta derivata cu d—f(x) Prin urmare,
s

ds t—0 t—0 t—0 t

U ) = g'(0) = 1img LD =9O) _pp FxFES) = FO) oy
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‘s _df o : . g

Definitia 4.2.3 Functia s € F(D) ale carei valori se determind dupa
S

legea (4.7), se numeste derivata campului scalar f dupa directia s.

Observatia 4.2.1 Fiind definite cu ajutorul derivatelor unei functii reale
de o variabila reala, proprietatile derivatelor dupa o directie ale campurilor
scalare sunt aceleasi ca acele ale derivatelor functiilor reale de o variabild
reala.

In consecinta, putem scrie (pentru simplificare, omitem variabila x):

d df1 df2
s()\l i+ fo) =X\ Is + Ay == .

@,
ds’
dfg (4.8)

(fi-fo) = dfl “fo+ f1-

dafy

ds
4
ds

“fa—f1-

af
slp) ==

d _ . Y
S EEN=Ff) -

unde fi, fo si f sunt campuri scalare derivabile in D dupa directia s, iar
F(f) = F o f este compusa functiei f cu functia F.

Deorece am presupus ca functia f care defineste un camp scalar are
derivate partiale continue in D, rezulta ca f este diferentiabila in D si val-
oarea in h = (hy, ha, h3) € IR? a diferentialei functiei f in punctul x € D
este

df (x)(h) = df (x,h) = (Vf)(x) - b, (4.9)

unde

(V)60 = 5601+ 5L 005+ T 0k (1.10)

este gradientul functiei f in punctul x € D. Intre gradientul functiei f si
vectorul h se efectueaza produsul scalar standard

of of af
AF600) = G260 + 5 60) -+ () (411)
. . . . 0 0 _
Operatorul diferential V =1 — +j — + k — se numeste operatorul lui
ox oy 0z

Hamilton sau operatorul nabla.
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Pe de alta parte, se stie ca daca f este diferentiabila in D, atunci f este
derivabila in D dupa orice directie si derivata sa dupa directia s Intr—un
punct x € D este valoarea in s a diferentialei functiei f in punctul x. Prin
urmare,

Y (%) = drtx.s) = dr ) (5) (4.12)
Din (4.9) si (4.12) deducem
V=06 s (1.13)

iar din (4.10) si (4.13) rezulta

Z—J;(X) = %(X) s1 4+ ==(x) s2 + =—(x) s3. (4.14)

Fie P punctul din D al carui vector de pozitie este x + ts. Conform
Observatiei 4.1.1, prin punctul P trece o suprafata de nivel (S) a campului
scalar f. Dreapta (d) care trece prin M gi are directia s, intersecteaza su-
prafata (S) in punctul P. Astfel, ¢ este abscisa curbilinie a punctului P de
pe dreapta (d) pe care M este originea elementului de arc. Daca notam cu
t = ¢(M P) lungimea arcului M P, formula (4.7) se rescrie in forma

df o o F(P) = F(M)
£(X) = z(z&zlzg)lﬁo I (4.15)

Pe(d)

Consideram acum ca punctul P € (S) nu este pe dreapta (d) ci pe o
curba neteda arbitrara I' care trece prin M si are versorul tangentei in M
identic cu s.

Definitia 4.2.4 Se numeste variatie medie a campului scalar f, raportul

f(P) — f(M)
—_— 4.1

(MP) (4.16)
unde P € I' N (S) dar ((MP) este abscisa curbilinie a punctului P.

Teorema 4.2.1 Limita variatiei medii (4.16) a campului scalar f atunci
cand P tinde, pe curba I', la punctul M(x), este egald cu derivata in x dupad
directia s a campului scalar f.
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Demonstratie. Evaluarea diferentei de la numaratorul variatiei medii,
conduce la

f(P)—f(M)=(Vf)(x) - (OP —OM)+e-(OP — OM), (4.17)
unde g este o functie vectoriala de variabild vectorialda cu proprietatea

lim € =0, (4.18)

—

cu mentiunea ca punctul P, in acest proces de trecere la limita, se afla pe
curba I'.

Daca impartim (4.17) prin (M P), trecem la limita pentru P — M ceea
ce este echivalent cu ¢(M P) — 0, tinem cont de (4.18), (4.14) si de rezultatul

L OP—OM

im ————— =s

emp)—o  ((MP) ’
Pel’

din geometria diferentiala, se deduce

f(P) = f(M) _df

1i = 4.19
e(Ml}g)Lo g(MP) ds (%), ( )
PeTl
ceea ce demonstreaza teorema. []

Observatia 4.2.2 Relatia (4.19) se poate lua ca definitie pentru derivata
dupa directia s a campului scalar f in punctul x € D.

Ne propunem sa determinam acea directie a spatiului dupa care derivata
campului scalar f in punctul x este maxima.

Tinand cont ci produsul scalar a doi vectori din IR? este egal cu produsul
dintre normele vectorilor si cosinusul unghiului 6 dintre ei si ca ||s|| = 1, din
(4.13) deducem

daf
ds

Din (4.20) se vede ca derivata este maxima cand § = 0, adica atunci
cand versorul s este versorul n(x) al vectorului (V f)(x),

(V)(x)
(VA

Pentru a demonstra o proprietate remarcabila a versorului (4.21) sa pre-
supunem ca M este fixat si notat cu My si ca vectorul sau de pozitie este

(x) = [[(V )| - cos 6. (4.20)

n(x) = (4.21)
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xo = (20,90, 20). Fie 79 C (Sp) o curba neteda arbitrard care trece prin
My si care are tangenta to in My. Daca x = ¢(t), y = 1(t), z = x(t) sunt
ecuatiile parametrice ale curbei ~g si punctul My corespunde lui ¢g pe curba
Yo, atunci

dip dx

N .
ty = E(to) i+ a(to)J + E(to) k. (4.22)

Cum curba 7 este situata pe (Sp), unde (Sy) este suprafata de nivel care
trece prin My de ecuatie f(z,y,z) = f(xo, 0, 20), avem

fle(t),9(t), x(2) = f(x0, 0, 20)- (4.23)

Daca derivam (4.23) ca o functie compusa si consideram ¢ = ¢y, deducem
Of oy e Of ey 3% OF ey IX (y

o xo) S0 + G ) S 1)+ L) Gt =0, (a2

Din (4.10), (4.21), (4.22) si (4.24), obtinem
H(XO) : tO - 07

care demonstreaza ca n(xg) este ortogonal tuturor tangentelor la respectiv
toate curbele vy C (Sp) care trec prin My. Cum locul geometric al acestor
tangente este planul tangent in My la suprafata (Sp), rezultd ca n(xg) este
versorul normalei in My la suprafata de nivel (Sp). Sensul versorului n(xg)
este spre acea parte a spatiului in care f(z,y,2) > f(xo, 0, 20). Asadar:

Teorema 4.2.2 Derivata campului scalar f dupd directia s in punctul xg
este mazximd dupa directia versorului n(xg) a normalei in My la suprafata de
nivel (Sp) care trece prin My, sensul normalei fiind sensul cresterii valorilor
campului scalar f.

Revenind la un punct arbitrar x € D, obtinem ca derivata dupa directia
normalei n(x) in punctul M la suprafata de nivel care trece prin M are

expresia
D) = (910 - n) (1.25)
Cu ajutorul lui (4.21), din (4.25) deducem
Y () = (V) (4.26)

Cum gradientul cdmpului scalar f in punctul x este coliniar gi de acelasi
sens cu n(x), din (4.26) obtinem

(V1)) = & (x)n(x). (4.27)
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S& mai observam ca folosind (4.20) si (4.25) putem scrie

iy = &

s (x) o (x) cos ¥, (4.28)

unde 6 este unghiul dintre versorii s si n.

Formula (4.28) da legatura intre derivata dupa un versor oarecare s si
derivata dupa directia normalei in punctul M la suprafata de nivel care trece
prin M, ocazie cu care reintalnim concluzia Teoremei 4.2.2.

Din (4.27) deducem ca regulile de calcul pentru gradient sunt aceleasgi cu
regulile de calcul ale derivatei dupa o directie. Daca avem in vedere (4.8) si
renuntam la scrierea variabilei vectoriale x, se pot scrie relatiile:

V(A + pp) = AVe + uVi;

V(py) = Vo + oV

f) _ YV -9V,
¥ P2 ’

VF(p) =F'(p)Ve.

V( (4.29)

Mai precizam ca pentru gradientul campului scalar ¢ se folososte si no-
tatia grad ¢.

Exercitiul 4.2.1 Se da campul scalar
(10($a Y, Z) = T a2
unde

a=2i+j—k, r=zityj+zk, r=aZ+y?+22

Sa se calculeze unghiul dintre vectorii (V)(A) si (Ve)(B), unde A si
B sunt puncte de coordonate A(2,1,1) si B(0,1,—1).

Solutie. Daca aplicam regulile de calcul (4.29), gasim ca gradientul cam-
pului scalar ¢ in punctul oarecare M (x,y, z), diferit de originea reperului

Oxyz, este

a-r 1
(V@)(M):—2T—4r+r—23
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1 1
de unde rezulta (Vp)(A) = —1—8(2i—|—j +7k) si (Vo)(B) = 5(2i—j + k).

Cum cosinusul unghiului € dintre doi vectori este raportul dintre produsul
scalar al lor si produsul normelor acestora, obtinem

cosf = (Vo)(A4) - (Vo)(B) _ _i

(V) (AIIIVe (B 9

Semnul minus dovedeste ca unghiul dintre cei doi gradienti este obtuz.m

Exercitiul 4.2.2 Fie campul scalar ¢(x,y,2z) = (a-1)? + (a x )%, unde
r = zi+ yj + zk este vectorul de pozitie al punctului M(z,y,z), iar a este
un versor constant.

a) Sa se determine suprafata de nivel care trece prin My(1,2,3).

b) Sa se calculeze derivata campului scalar ¢ dupd directia de parametri
directori (2,—1,2) in punctul M.
Solutie. Deoarece (a-r)? = a?r?cos?0 si (a x r)? = a?r?sin? 0, iar a® = 1,
deducem c# valorile cAmpului scalar sunt ¢(z,y, 2) = r? = 2% + y? + 22.

a) Suprafata de nivel care trece prin My(1,2,3) este 22 + y? + 22 = 14,
adica sfera de raza R = /14 si cu centrul in origine.

b) Versorul s al vectorului v de parametri directori (2, —1,2) este

\% 2, 1‘+2k
s=—=-1i—-j+ -k
Ivil 3~ 3~ 3

Gradientul campului scalar ¢ In punctul My este
(Vi) (M) = (grad o)z, y, 2) = 21 + 2yj + 22k,

de unde
(V) (My) = (grad ¢)(1,2,3) = 2(i + 2j + 3k).

Derivata functiei ¢ in punctul My dupa directia s este

O (M) =(Vip) (Mo) -5 = 21+ 2j 4 3k) - £ (2 —j +2K) = 2(2-24.6) =4

Rezulta ca unghiul 6 dintre vectorii (V)(M)y) si s este ascutit. |
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4.3 Campuri vectoriale. Linii si suprafete de camp

Definitia 4.3.1 Se numeste camp vectorial o functie vectoriald de vari-
abild vectoriald definitd pe un domeniu D C IR>.

Functia vectoriald v care defineste un camp vectorial pe D C IR® se
poate scrie in una din formele:

v=v(P); v=v(r); v=v(x); v=v(ry,2), (4.30)

unde r este vectorul de pozitie al punctului P € D, care, in reperul R =
{0;1,]j,k}, are expresia analitica

r=OP=zi+yj+ 2k, (4.31)

unde O este originea reperului, iar {i,j,k} este o baza ortonormata in R3.
Notand
v=wvii+wvj+uk, (4.32)

unde vy, = v (2, y,2), m = 1,2,3, observam ca studiul unei functii vecto-
riale de trei variabile reale (sau de variabila vectoriala), adica a unui camp
vectorial, se reduce la studiul a trei functii reale de trei variabile reale (a
trei campuri scalare tridimensionale).

In cele ce urmeazi, vom presupune ci functia vectoriala care definegte
un camp vectorial pe domeniul tridimensional D este continua, are derivate
partiale continue in D care nu se anuleaza in nici un punct din D.

Definitia 4.3.2 Se numeste linie de camp in D a campului vectorial
v, o curba stramba (L) C D cu proprietatea ca tangenta in fiecare punct
P € (L) are ca vector director pe v(P).

Cum un alt vector director al tangentei in punctul P(x,y,z) € (L) este
diferentiala vectorului de pozitie (4.31)

dr =dzxi+dyj+dyk (4.33)

avem ca v si dr sunt vectori directori ai aceleiasi drepte, adica ei sunt coli-
niari.
In concluzie, coordonatele acestor doi vectori directori trebuie sa fie
proportionale si deci
dx dy dz

Ul(l‘ay’z) UQ(SC,y,Z) ’Ug(fC,y,Z) ( )
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Definitia 4.3.3 Sistemul simetric (4.34) se numeste sistemul diferential
al liniilor de cAmp in D a campului vectorial v = (vy,v2,v3) € F(D, IR?).

Observatia 4.3.1 In baza teoremei de existenta si unicitate a solutier unus
sistem simetric, rezulta ca prin orice punct al domeniului D trece cate o
singurd linie de camp a campului vectorial v = (v1,va,v3) € .7-"(D,]R3).

Definitia 4.3.4 Se numeste suprafatd de camp a unui camp vectorial,
orice suprafatd generatd de o linie de camp a acelui camp vectorial.

Teorema 4.3.1 Conditia necesarda si suficienta ca o suprafata (S) sa fie
suprafatd de camp a campului vectorial v € F(D, IR?) este ca vectorul v(P)
sa fie continut in planul tangent la suprafata (S) in punctul P € (5).

Demonstratie. Necesitatea. O linie de camp (G) a campului vectorial v
este ansamblul a doua integrale prime independente functional ale sistemului

simetric (4.34)
{ wl (.CC, Y, Z) =
(G) (4.35)

¢2($,y72) - 027
unde 1, ¥ sunt doua integrale prime independente functional, ceea ce se
traduce prin conditia

(D(¢1,¢2))2+ (D(¢1,¢2))2+ (D(%,Lﬁz)

D(y, 2) D(z, ) D(x,y)

Se stie apoi ca, pentru ca (G) din (4.35) sa genereze o suprafata, para-
metrii Cy gi Cy trebuie sa fie legati printr—o relatie de forma

)2¢0

B(Cy,Cy) =0, (4.36)

numita relafie de conditie si ca, suprafata de cAmp corespunzatoare condi-
tiei (4.36) se obtine eliminand constantele arbitrare C si Cy intre (4.35) si
(4.36). Obtinem

D(¢1 (2, y, 2), (2,9, 2)) = 0, (4.37)

deci o ecuatie de forma
(S): F(z,y,2) =0 (4.38)

in care recunoastem ecuatia carteziand implicitd a unei suprafete (.5). In
plus, in orice punct P € (5), vectorul v(P) este tangent suprafetei de ecua-
tie (4.37) si deci continut in planul tangent in P la suprafata (S) deoarece
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v(P) este tangent la linia de cAmp care trece prin P si genereaza suprafata
(9).
Suficienta. Trebuie sa aratam ca orice suprafata (S) de ecuatie (4.38) cu
proprietatea ca v(P) este continut in planul tangent in punctul P la (5)
este generata de liniile de camp ale campului vectorial v.

Ecuatia (4.38) poate fi considerata ca o suprafatd de nivel a campului
scalar F.

Se stie ca un vector coliniar i de acelagi sens cu sensul de crestere al
functiei F' in punctul P(x,y, z) € (S) este

(VF)(z,y,2) = g—i(m, y,2)i+ 081;(:& Y, 2)j+ %(m, y,2) k. (4.39)

Deoarece vectorul (4.39) este ortogonal vectorului v(P) continut in pla-

nul tangent in P la suprafata (5),rezultd ca produsul lor scalar este nul,

deci OF OF
7-71(337:% Z)%(xvyv Z) + 7JZ(‘Tvya Z)aiy(xvyv Z)+

(4.40)
oOF
+U3($7 Y, Z)a(% Y, Z) =0,

ceea ce arata ca functia F'(x,y, z) din (4.38) verificd o ecuatie diferentiala cu
derivate partiale de ordinul intai omogena. Dar orice solutie a ecuatiei dife-
rentiale (4.40) este generata de curbele integrale ale sistemului caracteristic
asociat, adica de (4.34), iar curbele caracteristice ale sale sunt liniile de caAmp
ale campului vectorial v € F(D, IR®). Teorema este demonstrati. [ ]

Definitia 4.3.5 Campul vectorial v € F(D, ]R3) se numeste biscalar daca
existd functia scalara derivabila ¢ € F(D) si functia diferentiabila F €
F(D), astfel incat sa avem

v = pgrad F = ¢V F. (4.41)

Derivata dupi o directie s a unui cAmp vectorial v € F(D, IR?) intr-—un
punct x € D se definegte la fel ca la campurile scalare

dv, . . v(x+ts) —v(x)
g(x) = lim :

t—0 t
Daca functia v are derivate partiale de ordinul intai continue, existenta
limitei (4.42) este asigurata si

%(X) = %(X) i+ %(x)j + ok (4.43)

(4.42)
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Daca se tine cont de (4.14), (4.43) devine

dv ov ov ov
—(x) =51 —(X) + 52 —(x) + s3 —(x). 4.44
00 =51 500 + 5 57 (30 + 53,5 () (4.44)

Relatia (4.44) constituie ezpresia carteziand a derivatei campului vecto-
rial v, in punctul x € D, dupa directia de versor s = (sq, 2, 3), expresie
care se mai poate scrie in forma

dv 0 0 0
g(x) = (81 Oz + s2 87y + 83 &)V (4.45)

0 0 .
Deoarece operatorul s; — 4 so — + s3 — poate fi interpretat formal ca
ox oy 0z

produsul scalar dintre s si operatorul vectorial V| se poate adopta conventia
de scriere
0

s-V=s 24—3 — +s 9
T or "oy T oz

Cu aceasta conventie si cu renuntarea la mentionarea variabilei x, for-

mula de calcul (4.45) ia forma

dv
== (s-V)v. (4.47)

Exercitiul 4.3.1 Sa se determine derivata campului vectorial v definit prin

(4.46)

v(z,y,2z) = zy?i+ 2%yj + z(:z:2 + y2)k

dupa directia de parametri directori (1,3,—1). Care este locul geometric al
punctelor din spatiu pentru care derivata dupad directia s este normald vec-
torului v = (1,1,1)?

Solutie. Sa calculam versorul directiei mentionate. Fiindcad norma vec-

torului v este ||v|| = /v -v = /11, rezulta ca versorul directiei dupa care
trebuie sa derivam este s = —v = ——=(i + 3j — k).
(N2 VAT
Folosind (4.47), gasim
dv

1
o T [(y2 + 6xy)i + (2zy + 322)j + (202 + 6yz — 22 — y2)k}.

Pentru a determina locul geometric cerut, impunem conditia de ortogo-
dv
nalitate — - v = 0 si obtinem ecuatia x? + 4xy +xz + 3z2 = 0 ce reprezinta

S
ecuatia unei cuadrice (suprafata algebrica de ordinul al doilea).

Analizand invariantii acestei cuadrice constatam ca locul geometric este
un con patratic cu varful in origine. [
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Exercitiul 4.3.2 Sa se determine liniile de camp ale campurilor vectoriale:

1% v(z,y,2) = zit+yj+(z+Va2+y2+22)k;
20 v(z,y,2) = (xy—22%)i+ 4oz —y2)j+ (yz — 202)k;
30 vizy2) = (v2— it (yr—2)i+ (- ks
2 vizyz) = (o+y)i+(y—o)j-2:k
Solutie. Liniile de camp sunt curbele integrale ale respectiv sistemelor
simetrice:
o, dz -
x Yy 24+ Va2 oy 4 22
0. dx _ dy _ dz
Ty — 222 drz — y>? yz — 222’
30, dx _ dy _ dz
Tz — Yz — T 22 -1’
40, dx _ dy _ dz .
T+y y—x —2z

Se obtin combinatiile integrabile:

10 dﬁf@
. i
20 ydx + zdy + 22dz = 0,
30 dx — dy _ dz
C—y) (142 221
40 xdr +ydy  dz
’ 22 +y2 =22

xdzr +ydy + (2 — Va2 + y2 + 22)dz = 0;

2xdx + zdy + ydz = 0;

dz

rdr —ydy ‘
22 -1’

(22 —yH)z

dy y—=z
dr  y+ux

care conduc respectiv la integralele prime:

g:CI)
T
2 +ay =0,
r—y

=C
21 1

z— Va2 +y? + 22 = Cy;

22 +yz = Oy,
rT+y

= Oy
z4+1 2

In (22 + y?) + 2arctg Ca- Cs.
x
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Curbele integrale ale sistemelor simetrice de mai sus sunt:

¥ _ 2 _
ol OO
P2+ R+ 22 = Oy Ptyz = Oy
r—y
o) o T i . (22 + %)z = O
3" ;4.
rT+y C ln(gv2—|—yQ)—f—2arctgg = (s
z+1 7 x

Primul camp vectorial are liniile de camp la intersectia planelor y = Cix
cu paraboloizii de rotatie in jurul axei Oz de ecuatie z—+/x? + y2 + 22 = Cs.
De mentionat ca fiecare plan al familiei y = Ciz nu trebuie sa contina
dreapta de intersectie a acestuia cu planul Oyz.

Liniile de camp al celui de al doilea camp vectorial se gasesc la intersectia
hiperboloizilor 22 4+ zy = Cy si 22 + yz = Cs.

Al treilea camp vectorial are liniile de camp drepte rezultate din inter-
sectia familiilor de plane z —y = C1(z — 1) si x +y = Ca(z + 1). Din fiecare
astfel de dreapta se scot punctele de cote —1 si 1.

Curbele de intersectie ale suprafetelor de rotatie in jurul axei Oz de e-

. 1 . e 1
cuatii z = R si suprafetele cilindrice cu generatoarele paralele cu axa
z Y

Oz de ecuatii In (22 + y?) + Qarc‘cgg = (5 reprezinta liniile de camp ale
T

ultimului cAmp vectorial. [

Exercitiul 4.3.3 Sa se determine suprafetele de camp ale campurilor vec-
toriale de mai jos care trec prin curbele (I') specificate alaturat

T =2y,
1. v(z,y,2) =zy?i+2%yj+ (2® +yH)zk, (D) { .
Z =1,

2. v(z,y,z) =zityj+(z—2>—y*+1)k, (I):

r = 1,
3. v(z,y,2)=zzit+yzj+ (2?2 +13%+ 22k, (I‘):{
4. v(x,y,2) =zi+yj+ (2 —2%siny)k, (I‘):{
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Solutie. Sistemele diferentiale ale liniilor de cAmp sunt:

A

Cowyr 2ty z(a?+y?)]

, A _ Ay

' r oy z—x2—y24 1
dx dy dz

3. & - @ _ %
Tz Yz 72 4+ y2 + 22

Ly dz

’ r y  z—a%sinhy’

1. O combinatie integrabila a primului sistem simetric este data de primele
dous rapoarte egale care, dupa simplificare cu 2242, conduce la zdz—ydy = 0
si din care se obtine integrala prima z? — y? = C}.

O a doua combinatie integrabila se obtine scriind

v Ay
x _ Y z

2 2?2 24y
Daca ultimul raport il egalam cu suma primelor doua, dupa simplificarea
cu 22 + 32, obtinem combinatia integrabila
dr d dz
e dy _ dz
x Y z
care furnizeaza a doua integrala prima independenta
z
— = ().
xy
Atunci, generatoarele (G) ale suprafetei de cAmp au ecuatiile
.%'2 _ y2 — Cl
z
Ty
Dar, generatoarele (G) trebuie sa se sprijine pe curba directoare I'.
Pentru aceasta, sistemul format de ecuatiile lor

= (Cs.

22—y = O
: g
Y

T = 2y,
z =1
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trebuie sa fie compatibil. Fiind un sistem de patru ecuatii cu trei necunos-
cute z,y si z, el va fi compatibil numai dacad constantele C7,Cy satisfac
relatia de conditie

2C1Cy = 3.

Inlocuind pe C4 si C5 din integralele prime gasim ci suprafata de camp
are ecuatia carteziana explicita

2. O integrala prima se vede imediat i anume

T _g
Y

si se obtine integrand primele doud rapoarte egale. Inmultind primele dou#
rapoarte cu x, respectiv y si adunandu-le, obtinem un nou raport egal cu
primele trei. Un al cincilea raport egal cu primele patru se obtine adunand
al treilea raport cu al patrulea. Combinatia obtinuta prin egalarea ultimilor
doua rapoarte

d(z? + y?) %d(xz + y2) +dz

2(x? + y?) z+1
este integrabild si, dupa efectuarea notatiei t = 22 + 32, se obtine ecuatia
diferentiala de ordinul intai liniara si neomogena

a carei solutie generala este
z = C’g\ﬁ —1—+t.

Revenind la notatie, constatam ca cea de a doua integrala prima este

241422 + o2

Suprafata de camp se obtine rezolvand sistemul

= (Y.

z o
Yy
24+ 1+a? 42
= Cy
Va? + y?
x—z = a?
22 4 2 = a®—1.
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Acest sistem este compatibil dacd si numai daca este satisfacuta relatia de

conditie
ChL=0Cq/1+ C%

Inlocuind pe C1 si Cy gasim ca suprafata de camp are ecuatia

z:—x2—y2—|—aj—1.

3. O integrala prima este ¥ _ . inmul‘gim primul raport cu z, al doilea cu
T

y, alcatuim din acestea un nou raport egal cu celelalte ce are la numarator
suma numaratorilor celor doua rapoarte modificate gi la numitor suma nu-
mitorilor acelorasi rapoarte si obtinem in acest fel combinatia integrabila

d(z® +y?) dz
22(22 +y?) 2?4y 422

Cu notatia t = 22 + 32, combinatia integrabila se reduce la ecuatia dife-

rentiala Bernoulli
dz 1 11

z2==-.
dt 2t 2z
Substitutia 22 = u reduce aceastd ecuatie la ecuatia diferentiala liniara

- -u=1
t

care are solutia generala u =tCy +t Int.

Revenind la vechile variabile, gasim ca cea de a doua integrala prima
este

22 — (22 + yH) In (22 + ?)
2 + y2

Pentru a determina suprafata de camp trebuie sa gasim suprafata ge-
nerata de curbele integrale ale sistemului simetric al liniilor de camp care
trebuie sa se sprijine pe curba I'. Se procedeaza ca la celelalte exercitii, se
gaseste relatia de conditie

= (Cs.

1 1 1
C—%—(l—l—c—%)ln(l—l—cf%)
1 2027
e

de unde, eliminand constantele arbitrare cu ajutorul integralelor prime, de-
ducem ca suprafata de cAmp are ecuatia
2 y*

= 4+2(2° +y*) Ina.
z $2—1—( +y“)Inz
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4. Integralele prime ale sistemului simetric al liniilor de camp sunt
T z
— =00, ———cosy=0Cy
Yy r oy

si ansamblul acestora reprezinta ecuatiile liniilor de camp.
Relatia de conditie este C'yCo4-cos C; = 0, de unde deducem ca suprafata
de camp care trece prin curba I' are ecuatia carteziana explicita
2
Z = — COSY — Y COS LY.

4.4 Integrale cu vectori si campuri scalare

Sub aceasta denumire se inteleg diverse tipuri de integrale (definite sau Rie-
mann, curbilinii, de suprafata, duble si triple) al caror integrant contin
campuri vectoriale sau campuri scalare. Vom considera campuri vectori-
ale de forma v = (v1,v2,v3) € F(D, IR?) sau de forma w = (wy, ws, ws) €
F(D, RS), unde D C IR? este un domeniu si cAmpuri scalare de forma ¢ €
F(D), toate satisficand conditiile cerute astfel incat integralele mentionate
mai sus sa aiba sens. Vom prezenta pe scurt aceste tipuri de integrale.

4.4.1 Integrale curbilinii

Fie AB un arc de curba in domeniul D care satisface conditiile de regulari-
tate pana la ordinul care va fi necesar.

Integrala curbilinie pe curba AB a unui camp vectorial v(P) sau a cAm-
pului scalar ¢(P) este una din urmatoarele:

/ v - dr; / v X dr; / pdr, (4.48)
AB AB AB

unde dr = dzi+ dyj + dzk este diferentiala vectorului de pozitie r =
ri+yj+zk.

Avand In vedere expresiile analitice ale produselor de vectori, integralele
curbilinii mentionate in (4.48) se exprima dupd cum urmeaza:

/ V-dr:/ vy dr + vady + v3 dz; (4.49)
AB AB
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/ vxdr:i/ vzdz—vgdy—i-j/ vgd:v—vldz—i-k/ vy dy — vo dx;
AB AB AB AB

[ ey =i ] eyadeti [ ey adyrk [ oy
AB AB AB AB

Integralele curbilinii care apar in membrul al doilea in oricare din relatiile
de mai sus au forma generala

I= / P(z,y,z)dz + Q(z,y, 2)dy + R(z,y, 2)dz.
AB

La studiul integralelor curbilinii de speta a doua s—a specificat faptul ca
daca v € F(D, ]R3) reprezinta un camp de forte pe D, integrala curbilinie
(4.49) este lucrul mecanic al fortei v(P) cand punctul P parcurge arcul AB.

Integrala curbilinie (4.49) se mai numeste integrala de linie a vectorului
v(P). Integrala de linie pe curba inchisa (C), parcursa o singura data, se
numeste circulatia vectorului v(P) pe curba (C).

Integralele de linie au urmatoarele proprietati:

/ ()\V—I—,uw)-dr:)\/ v-dr+p w - dr;
AB AB AB

/ v-dr:/ v - dr+ v-dr, P€ (AB), APUPB = AB;
AB AP PB

‘/ v-dr‘g/ \v-dr\g/ HVHdng/ ds=M - L;
AB AB AB AB

dr
.dr = B, - L 4.
/ABV(:U,y,z) r (V dg)(x(]vy[)azo) ) (4.50)

unde: A si g sunt scalari arbitrari; L este lungimea arcului AB; M este
valoarea maxima a normei vectorului v(P) pe arcul (AB); Q(xo, Yo, 20) este
un punct determinat pe arcul de curba (AB).

Proprietatea (4.50) este o teorema de medie analoaga primei teoreme de
medie de la integrala definita.

Celelalte tipuri de integrale curbilinii din (4.48) au proprietati similare.

Fie campul vectorial continuu v € C(D, IR?).

Definitia 4.4.1 Integrala curbilinie I = / v - dr se numeste indepen-
C

denta de drum pe domeniul D C IR? dacd oricare ar fi punctele My, My €
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D si oricare ar fi arcele de curba (MyaMs) si (M13Ma), ambele incluse in
D si cu sensurile de parcurs de la My catre Ms, avem

/ v-dr = / v - dr.
MiaMs MLBM2

Teorema 4.4.1 Integrala curbilinie I = / v-dr este independenta de drum

C
pe D daca st numai daca I = 0 oricare ar fi curba inchisa netedda sau neteda
pe portiuni (C) C D.

Demonstratie. Daca Mj, My € D sunt puncte arbitrare si (MijaMs) C
D, (M18M;) C D sunt arce arbitrare, netede pe portiuni, atunci curba
(MyaMyB M) este inchisd si neteda pe portiuni si, reciproc, fiind data o
curba orientata inchisa, neteda pe portiuni, (C') C D si My, My € (C) douad
puncte alese arbitrar, curba C se prezinta ca o juxtapunere de doua arce
netede pe portiuni. Din aceste afirmatii si Definitia 4.4.1 rezulta concluzia
teoremei. [

4.4.2 Integrale de suprafata

Domeniul pe care se efectueaza integrarea este o portiune de suprafata (3)
de ecuatie vectoriala

(2): r=r(u,v), (u,v)€ (AU7y)C R? (4.51)

unde A este un domeniu plan iar frontiera acestuia 7y este o curba neteda
inchisa. Fie (C) frontiera suprafetei (X). Aceasta curba este corespunzatoa-
rea prin transformarea (4.51) a curbei inchise .

Presupunem ca suprafata (X) este neteda. Prin urmare, exista si sunt
continue pe A derivatele partiale

0 0
r(uv) = So(u), ro(w) = So(ww), (uv) €A,

care satisfac conditia de regularitate r,(u,v) x ry,(u,v) # 0.
In aceste conditii, functia

ry(u,v) X ry(u,v)

n(u,v) =

) .
T, 0) X p(w, o)) 0TS

este versorul normalei in punctul M € (X) corespunzator punctului (u,v) €
A, iar ny,ne,ns sunt cosinusurile directoare ale acestui versor.
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Dupa acelasi criteriu ca gi la integrale curbilinii, introducem urmatoarele
integrale de suprafata de speta intai:

//(n-w)da; //(nxw)da; / ondo, (4.52)
(%) () (2

unde do este elementul de arie al suprafetei (X).
In cazul cand suprafata este data prin ecuatia vectoriala (4.51), expresia
elementului de arie do este

do = \/E(u, v)G(u,v) — F2(u,v) dudv,
unde E(u,v), F(u,v) si G(u,v) sunt coeficientii lui Gauss:
E(uﬂj) = I‘%(U,U); F(ua U) = I'u(’LL, U) ’ I‘v(u, U); F(’LL, U) = r%(u,v).

Integralele de suprafata cu vectori din (4.52) se calculeaza dupa cum
urmeaza:

// (n-w)do :// (nqw1 + nawy + ngws)V EG — F? dudv;
() A

// nx w)do =i // nows — nyws)do+
+J// n3wip — NJWs3 da+k// (n1wg — nows)do;
//@nda—l//nlcpda—i—.]//nmpda—i—k//n;;tpda (4.54)

(=)

Integralele din membrul doi al egalitatilor (4.53) si (4.54) se reduc la integrale
duble pe A conform formulei de calcul a unei integrale de suprafata de speta
intai.

(4.53)

Definitia 4.4.2 O expresie de forma (n-w)do se numeste flux elemen-
tar al campului vectorial w prin elementul de suprafata orientat ndo, iar
integrala de suprafatda de speta intdi // (n-w)do se numeste fluxul total

by
al campului w prin suprafata (X).
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Proprietatile integralelor de suprafata (4.52) sunt analoage celor prezen-
tate pentru integrale curbilinii. Prin urmare, avem

// AV +puw) da—)\//nvdaJr,u//nw (4.55)
//(n-w // n-w)do+ // n-w)do,; (4.56)

() (32)

\// (- wydo| < [ 1n-w)ldo < [[ |wlldo < 0[] do= 21 as; (457)

() () ()

// n-wdo = (n-w)(zg, o, 20) As, (4.58)
()
unde: A gi p sunt scalari arbitrari; 1 si Yo sunt submultimi ale suprafetei
Y pentru care 1 UYy = X, 1N Yy = (); Ay, este aria suprafetei (X); M este
valoarea maxima a normei vectorului w(P) pe suprafata (X); Q(zo, yo, 20)
este un punct determinat al suprafetei 3.
Proprietatea (4.58) este o teorema de medie analoagd primei teoreme de
medie din teoria integralelor definite.
Celelalte integrale de suprafata din (4.52) au proprietati asemanatoare
celor prezentate in (4.55) — (4.57).
Este posibil ca suprafata neteda (X) sa fie reprezentata cartezian explicit
prin ecuatia
(2): z=f(x,9), (z,y)€DC IR (4.59)

caz 1n care elementul de arie do al suprafetei are forma

do =\/1+ p? + ¢? dzdy,

unde 5 5
z z
p—p(:ﬂ,y) - %(Jf,y), q_Q(xay)_ @(xay)a

iar versorul normalei n la fata superioara a suprafetei are expresia analitica

1
n = ——* CH— k. (4.60)

]
VitpP+a® VI+pP 4+ V1+p ¢
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In cazul mentionat de (4.59) si (4.60), reducerea unei integrale de su-
prafata / / o(z,y, z)do la o integrala dubla se face cu ajutorul formulei de
(%)

// o(z,y,z)do :// o(x,y, f(z,y)\/ 1+ p? + ¢* dady. (4.61)
D

)

calcul

Folosind (4.59) — (4.61) se pot transpune cu usurinta toate rezultatele
stabilite in cazul cand suprafata (X) este data prin ecuatia vectoriala (4.51).
Pentru aceasta trebuie efectuata schimbarea de variabile z = x(u,v), y =
y(u,v) in integrala dubla (4.61).

Afirmatii asemanatoare au loc si atunci cand suprafata () este data
implicit printr-o ecuatie de forma F(z,y,z) = 0. Astfel,

OF oF

_ Oz ,_ Oy
p__aja q= aiFv
0z 0z

iar versorul normalei la suprafata (X) in punctul P(z,y, z) € (X) este

(VF)(x,y,2)

") = 1R @y

4.4.3 Integrale triple (de volum)

Fie Q C IR un domeniu carabil, deci o multime care are volum. Elementul
de volum, notat cu dw, are expresia dw = dxdydz.
Integralele de volum sau triple care ne vor interesa sunt:

Jff e fff e o

Prima din integralele (4.62) a fost studiata aratandu-se cd, in anumite
ipoteze asupra domeniului €2, ea se reduce la o iteratie de integrale sim-
ple. De exemplu, daca 2 este un domeniu simplu in raport cu axa Oz iar
proiectia sa pe planul 2Oy este un domeniu simplu in raport cu axa Oy,
atunci

Q= {(Ql',y, Z) € R3|a <z < b7y1(x) < Yy < y2($)721($ay) <z< ZQ(-CU,Z/)}
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Astfel,

b y2(2) z2(2,y)
// pdw :/ dx/ dy/ o(z,y, z)dz.
o a y1 (@) z1(z,y)

A doua integrala (4.62) se reduce la calculul a trei integrale de tipul celei
precedente,

/Q//vdw:i/ﬂ//mdwﬂ/Q//mdwk/g//vgd%

fiecareia din integralele membrului drept urméand sa i se aplice o formula de
calcul.
Prezentam, fara demonstratie, unele proprietati ale integralelor triple:

/Q// (/\v+uW)dw:/\/Q// vdw+u/ﬂ// i
/Q//vdw:/Q[/vdw+é[/vdw,;
‘/Q// v(P) dw| g/ﬂ/ Hv(P)Hdng/ﬂ// dw = M Vol($2),

unde Qy, Q9 sunt astfel incat O U Qs = Q, IntQy NIntQy = 0, M =
max |v(P)|| si Vol(Q2) este volumul domeniului 2.
€

4.4.4 Formula integrala Gauss—Ostrogradski. Consecinte

Sa consideram domeniul tridimensional V' a carui frontiera este suprafata
inchisd neteda S si fie (z1,x9,x3) coordonatele carteziene ale unui punct
oarecare P € V U S. Suprafata S fiind neteda, in fiecare punct P € S
exista versorul n = (n1,n9,n3) al normalei exterioare. Astfel, avem un
camp vectorial definit in punctele P ale suprafetei care depinde de variabila
vectoriala x :O?: x1i+ xoj + x3k.

Consideram v = (vy,ve,v3) € F(V U S, IR3) un cAmp vectorial continuu
pentru care coordonata v; are derivata partiala v;; continud in V.

In aceste ipoteze are loc formula integrald Gauss—Ostrogradski

// (n1v1 4 nove + ngvs)do :/// (v1,1 + v22 + v33)dw, (4.63)
S \%
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care se poate scrie si in forma

é/ Zzggmvz do :/V// 123:11)“ dw. (4.64)

In particular, considerand pe rand: v = 1, v = 0, v3 = 0; v; = 0,
vy =1,v3 =0; v1 =0, vg =0, v3 = 1, formula (4.63) devine:

//mdU—O //nsz—O //nSdU_O (4.65)

Relatiile (4.65) pot fi scrise unitar in forma

é/nda:O

Daca alegem succesiv pentru campul vectorial v una din urmatoarele
expresii analitice:

(.%'1,0,0); (0,.%’1,0); (0,0,.%'1);
(22,0,0); (0,22,0); (0,0, x2);
(23,0,0); (0,23,0); (0,0,x3),

din (4.64) obtinem

// niz1do = vol(V); // noxr1do = 0; // nzrido = 0;
S S
// nixodo = 0; // naxedo = vol(V); // nzxodo = 0;
S S S
// nirzdo = 0; // nowsdo = 0; // nszsdo = vol(V).
S S S

Aceste relatii pot fi scrise concentrat in forma
ﬂ n;xg do = 5ij VOI(V), (466)
S

unde indicii ¢ si j iau oricare din valorile 1,2, 3, §;; este simbolul Kronecker
(0is =1, 8;5 = 0, daca i # j), iar vol(V) este volumul domeniului V.
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Din (4.66) se pot deduce relatiile

// zindo = vol(V)i; // xondo = vol(V)j; // xsndo = vol(V)k.
i i i (4.67)

4.4.5 Camp potential

Definitia 4.4.3 Un cimp vectorial continuu v € F(D,IR?) se numeste
camp potential dacd existd campul scalar ¢ € C1(D), numit potentialul
scalar al campului vectorial v, astfel incat

v(M)= (V) (M), (V) MeD.

Definitia 4.4.4 Un camp de forte F € F(D, IR?) se numeste cAmp con-
servativ de forte dacd existd campul scalar U € CY(D), numitd functie
de forta, astfel incat F = VU.

Exemplul 4.4.1 Campul gravitational este un camp conservativ de forte.

Solutie. Intr-adevir, si presupunem ca originea reperului Oxyz este in
centrul pamantului. Se gtie ca forta F cu care este atras de catre paméant
un punct material M (r) este

C

F(r) = 30

unde C' este o constanta iar r este marimea vectorului de pozitie r a punctului
M. Deoarece:

0 /1 T 0 /1 Yy 0 /1 z
205 A5 25
rezulta ca putem reprezenta campul de forta gravitational F in forma
F(M) = (VU)(M),
unde U(M) = C/r.

Prin urmare, campul vectorial F' este un camp conservativ de forte pe

R3\ {0}). n

Teorema 4.4.2 Fie campul vectorial v € CY(D, R?), unde D este un do-
meniu tridimensional.
Urmatoarele afirmaiii sunt echivalente:
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e v este un camp potential;

e integrala curbilinie / v - dr este independenta de drum pe D;
C

e cxpresia diferentiald w = v - dr este diferentiala totala pe D.

Demonstratie. Faptul ca prima afirmatie implica celelalte doua este evi-
dent.

Sa presupunem ca w = v - dr este diferentiala totala pe D. Atunci exista
functia U diferentiabila pe D astfel incat w = dU = (VU) - (dr) din care
deducem ca

/ v.de= [ dU=U(B)-U(A)
AB AB

si deci integrala curbilinie depinde doar de extremitatile A si B ale curbei
(C). Din w = (VU) - (dr) = v - dr si unicitatea expresiei diferentialei unei
functii obtinem v = VU, ceea ce arata ci v este un cAmp potential. Asadar,
prima afirmatie este implicata de ultima.

Daca integrala curbilinie / v - dr este independenta de drum pe D,
C
considerand arcul de curba AM C D cu extremitatea A fixa gi cealaltd
extremitete M variabila, functia U(M) = / v -dr are proprietatea VU =
AM

v, adica v este un camp potential. [

4.5 Divergenta unui camp vectorial

Fie @ C IR?® un domeniu avand ca frontiers suprafata inchisa neteda sau
netedd pe portiuni X i v € F(QU X, 1R3) un camp vectorial continuu pe
QU X, diferentiabil in orice punct M (1,2, x3) € Q.

Considerand un punct Py € €2, de vector de pozitie xg = (210, 20, Z30),
exista domenii V' C € astfel incat Py € V. Presupunem ca frontiera unui
astfel de domeniu V' este o suprafata inchisa neteda S. Fie n = n(x) versorul

normalei exterioare intr—un punct oarecare P € S de vector de pozitie 073):
x = (21, x2,x3).

Fie (V) diametrul multimii V, adicd maximul distantei dintre doua
puncte oarecare M,() € V. Presupunem cd domeniul V are volum si ca
vol (V') este volumul sau.

Cu aceste pregatiri, consideram raportul

s é/ (n(x)~v(x))da

vol (V) vol (V) ’

(4.68)
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dintre fluxul ® a campului vectorial v prin suprafata S si vol(V').

Definitia 4.5.1 Se numeste divergenta campului vectorial v, in punctul
Py, notata (div v)(Py) sau (V -v)(xg), limita raportului (4.68) atunci cind
diametrul domeniului V' tinde la zero, deci

[ (60 vx))do

5(1%2 . S ST = (divv)(Py) = (V - v)(x0). (4.69)

Teorema 4.5.1 Daca v = v(P) este camp vectorial diferentiabil in xo =

—

OPy si exista constantele pozitive k1 si ko astfel incat:
aria (S) < k1 82(V);  wol (V) > ke 63(V), (4.70)
atunci limita (4.69) ezista si

3 i v (Y V3
(V600 = 3 G0 = G o)+ G2 0) + 00 (471

Demonstratie. Din ipoteza diferentiabilitatii functiei vectoriale v de ar-
gument vectorial in punctul xg € D rezulta ca are loc identitatea

v(x) = v(Xo) + dv(x, X — x0) + a(x — x0)[[x = Xo|, (4.72)
unde
dv(x, % = X9) = (dv)(x)(x — x0) = (i j k) (v(x0) (X — X))
este valoarea in h = x — xg = (i j k) (X — Xo) a diferentialei functiei v in
punctul xg = (i j k)Xo,

ov;

J (X() = Hal‘] )

3x3

este matricea jacobiana a functiei v = (v1,v2,v3) in punctul xg, iar a este
o functie vectoriald definitd pe IR? cu proprietatea

lim a(x —x¢) = a(0) =0. (4.73)

X—X0

In aceste relatii, X — X si Xy reprezinta matricea cu trei linii si o coloana
a coordonatelor vectorilor x — xq si respectiv xg in baza formata de versorii
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ortogonali i, j, k care, Impreuna cu originea O, constituie reperul cartezian
ortogonal Oxizox3.

Daca inmultim ambii membri ai relatiei (4.72) cu n(x), integram pe
suprafata S, tinem cont de relatiile (4.66) si (4.67) si impartim cu vol (V'),
se obtine

// n(x) - v(x) do , / Ix — x0|(n(x) - a(x — x0)) do
. vol (V) - Z <3SEZ>(XO) = vol (V)

Trecem acum in membrul intai primul termen al membrului doi al acestei
relatii si luam valoarea absoluta a noii egalitati. A doua ipoteza (4.70), faptul
ca ||x — xp|| < (V) si inegalitatea Schwarz—Cauchy-Buniakowski

In(x) - a(x = x0)| < [n(x)]| |la(x = x0)|| = [Je(x = x0)]],
conduc la
n(x) - v(x) do |la(x — x0)l| do
éy (O éy 0 4.74
vol (V) _;(axi)(xt’) = k262(V) -4

Insi, din (4.73) rezulti ci functia « este continui in h = x — xg = 0
ceea ce atrage ca pentru orice € > 0, exista u(e) > 0 astfel incat

k
lee(x — x0)|| < k—ja, (4.75)

oricare ar fi x € S care satisface inegalitatea
[[x = xol| < p(e).

Putem considera ca domeniul V' C € ce contine punctul xg este astfel
ales Incat 0(V) < u(e). In acest caz, din (4.70), (4.74), (4.75) rezulta ca
pentru orice € > 0 exista p(e) > 0 astfel incat oricare ar fi domeniul V' cu

(V) < p avem
// n(x) - v(x)do 5
s A7 - ; (amZ)(XO) < ¢

7
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ceea ce conduce la relatia

3
ov;
. S — 7
Din (4.69) si (4.76) rezulta (4.71). n

Cum divergenta campului vectorial v = (v, v, v3) intr—un punct oare-
care M € () este
Ovs

(x,y,2) + E(aﬁ,y,z), (4.77)

(divv)(z,y,2) = E;;j(x,y, z) +

v

dy

analizand (4.77) constatam ca in membrul al doilea este rezultatul inmultirii
scalare a operatorului diferential al lui Hamilton

0 0 0
V = i—+j—+k—
oz +J oy + 0z
cu vectorul v si deci notatia V - v pentru divergenta campului vectorial v
este justificata.

Definitia 4.5.2 Un camp vectorial v € F(D, IR?), diferentiabil in domeniul
D, se numeste solenoidal daca divv = 0.

4.6 Rotorul unui camp vectorial

Sa consideram o directie arbitrara de versor a si fie (II) planul perpendi-
cular pe versorul a care trece printr-un punct fixat Py € In acest plan
consideram o curba simpla inchisa (C') care inconjoara punctul Py. Curba
(C) delimiteaza o portiune (S) de suprafata plana, a carei arie o notam tot
cu S. Fie 0(S) diametrul multimii (5).

Pentru a introduce rotorul unui camp vectorial v € F(£2, R3), plecam
de la circulatia I" a acestuia pe curba (C') si sa calculam limita

/ v(x) - dr
m — = il
5(9)—0 8  5(5)—0 S

In acest scop, transformam raportul I'/S intr—un raport dintre un flux pe
o suprafata inchisa (S) si volumul domeniului V' inchis de aceasta suprafata,
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reducand astfel problema la cea prezentatd in paragraful precedent. Pen-
tru aceasta, consideram portiunea din suprafata cilindrica, cu generatoarele
paralele cu a, de inaltime constanta h si avand una din baze portiunea de
suprafata (.5).

Notam cu (S7) cealalta baza a cilindrului, cu (S;) suprafata laterala a
sa, iar cu doy elementul de arie al suprafetei (Sy).

Avand in vedere ca dr = 7 ds si ca h - ds = doy, rezulta ca

//V-Tdag
I‘:lr/cv(x)wzlrzsé
S h-S vol (V) 7

(4.78)

unde 7 este versorul tangentei la curba (C) orientat astfel incat sa fie
compatibil cu orientarea suprafetei (). Insi 7, a si ny (normala exte-
rioara la suprafata laterala a cilindrului) formeaza un triedru drept astfel ca
T = a X ny. Atunci, (4.78) devine

r !g/(vxa)-ngdag‘

S~ vol (V)

(4.79)

Deoarece integralele pe bazele cilindrului din integrandul care intra in (4.79)
sunt nule, in baza celor deduse in paragraful prercedent, rezulta ca

// (vxa) ndo
lim i S

— =1
5(5)—0 S 5(\}])[20 vol (V)

= (V- (v xa))(xo). (4.80)

Daca aplicam formula de calcul a divergentei, gasim ca limita din (4.80) se
poate scrie ca produsul scalar dintre vectorul a si un anumit vector w(xg)

lim —=a-
som 5 = a-wix),

unde
w(x0) = (v3,2(x0) —v2,3(X0) )i+ (v1,3(X0) —v3,1(X0))j+ (v2,1(X0) —v1,2(xX0) k-

Definitia 4.6.1 Vectorul w(xg) se numeste rotorul campului vectorial v
in punctul xg $t se scrie:

w(xg) = (rot v)(xo).
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Daca analizam expresia rotorului vedem ca aceasta se poate calcula cu
ajutorul determinantului formal

i j  k
0 0 0
U1 V2 V3

Intr—un punct oarecare x, vom avea
i j k

0o 0 0
8.7}1 81‘2 8:63

vi(x) v2(x) v3(x)

Definitia 4.6.2 Un cimp vectorial v € F(D, IR®), diferentiabil in domeniul
D, se numeste irotational sau lamelar daca rotv = 0.

Teorema 4.6.1 Un cimp potential v € F(D,IR%), al cdrui potential ¢ €
C%(D), este lamelar.

Demonstratie. Intr-adevir, campul vectorial v fiind potential, v(M) =
grad ¢(M). Calculand rotorul acestui camp, gasim

% % % o o o
= - i - ' - k.
Vxv (8$281}3 a$38$2)1+(ax36$1 61:18:53 )'H_(a:l:laxg 83:283;1)

Deoarece ¢ este de clasa C?(D), derivatele partiale mixte de ordinul doi ale
lui ¢ sunt egale si deci V x v = 0. [

4.7 Reguli de calcul cu operatorul lui Hamilton

O parte a acestor reguli au fost mentionate in (4.29) unde operatorul V s-a
aplicat unor functii scalare. Mai mult, gradientul poate fi aplicat si unui
produs scalar a douad campuri vectoriale. Am vazut mai sus ca operatorul
V aplicat scalar unui camp vectorial, sau unei sume de campuri biscalare,
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da ca rezultat divergenta acelor campuri, iar daca V se aplica vectorial unor
asemenea campuri se obtine rotorul acelor campuri vectoriale, adica

V¢ = grad p; V.-u = divu; V xv = rotv.

In baza celor prezentate mai sus, se pot demonstra urmatoarele for-
mule de calcul cu operatorul vectorial V a lui Hamilton (pentru simplitate,
renuntam la scrierea variabilei vectoriale x):

V- (u+v)=V-u+V.v;
Vxu+v)=Vxu+Vxv;
V(pu)=¢(V-u)+u-(Vy);
V- (uxv)=v-(Vxu)—u-(Vxv);
V x (pu) =¢(V xu) —ux (Vy);
Vu-v)=vx(Vxu+ux (Vxv)+ (v Vu+(u-V)v;
V x (V xv)=V(V-v) - Vv,

2 2 2
undeVQ—a— a— 4

= + —— este operatorul lui Laplace sau laplacian. Avem
0xr?  0y? 022 P P P

o Py  Pp
2 _ 1 _
V< = div (grad ¢) = 92 + 957 T 9

Ecuatia diferentiala cu derivate partiale de ordinul al doilea

0? ok 9?
2 v 0%

0x? + oy 022 =0

se numeste ecuatia lui Laplace. Orice solutie a ecuatiei lui Laplace se nu-
meste functie armonica.
Pentru alte operatii cu operatorul V, obtinem:

Vxuxv) = uV-v)=v(V-u)+(v-Viju—(u-V)v; (4.81)

V x (Vp) =rot(gradp) =0; V-(V xv)=div(rotv) =0.
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4.8 Formule integrale

Fie (X) o suprafata inchisa ce margineste domeniul €2, care are urméatoarele
proprietati:

e o dreapta paralela la axele de coordonate ale reperului cartezian or-
togonal Oxyz intersecteaza suprafata (X) in cel mult doua puncte;

e () se proiecteaza pe planul zOy dupa un domeniu D si cilindrul proiec-
tant al lui 2 cu generatoarele paralele cu Oz este tangent la {2 in lungul
unei curbe (I") care imparte (X) in doua suprafete (conditii analoage
se pot pune si pentru planele yOz si 20x);

e suprafata () este cu doua fete si presupunem ca este formata dintr—un
numar de portiuni netede.

Pentru astfel de suprafete (X) si domeniile © marginite de ele au loc
urmatoarele formule integrale (legaturi intre tipurile de integrale cu vectori
sau cu campuri scalare):

é/n-vdo = /Q/ div v dw; (4.82)

é/ngoda = /Q/ grad ¢ dw; (4.83)
é/nxvda = /Q//rotvdw, (4.84)

// © % do :/// (grad ¢ - grad ¥ + V1)) dw, (4.85)
% Q

// (“0 % B w%)d" :/// (V2 = 9V p)dw, (4.86)
= Q

Formula integrala (4.82) este forma vectoriala a formulei integrale Gauss—
Ostrogradski (4.63). Aceasta este intalnita si sub denumirea formula inte-
grald o divergentei sau ca teorema divergentei.

Identitatea (4.83) se numeste formula integrala a gradientului.

Relatiei (4.84) i se poate spune formula integrala a rotorului.

Egalitatea (4.85) este cunoscuta sub denumirea de prima identitate in-
tegrala a lui Green.
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Relatia (4.86) este a doua identitate integrald a lui Green.

Daca (5) este o portiune de suprafata regulata orientabila (cu doua fete)
avand frontiera o curba inchisa rectificabila (T'), iar campul vectorial v €
F(Q, IR3) este diferentiabil si S C €, atunci are loc formula integrald a lui

Stokes
/V-dr ://n-rotvda. (4.87)
r
S

Teorema 4.8.1 Campul vectorial v € C1(D, ]R3) este irotational pe dome-

niul simplu conex D C IR® dacd si numai dacd integrala curbilinie / v -dr
C
este independenta de drum pe D.

Demonstratie. Presupunem rotv = 0 si fie (C') o curba inchisa oarecare
inclusa in D. Exista atunci suprafete S C D cu frontiera C. Aplicand formula

integrala a lui Stokes (4.87), gasim / v -dr = 0. In baza Teoremei 4.4.1 re-
C

zulta ca integrala curbilinie | v - dr este independenta de drum pe D.
C
Demonstratia reciprocei se face prin reducere la absurd. Presupunem

ca exista un punct My(zo, Yo, z0) In care rot v # 0 si fie ca, in acest punct,
va1 — V1,2 = 0 > 0. Atunci exista o vecinatate a punctului My, situata in
planul z = 2 si inclusa in D, in punctele careia sa avem vy 1 — v12 > 0.
Aplicand formula lui Stokes in care portiunea de suprafata este in vecina-
tatea de mai sus, gasim ca pe frontiera acesteia, care este o curba inchisa
din D, integrala curbilinie este diferita de zero. Dar acest lucru contrazice
ipoteza. [

Exercitiul 4.8.1 Se dd campul de fortd definit pe IR®
F(r,y,2) =yz2z +y+ 2)i+ zx(x + 2y + 2)j + zy(z + y + 22)k.

Sa se arate ca acest camp vectorial este irotafional $i sa se determine
functia de forta.

Solutie Faptul ca F este camp irotational de forta este simplu de aratat.

In baza Teoremei 4.8.1 rezultil cil integrala curbilinie / F - dr este in-
C

dependents de drum in IR3. Folosind Teorema 4.4.2 deducem ca functia de

forta care se anuleaza in origine este U = F - dr, unde M(z,y, z) este
OM
un punct oarecare.
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Deoarece integrala curbilinie este independenta de drum, se poate integra
de la origine la M pe muchiile paralelipipedului dreptunghic cu muchiile
paralele cu axele de coordonate ce are O si M ca varfuri opuse. Atunci

T

U(M) = /

y z
v1(t,0,0)dt +/ va(x,t,0)dt +/ v3(x,y,t)dt.
0 0 0

Avand in vedere coordonatele campului vectorial v, rezulta ca functia
de forta a campului de forta F, care se anuleaza in origine, este

Ul y.2) = [ ayo+y+20dt = oyz(o+y +2).
0

Oricare alta functie de forta a cimpului F difera printr—o constanta de
U determinat mai sus. ]

Exercitiul 4.8.2 Sa se determine liniile de camp ale campului vectorial
w=(—zr4+y+2)i+(z—y+2)j+(@+y—2)k

Ardtafi de asemenea ca w este un camp conservativ i determinati functiile
de forta. Calculati apoi fluzul campului w prin fata exterioard a suprafetei
inchise S de ecuatie

|—z+y+zl+lz—y+ztlz+y—2[=1

Solutie. Din sistemul de ecuatii diferentiale ale liniilor de camp deducem
combinatiile integrabile

dr + dy + dz dy — dx dx + dy — 2dz

r+y+z  2y—z) —2@+y-—22)
si liniile de camp
{ (z+y+2)>2(xz+y—22)=C
r+y—2z2=Chy—x)

care sunt intersectii de cilindri si plane.
Avem cd V x w = 0 ceea ce aratd ca w este un camp conservativ.
Observand ca expresia diferentialda w = w - dr este diferentiala functiei

1
—§(x2 +y? 4+ 22+ wy 4+ yz + 2z,
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deducem ca functiile de forta sunt

1
F(z,y,2) = —5(962 +y2 + z2) + 2y + yz + zx + const.

Suprafata prin care se calculeaza fluxul este inchisa, are opt fete si li-
miteaza domeniul V. Folosind formula integrald Gauss—Ostrogradski rezulta

V-W:—3§i<1>:///V-wdmdydz:—?)///d:ndydz.

v v
Pentru calculul integralei triple efectuam schimbarea de variabile

X=—2x4y+z Y=x—y+z z=x+y—=z

1
pentru care dxdydz = ZdX dY dZ. Frontiera ¥ a domeniului transformat V;

are ecuatia | X| 4+ |Y| + |Z] = 1, deci V} este un octoedru de volum 4/3.
Rezulta & = —1. m

Exercitiul 4.8.3 Fie a un versor constant si campul vectorial
veF(R, R, v(z,y,z)=axu(r).

Sa se arate ca au loc relatiile:

i fff = ] G
o [ ][ oo

Ny PRy

unde ) este un domeniu tridimensional oarecare marginit de suprafata X2,
inchisa si netedd pe portiuni.

Solutie. Utilizand formula integrala a rotorului (4.84), obtinem

é/vxndaz—/Q//rotvdw.

Inlocuind in membrul al doilea pe v si tinand cont de formula (4.81),
deducem

//vxndaz—/// [adivu —udiva+ (u-V)a— (a- V)uldw.
by Q
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Deoarece a este versor constant, diva=0gi (u-V)a =0 si

é/v x ndo = —a /Q// div u dw+ /Q// (a- V)udw.
Cu relatia (4.47) avem é/ v x ndo = —a /Q/ divu dw+ /Q// Z—:dw,

de unde rezulta prima identitate.

Pentru a demonstra a doua identitate, aplicim formula integrald Gauss—
Ostrogradski (4.82), calculand totodata si divergenta produsului de vectori.
Obtinem

//V~nda:/// (u-rota—a-rotu)dw = —a- ///rotudw,
by Q Q

din care se deduce a doua identitate.
Pentru demonstratia celei de a treia identitati se foloseste (4.83). ]

Exercitiul 4.8.4 Se considera campul vectorial w = (a-r)r x (a X r),
unde a este un versor constant si r este vectorul de pozifie al unui punct
M(x,y,z) € Q. Frontiera domeniului Q0 este suprafata inchisa orientabild
(X) cu proprietatile precizate la inceputul paragrafului.

Sa se arate ca au loc relatiile:

é/ (div w)ndo = % /Q// rot rot w dw; (4.88)
// (n x rot w)do = 2 /// grad div w dw. (4.89)
= )

Solutie. Calculand divergenta campului vectorial w, gasim
divw =71 - 3(a-r)%

Aplicam formula integrala a gradientului (4.83) in care ¢ = div w.
Asgadar, vom avea

// (div w)ndo :// grad div w dw.
P Q

Avand in vedere expresia lui div w gi regulile de calcul cu gradientul, de-
ducem
grad div w = 2[r — 3(a - r)a].
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Pe de alta parte rot rot w = 4[r — 3(a - r)a], adica
rot rot w = 2grad div w (4.90)

si astfel egalitatea (4.88) este evidenta.
Pentru a demonstra relatia (4.89) folosim formula integrala a rotorului
(4.84) in care campul vectorial v este inlocuit cu rot w. Prin urmare, avem

// (n x rot w)do :/// rot rot w dw. (4.91)
z Q

Daca in relatia (4.91) facem uz de (4.90) deducem ca are loc si (4.89). m

Exercitiul 4.8.5 Se considera v = @(r)r un camp vectorial definit pe
un domeniu Q C IR® a cdrui frontierd este suprafata inchisd si netedd
pe portiuni (X). Presupunem ca functia ¢ este diferentiabila pe un inter-
val I C IRy. Vectorul de pozifie st marimea razei vectoare ale punctului
M(z,y,z) € QUX sunt

r=OM=zityjtzk r=|OM|=aZty?t22 (4.92)

Sa se arate cd au loc identitatile:
// o(r)r-ndo —3 /// o(r) dw :/// r - grad ¢(r) dw; (4.93)
b Q Q

/ o(r)r-dr =0, (4.94)
r

unde I' este o curba simpla inchisa, neteda pe portiuni, inclusa in domeniul
inchis QU X, care este frontiera unei suprafete deschise S C QU .

Solutie. Din (4.92) rezulta ca expresia analiticd a cAmpului vectorial v este
v =xzp(r)i+yp(r)j+ze(r)k,
iar divergenta lui, conform (4.77), este
div v = 3¢(r) + ré'(r).

Formula integrald Gauss—-Ostrogradski (4.82) conduce la

//(p(r)r-nda—?:/// o(r) dw :///Tgol(r)dw. (4.95)
% Q Q

Identitatea (4.93) rezultd din (4.95) deoarece r¢'(r) =r - grad ¢(r).
Identitatea (4.94) rezulta din formula lui Stokes (4.87) aplicata campului
vectorial v, cici rot v =rot (¢(r)r) = 0. |



Capitolul 5

Functii de variabila complexa

5.1 Multimea numerelor complexe

Fie ¢ multimea perechilor ordonate de forma (z,y), x,y € IR,
C={z=(v,9) v,y € R}. (5.1)

Doua elemente ale lui C, z = (z,y) si z0 = (z0,y0) sunt egale daca si
numai daca x = xg si y = yo.

Fie z1 = (z1,11) sl 22 = (x2,y2) doua elemente arbitrare ale multimii C.

In multimea ' definim legile de compozitie binare interne:

+:0xC—(,
(5.2)
(V) (21,22) €€ X € — 21+ 2z=(21+ 22, Y1 +42) €C,
numita adunarea elementelor lui (;
{ Ox O =,
(V) (z1,22) € O x € — 21 2o=(2122 — Y1y2, T1y2 + T2yn) € €
(5.3)

numita inmultirea elementelor lui €.
De asemenea, pe multimea €', definim si operatia externd cu domeniul
de operatori IR,

{':JRXCHC,

V) (a, z) e RXx C — «a-z=(azx, ay) € C,

(5.4)

numita inmultirea elementelor multimii C' cu scalari din IR

143
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Nu este greu de demonstrat ca:

(C,+) este grup aditiv abelian ; (5.5)
(C,-) este grup abelian multiplicativ; (5.6)
z-(z1+20)=z-21+2-22, (V) 2,21,20 € C. (5.7)

Elementul nul al grupului abelian aditiv (€', 4) este perechea (0,0), pe
care o vom nota cu 0, iar opusul perechii z = (z,y) este perechea (—z, —y),
notata cu —z.

Folosind (5.5) si (5.6), deducem ca elementul nul si opusul oricarui ele-
ment din €' sunt unice.

Se constata ca elementul unitate al grupului (C,-) este perechea (1,0)
pe care convenim sa o notam cu 1 deoarece, in baza legii (5.3),

z-1=(z,y)-(1,0)=(x-1—y-0, z-04+y-1)=(x,y) = z.

. - z Y
Inversul elementului z = (z,y) € €\ {0} este 27! = ($2 ey y2)
deoarece z - 27t =1 = (1,0).
Elementul unitate al grupului (€, -) este unic iar inversul oricarui z nenul
din ' este, de asemenea, unic.

Operatia (5.4) se bucura de proprietatile:

1.z = z, V) ze C, 1€ R,
(a+p8)-z = a-z+p-2 (VMzel, opclR;
(@-p)-z = a-(8-2), V) ze €, apelR; o
a-(z1+2) = a-z1+a-z, (YV)aeR, z,20€(C.
Analiza relatiilor (5.2), (5.3), (5.5) — (5.7) arata ca
(C, +, ) este corp comutativ sau caAmp, (5.9)
iar din (5.2), (5.4), (5.5) si (5.8) rezulta ca
(' este spatiu liniar real. (5.10)

Elementele 1 = (1,0) € ¢ si i = (0,1) € € sunt liniar independente
deoarece
a-1+p6-i=0a=0F=0. (5.11)
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Apoi, in baza relatiilor (5.2), (5.4), orice element z € €' se scrie in mod
unic ca o combinatie liniara a elementelor 1 si ¢ din €. Intr-adevar, avem
relatiile

z = ($,y) - (1‘,0) + (07y) =T (170) +y- (071) =x-1+4+y-1, (512>
din care desprindem scrierea
z=x+1y. (5.13)

Rezultatele (5.10) — (5.13) arata ca multimea {1, i} C € o baza in (.
Prin urmare, dimensiunea spatiului vectorial real ' este 2.
Remarcam ca i = (0,1) € (' are proprietatea

=(0,1)-(0,1) =(-1,0) = —(1,0) = —1. (5.14)

Definitia 5.1.1 Multimea €', cu operatiile si proprietatile mentionate, se
numeste multimea numerelor complexe. Numdarul complex i = (0,1) se
numeste unitatea imaginara.

Definitia 5.1.2 Scrierea (5.13) se numeste forma algebrica a unui numar
complex. Numerele reale x st y din aceastd scriere se numesc respectiv
partea reala gi partea imaginara a numdrului complez z.

Fie IR? = IRx IR spatiul liniar real euclidian de dimensiune este 2. Acesta,
poate fi identificat cu multimea vectorilor geometrici dintr—un plan in care s—
a ales reperul ortonormat R = {0, 1i,j} (O, originea reperului, este un punct
fixat al planului, iar i, j — versorii reperului, corespund perechilor (1,0) si

(0,1) care au ca reprezentanti in O segmentele orientate perpendiculare O A
si OB).

Daca notam cu Oz, Oy axele reale cu originea comuna in O si versorii
directori i si j, numite azele reperului, atunci reperul R se poate nota si cu
zOy.

Reprezentantul in origine al vectorului v = (x,y) € IR? este segmentul
orientat OM ale carui pr01ec§11 pe axele Ox, Oy ale reperului sunt segmentele

orientate OM 1, respectiv OM 2 . Aceste segmente orientate sunt la randul lor
reprezentantii In origine a vectorilor vy si va, coliniari cu versorii i, respectiv
j, factorii de coliniaritate fiind méarimile algebrice x, y € IR ale proiectiilor
vectorului v pe versorii i, respectiv j. Prin urmare, avem v; = x1igi vo = yj.
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Deoarece segmentul orientat OM este suma segmentelor orientate OM si

OM,, putem scrie
v=xi+tyj (5.15)

care reprezintd exprimarea vectorului v in baza {i, j}.

Perechea (x, y) stabilegte totodata pozitia punctului M in planul conside-
rat si de aceea x si y se numesc coordonatele punctului M (abscisa, respectiv
ordonata) n reperul xOy, fapt ce se scrie in forma M (x,y).

Aplicatia

p:C— R oz)=v, (5.16)
unde z i v sunt dati in (5.13), respectiv (5.15), este liniara (are proprietatea
p(arz1 + agz) = a1p(z1) + asp(z2)) si bijectiva.

Rezulti ci ¢ stabileste un izomorfism intre spatiile liniare reale ' si IR?,
deci numarului complex arbitrar z din (5.13) 1i corespunde punctul M (z,y),
sau vectorul v din (5.15). Prin urmare, un numéar complex poate fi figurat in
plan. Punctul M (z,y) se numeste imaginea numarului complex z = x + iy,
iar z se numeste afizul punctului M (z,y).

Cele doua spatii liniare descrise mai sus, fiind izomorfe, proprietitile
unuia se transmit prin izomorfism si celuilalt.

Odati stabilit izomorfismul intre €' si IR?, axei Ox i se spune aza reald iar
axa Oy poarta denumirea de azd tmaginarda. Numerele reale, care constituie
o submultime a numerelor complexe, au imaginile pe axa Oz, iar numerele
pur imaginare z = iy au ca imagini puncte de forma M (0,y) € Oy.

Se stie ca [[v| = | OM | = V22 + 32 este o normia pe IR? (norma
euclidiana). In baza izomorfismului (5.16), functia
€= R, =Vat g (V) 2= (z,9) €C, (5.17)

este o norma pe (', deci
cuplul (C, |-]) este spatiu normat. (5.18)

Cum orice spatiu normat este si spatiu metric, rezulta ca multimea ¢
este spatiu metric, metrica d fiind cea indusa de norma (5.18)

d: 0x(— IR, d(z1,22) = |21 — 22| = V/(x1 — 22)® + (y1 — ¥2)?,
(5.19)

unde z; = x1 + 1y1 si 22 = x2 + iys sunt numere complexe arbitrare.
Asadar, putem considera ca (' este o multime de puncte.
In consecinta, toate rezultatele stabilite pentru spatii liniare, spatii nor-
mate si spatii metrice sunt adevarate si in multimea ' a numerelor complexe.
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De exemplu, discul deschis (bila deschisd) cu centrul in punctul zp = z¢+iyo
si raza r > 0 este multimea B(zp, ) C ', unde

B(zp, r) ={2€ C| |z — 20| <71}, (5.20)

iar
B(zo,7)={2€ C| |z — 2| <r} (5.21)
este discul inchis cu centrul in 2 si raza r.
Cu ajutorul bilei deschise putem introduce notiunea de vecinatate a

punctului zg.

Definitia 5.1.3 Multimea nevida V. C (' se numeste vecinatate a punc-
tului zo € C' daca exista r > 0 astfel incat B(zo, ) C V. Multimea V(zp), a
tuturor vecinatatilor punctului zg € €, se numeste sistemul de vecinatati
a punctului zg.

Folosind vecinatatile, putem defini in €' toate notiunile topologice intal-
nite 1n teoria spatiilor metrice.

Amintim pe cele care pot fi utilizate In studiul functiilor complexe de
o variabila complexa: punct aderent; punct interior; punct exterior; punct
frontierd; punct de acumulare; punct izolat, ale unei multimi £ C (.

Folosindu—le apoi pe acestea, se pot defini alte notiuni de topologie,
precum: #nchiderea unei multimi; multime inchisa; interiorul unei multimi;
multime deschisa; exteriorul unei multimi; frontiera unei multimi; multi-
me mdarginita; multime conexd, domeniu (o multime EF C (' deschisa si
conexa); continuu (o multime de numere complexe inchisa si conexa), mul-
time compacta (o multime E C €' marginita si inchisa).

Aceste notiuni topologice constituie un motiv al recapituldrii aceloragi
notiuni introduse in teoria spatiilor metrice din analiza matematica .

In incheiere, prezentdm alte expriméri ale unui numéar complex z = T+1y.

In acest scop, introducem unghiul § = Argz (méasurat in radiani, intre
0 si 27, in sens direct trigonometric) dintre versorul i al axei Ox i vectorul

OM , unde M(x,y). Atunci, z si y, care sunt marimile algebrice ale proiectiei

vectorului OM pe versorii axelor Ox i Oy, se exprima cu ajutorul distantei
|z| intre punctele O si M si unghiul Arg z astfel:

x = |z| cosArgz; y =|z| sinArgz. (5.22)
Relatiile (5.22) si (5.13) conduc la exprimarea

z = |z|(cos Arg z + isin Arg z), (5.23)
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care se numeste forma trigonometricd a numarului complex z = = + iy.
In cele ce urmeaza vom vedea ca

cosf +isinf = e'f, (5.24)

de unde deducem forma
z = |z| eiArgz, (5.25)

numita forma exponentiald numarului complex z.
Daca in relatia (5.24) trecem 6 in —0 si tinem cont de proprietatile func-
tiilor trigonometrice, rezulta ca avem

cos —isinf = e Y. (5.26)

Din (5.24) si (5.26), gisim:

cosf = %; sinf = 67,, (5.27)

cunoscute sub numele de formulele lui Euler.

5.2 Functii de o variabila complexa

Fie F(FE,C) multimea functiilor definite pe multimea nevidda £ C (' cu
valori in spatiul metric (€, d), ale carei elemente sunt functii complexe de o
variabila complezxa.

Deoarece multimea ' este spatiu metric, orice multime nevidd £ C ('
este, de asemenea, spatiu metric, metrica pe F fiind cea indusa de metrica pe
(. Asadar, o functie complexa de variabila complexa este o functie definita
pe un spatiu metric cu valori intr—un alt spatiu metric astfel ca toate rezul-
tatele legate de limita Intr—un punct si continuitatea unei functii definita pe
un spatiu metric, cu valori intr—un alt spatiu metric, sunt valabile si pentru
aceste functiii.

Cum punctele unui plan euclidian raportat la un reper cartezian de axe
se pot identifica cu imaginile numerelor complexe, multimea F de definitie
a functiei complexe de variabila complexa f poate fi considerata si ca sub-
multime a spatiului IR?.

Daca pentru functia complexa de variabild complexa

w=f(z), z€E, weC(, (5.28)
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se evidentiaza partea reald Re f(z) = u(x,y) si partea imaginara Im f(z) =
v(z,y) rezulta ca pentru valorile functiei f putem utiliza si notatia

f(z) =u(z,y) +iv(x,y). (5.29)

Din (5.28) si (5.29) rezulta ca functia f € F(E,C), cu E C (), este
determinata atunci gi numai atunci cand se cunosc functiile reale u(x,y) si
v(x,7), ambele definite pe multimea E C IR

In cele ce urmeaza, pentru o functie complexa de variabila complexa vom
utiliza denumirea de functie complexd si vom nota multimea sa de definitie
cu D daca este un domeniu.

5.3 Functie monogena intr—un punct
Fie functia complexa f € F(D, () si zp € D.

Definitia 5.3.1 Functia complexa de variabila complexa

pe F(D\ {0}, €), plz) = 1= T0) (5.30)

Z— 20

se numeste raportul incrementar in punctul zy al functiei f.

Definitia 5.3.2 Spunem ca functia complexa f € F(D, C) este monogena
sau derivabila in punctul zg € D, daca functia raport incrementar in punc-
tul zg al functiei f are limita tn punctul zg.

Definitia 5.3.3 Dacd functia complexd f este monogend in zg, atunci li-
mita in zg a functiei (5.30), notata cu f'(zg), se numeste derivata functiei
f in punctul zg.

Agadar, daca functia complexid f este derivabild in zy, derivata sa in
punctul zg este
z)— f(z
f/(ZO) = lim M (5.31)
Z2—20 Z— 20

Teorema 5.3.1 O functie monogend in zg este continud in acest punct.

Demonstratie. Valoarea functiei complexe f intr—un punct z # 2y poate
fi scrisa in forma

f(z) = f(20)

Z — 20

f(z) = f(z0) + (2 = 20).



150 Ion Craciun

Trecand la limita in aceasta egalitate pentru z — 2y, obtinem

z)— f(z
lim () = Flz0) + lim LELZTC) iy (o) = ey,
Z2—2Z0 Z2—20 zZ— 20 Z2—20
ceea ce arata ca functia f € F(D, () este continua in z. [

Exemplul 5.3.1 Functia complezxa
f:0—=C, flz)=2
este monogend in orice punct z € C gi f'(z) = 2z.

Solutie. intr—adevér, considerand un punct arbitrar fixat zg, functia p din
<0

Z— 20
unde, prin trecere la limita pentru z — 2z, se obtine f’(z9) = 2z9. Deoarece
zo este ales arbitrar, rezulta ca f este monogena in orice punct z € (' si
f'(z) =2z. |

(5.30) corespunzitoare functiei f(z) = 22 este p(z) = = z+ 29 de

Exemplul 5.3.2 Functia f: C — (', f(z) =sinz este monogend in orice
z€ C g f'(z) =cosz.

Solutie. Intr-adevir, raportul incrementar (5.30) al functiei f(z) are limita
cos zp in punctul arbitrar 2o € (', ceea ce aratd ca (sinz) = cos 2. [ |

5.4 Conditiile Cauchy—Riemann

Teorema 5.4.1 Daca functia complexa f € F(D, ') din (5.29) este mono-
gena in punctul zo = xo + tyo € D, atunci functiile reale de doud variabile
reale u,v € F(D), D C IR?, sunt derivabile in punctul (zo,vo), derivatele
partiale de ordinul intdi ale functiilor w si v in (xg,y0) satisfac conditiile
Cauchy—Riemann

ou ov

871/_(33073/0) == 87y($07y0))

(5.32)
%m0 = — wow)
8y Z0o, Yo - O Z0,Y0),

tar derivata functier f in punctul zg se calculeazd dupa una din formulele:

ou . Ov
f'(20) = %(fﬂo,yo) +i %(900, Yo); (5.33)
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P(z0) = 7 (G tan. )+ 5 an, o). (5.34)

Demonstratie. Cum f este monogena in punctul zp, exista limita in zg a
raportului incrementar (5.30) si aceasta limita este f’(2p). Tinand cont de
expresia (5.29), rezulta ca

o) — lim u(z,y) — u(xo, yo) +i(v(z,y) — v(zo,Y0))
flz0) = lim, r —x0 +i(y — vo)

Y—=Y0

. (5.35)

Sa consideram intai ca z — zg pe o paralela la una din axele de coor-
donate. Daca aceasta paralela este la axa Oz, atunci y = yo si 2 — 2o este
echivalent cu z — xg, incat (5.35) devine

(o) = lim 200 Zul@o.p0) o V@ Y0) =00 40) 5 g

T—x0 T — X T—T0 xr — X

Din (5.36) rezulta ca exista limitele din membrul al doilea si:

thg U(.T, yO) - U(.%'Q, Z/O) — Re f,(ZO);

’ T (5.37)
i Y& %0) — v(zo,50)  _ I f(z0).
>0 T — x

Relatiile din (5.37) arata ca functiile reale u si v de variabilele reale z si y
sunt derivabile partial in punctul (zg,yo) In raport cu variabila x si aceste
derivate partiale sunt:

ou
%(3«“0, vo) = Ref'(20);

0
67;(330’ vo) = Im f'(20).

(5.38)

Apoi, daca z — zy pe o paralela la axa Oy, atunci x = xg, 2z — 2o este
echivalent cu y — yo si (5.35) devine

(z0) = (tim 2z0:9) = 10 30)

; i fim 2E0:Y) _“(xo’yO)). (5.39)

Y—Yo Y — Yo Yy—Yo Y —Yo

Din (5.39) deducem ca ca functiile reale u si v de variabilele reale z si y
sunt derivabile partial in punctul (xg, yo) In raport cu variabila y si ca aceste
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derivate partiale sunt:

?(%,yo) = Re f"(20);
az (5.40)
87/@0, yo) = — Imf'(20).

Din (5.38) si (5.40) rezulta conditiile Cauchy-Riemann (5.32) iar daca tinem
cont ca f'(z9) = Re f/(z0) + i Im f'(20), rezulta c& au loc (5.33) si (5.34). m

Teorema 5.4.2 Daca functiile reale u,v € F(D), sunt derivabile intr—o ve-
cinatate a punctului (xo,yo) € D C IR?, iar derivatele partiale de ordinul
intdi ale lor sunt continue in (xg,y0) $i satisfac in acest punct conditiile
Cauchy—Riemann (5.32), atunci functia compleza (5.29) este monogend in
20 = To + 1 Yo.

Demonstratie. Din ipoteze rezulta ca functiile u si v sunt diferentiabile in
punctul (xg,yo) € D, deci exista functiile reale o gi 3 de variabilele reale z
si y, definite pe D, continue in (zg, yo) si egale cu zero in acest punct, astfel
incat cregterile:

Au = u(x,y) —u(zo,yo0); Av=v(z,y)— v(xo, o), (5.41)

ale respectiv functiilor u si v, corespunzatoare cresterilor

Az =x—1x9, Ay=1y—1yo, (5.42)
sa fie
ou ou
Au = %(xo, yo) Az + @(mo,yo)ﬁy +a(z,y)|z — 2ol
9 50 (5.43)
Av = — A — A — 20].
v =5 (w0,90) A + ay(wo,yo) y+ B(x,y)|z — 20

Sa evaluam cregterea functiei f in zg corespunzatoare cresterii Az = z — zg,
Af(z0,Az) = f(z0 + Az) — f(20). (5.44)
Folosind (5.29) si (5.41) rezulta ca aceasta crestere este

Af(z0,Az) = Au+iAv. (5.45)
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Inlocuind in (5.45) expresiile (5.43) si tinand cont de conditiile Cauchy—
Riemann (5.32), obtinem
Af(z0,A2) = (@(xo o) + 122 (o w)) - Az+ (a+if)-[Az].  (5.46)
’ dx dxr
Impértind ambii membri ai egalitatii (5.46) prin Az si trecand la limita
pentru Az — 0, obtinem

. Af(z0,A2)  Ju Ov . oAz

lim ————~ = — — 1 ——). (54
Jim SRS = S (o, o) i (wo,p0) + Jim ((ai )5 ). (5.47)
) . .. . ) . |Az| .
Deoarece functia a+i( are limita zero in zg, iar functia NG este marginita,

avem ~ i
z

li 1 3) - —— =0. 5.48
Amle+if) R (548)

Din (5.47) si (5.48) rezulta ca raportul incrementar in zp al functiei f are
limita in punctul zg si aceasta este

Af(z0,Az)  Ou ov

lim = 5, (20:%0) +i5- (20, %0)- (5.49)

Az—0 Az

Asgadar, functia f este monogena in zj si derivata sa in 2 este (5.33).
Daca in (5.47) folosim conditiile Cauchy—Riemann ajungem la concluzia

. Af(20,A2)  1/0u Ov _ , |Az|
Jim =ERE = 5 (G o) 15 o)) + dim (e+i8)- 7).
de unde, prin trecere la limita pentru Az — 0, se obtine ca derivata functiei
f in punctul zy este (5.34). |

Exercitiul 5.4.1 Sa se determine punctele z = x + iy in care functiile de
mat jos sunt monogene $t sa se calculeze derivatele in punctele determinate:

19, f(z) = 2% —day+y+i(3z —y?);
20, f(z) = 224222222+ 32+ 2z,
unde Z = x — 1y este conjugatul numdrului complexr z = x + 1y.

Solutie. 1°. Partea reald a functiei f este u(z,y) = 22 — 4wy + y, iar cea
imaginara este v(x,y) = 3z — y?. Ecuatiile Cauchy-Riemann sunt

{ 20 —4dy = —2

—4r+1 = -—3.
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Cum solutia acestui sistem este zg = 1, yo = 1 rezultd ca functia data este
monogena in punctul zg =1+ si

0 .0 )
f'(z0) = 8%(1’ 1) +Za—;(1, 1) = -2+ 3i.

20, Functia se scrie
f(z) = 2% + 3y* + 5z + i(6xy + y),
iar conditiile Cauchy—Riemann conduc la sistemul

20 +5 = o6x+1
6y = —by,

de unde rezulta solutia xg = 1,y9 = 0. Agadar, functia datd este monogena
numai in punctul zg =1+17-0=1.

Derivata functiei f in zg este f'(z29) = gZ(l, 0)+i gZ(l, 0)="1. [ |

5.5 Functie olomorfa. Proprietati

Definitia 5.5.1 Functia complexza f € F(D,(C) se numeste olomorfa pe
D daca este monogend in fiecare punct z € D.

Definitia 5.5.2 Daca f € F(D, () este olomorfa pe D, atunci functia

iD=, f(z)= lim fz+42) - f(2) (5.50)

Az—0 Az

se numeste derivata functiei f.

Observatia 5.5.1 Din Teorema 5.4.1deducem ca daca f € F(D,(C) este
functie olomorfd pe D, atunci derivata f'(z) are una din urmatoarele expre-
811:

ou ov

f’(z):%(x,y)—l—i%(x,y), (V) z=x+1iy € D; (5.51)
f’(z):i(g;lj(fc,y)+i22(x,y)>, (V) z=x+iy € D. (5.52)
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Teorema 5.5.1 Dacd f € F(D, C) este functie olomorfd pe D si f'(z) = 0,
(V) z € D, atunci f(z) = const. pe D.

Demonstratie. Intr-adevir, din f/(z) = 0, (5.51) si (5.52) rezulti ci in
orice punct (z,y) € D sunt satisfacute egalitatile

ou

ov

@) =0 Py =0, Liary) =0 o

y Ox
si deci diferentialele functiilor u si v sunt nule pe D. Asadar, u(z,y) = Cy,
v(z,y) = Ca, de unde rezulta f(z) = C1 + i Cs. [

Teorema 5.5.2 Daca functia complexd f(z) = u(x,y) +iv(z,y) este olo-
morfd pe domeniul D C € si u,v € C?(D), atunci u §i v sunt functii
armonice.

Demonstratie. Deoarece functia f este olomorfa pe D, w si v verifica
conditiile Cauchy—Riemann pe D

9. Y = 5 (@)

(5.53)
ou B ov
@(wvy) - _%(xay)'

Dar, in baza criteriului lui Schwarz de egalitate a derivatelor partiale
mixte, avem ca derivatele partiale mixte de ordinul al doilea ale oricarei din
functiile u si v sunt egale si deci putem scrie:

azu(x )_ﬂ(x ); sz(gc )_L%(:E )
Oxdy Y - Oyoz Y Oxdy Y - Oyoz Y

(V) (z,y) € D.
(5.54)
Derivand prima relatie (5.53) in raport cu z, a doua in raport cu y,
adunand si tinand cont de a doua relatie (5.54), obtinem

R R

care arata ca u este functie armonica.
In mod analog obtinem ca v este functie armonica, deci ca

0%v 0%
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|
0% 092
Cu ajutorul operatorului lui Laplace V2 = +5 T 55, relatiile (5.55) si
or?  0y?
(5.56) se scriu:
V2u=0; V?v=0, (5.57)

fiecare din ele exprimand c&, in ipoteze suplimentare de regularitate, partea
reala si partea imaginara a unei functii olomorfe sunt functii armonice.

Teorema 5.5.3 (Determinarea unei functii olomorfe cand se cu-
noaste partea sa reald) Datd o functie armonica v = u(z,y), (z,y) €
D C IR?, existd functii olomorfe pe D de forma f(z) = u(z,y) +iv(x,y) si
oricare doud asemenea functit diferd printr-o constanta pur imaginard iC,

unde C € IR.

Demonstratie. Cum partea reala este cunoscuta, pentru a determina func-
tia olomorfa f trebuie sa determinam partea ei imaginard v. Functia v tre-
buie sa fie tot armonica gi legata de functia u prin relatiile Cauchy—Riemann
(5.53).

Daca in diferentiala functiei v

dv = ——dz + —dy. (5.58)
Yy x

Dar, expresia diferentiald din membrul doi al relatiei (5.58) este o dife-
rentiala totala exacta, deorece conditia de integrabilite

0 /0u 0 (0u

——(=)==(=), (VZu=0 5.59

6y(8y> 8x<8x) (Viu ) ( )

este verificatd in baza faptului ca u este functie armonica. Relatia (5.59)

arata ca integrala curbilinie din expresia diferentiala a membrului doi din

(5.58) este independenta de drum, depinzand doar de extremitatile acestuia.

Integrand (5.58) pe un drum paralel cu axele de coordonate cu extremitatile

My (xo,yo) fixat si M (z,y) variabil, obtinem

o

(tmm/thw (5.60)
, —(z, . .
zo Oy Yo yo O

v(z,y) = v(xo,yo) —
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Astfel, functia v se determina pana la o constanta arbitrara care poate fi
determinata daca se cunoaste valoarea functiei olomorfe f(z) intr—un punct
20 = To + 1 Yo.

Asemanator se demonstreaza si cazul in care se da partea imaginara
v = v(z,y), functie armonica pe D. Si in acest caz functia f(z) se determina
pana la o constanta reala aditiva. In adevar, avem

i f(z) = v(z,y) - iu(z,y)

si cum functia are ca parte reald chiar v(x,y), suntem condusi la problema
precedenta. Formula de determinare a functiei u este asemanatoare celei din
(5.60) si are forma

"o

u(x,y) = u(xg, +
(z,9) (z0,yo) S

(t, yo)dt — /y g;(x,t)dt. (5.61)
Yo

Se vede ca functia f este determinatd pana la o constanta arbitrara
care se poate determina dacd se cunoasgte valoarea functiei f in punctul
20 = o + 1Yo- =

Exercitiul 5.5.1 Sa se determine functia olomorfa f : C' — €' a carei parte
reald este functia u(x,y) = e® cosy si care in z =0 are valoarea f(0) = 1.

Solutie. Mai intai se verificad ca u este functie armonica. Apoi, luand in
(5.60) pe zp = 0, si yo = 0, adica zp = 0, avem ca partea imaginara a functiei
f este

x y
v(z,y) =v(0,0) +/ e'sin 0 dt +/ e’ cost dt.
0 0

Tinand cont ca f(0) = 1, deducem v(0,0) = 0 si deci
y
v(z,y) = ex/ costdt = e”siny.
0

Prin urmare, f(z) = e” cosy+ie” siny. Din (5.24) rezulta cos y+i siny =
e gi daca tinem cont ci e%e® = 7TV = €% avem ca f(z) = . Aceasta
este functia exponentiald din complex care va fi studiatd intr—un paragraf
ulterior. [

Exercitiul 5.5.2 Sa se determine functia olomorfa f : C\{0} — C a carei
parte imaginard este functia v(x,y) = e*siny + —5—— stcareinz =1 are
e +y

valoarea f(1) = 1.
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Solutie. Verificim mai intai daca functia v(z,y) este armonica. Pentru
derivatele partiale de ordinul intai gasim expresiile

81)( ) . 2zy
—(x = e¥siny — ———+—=
oz Y Y (22 +y?)?
ov - 2 — g2
afy(ﬂ%y) = syt oa e

iar pentru cele de ordinul al doilea nemixte, avem

0% 32 — ¢

9 Y5y = efsing+2y——o Y

52 (L2 Y) YWy

0% - 32 — 92

— — _efginy — Qy—n 7
a7 ©Y) ersiny = 2y

0?2 0?
de unde se vede ci V2v(z,y) = 8—;2)(36, y) + T;(x,y) = 0, ceea ce demon-

streaza ca v este functie armonica.
Pentru determinarea functiei v = u(z,y), aplicam formula (5.61), luand
2o = 1,99 = 0. Observam ca din f(1) =1 avem u(1,0) = 1 i (5.61) conduce

la
2zt

u(z,y) = 1+/1m (et+t12)dt+/oy(—e”sint+M)dt.

Integrand, rezulta

x
u(z,y) =2—e+e"cosy — ———,
(z,9) N
deci
—9_ z __ T et _Yy
f(z)=2—e+e®cosy $2+y2+z(e Slny+x2+y2>.

Exista un procedeu simplu pentru a gasi expresia lui f in variabila z si
acesta consta in trecerea lui z in z i anularea lui y.
Aplicand acest procedeu expresiei de mai sus a functiei, obtinem

. 1
f(z)=2—e+e -

Constatam ca functia f(z) a fost determinata exact deoarece s—a precizat si
valoarea sa intr—un punct. [
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Operatiile cu functii olomorfe decurg din (5.50) si rezulta ca sunt ase-
manatoare proprietatilor functiilor reale de o variabila reala derivabile. Re-
nuntand la scrierea variabilei z, avem:

(af +B9) = af + Bd;
(f-9)=f -9+ d;

() =Fo

(fop) = f(p)¢;

(f71) (wo) = f,(lz(]), unde wy = f(z0) etc.
Definitia 5.5.3 Diferentiala unei functii olomorfe este
df(z) = f'(2)dz (5.62)

unde dz = dx + i dy.

Regulile de calcul cu diferentiala din real sunt valabile i in complex.

5.6 Puncte ordinare si puncte singulare. Planul
lui Gauss

Definitia 5.6.1 Un punct z € D C €' se numeste punct ordinar pentru
functia complexd f: D — C daca ezista o vecindatate V- € V(z) cu proprie-
tatea f olomorfa pe multimea V N D.

Definitia 5.6.2 Un punct z € ' care nu este punct ordinar pentru functia
complexa f : D — C se numeste punct singular al functiei.

Intre punctele singulare ale unei functii complexe, remarcam pe cele de
tip pol.

Definitia 5.6.3 Punctul z = a € (' este un pol al functiei f : D — C, daca
exista un numar natural o, numit ordinul polului, astfel incat functia

p(z) = (z —a)*f(2)

sa aiba in z = a un punct ordinar, iar p(a) # 0.
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Observatia 5.6.1 Dacd z = a este un pol de ordin o pentru functia com-
plexa f, valorile functiei se scriu sub forma

o e)
f(2) )

unde p(a) # 0 $i z = a este un punct ordinar pentru functia complezxd .

Daca in Definitia 5.6.3 avem « = 1, polul se spune ca este simplu. Daca
a = 2, polul se numeste dublu, s. a. m. d.

Definitia 5.6.4 Un punct z = a se numeste zerou de ordin n al functiei
f:D — € daca exista n € IN* gi o functie v : D — C, olomorfa pe D, cu
¥(a) # 0, astfel incdt

F(z) = (z—a)"h(z), (¥) z € D.

Definitia 5.6.5 Prin punctul de la infinit al planului variabilei z se

1
intelege punctul corespunzator punctului ¢ =0 din relatia z = —.

Observatia 5.6.2 Planul complex contine un singur punct la infinit; acesta
se moteaza cu z = Q.

Definitia 5.6.6 Planul variabilei complexe z, completat cu punctul de la
infinit, se numeste planul complex sau planul lui Gauss, notat cu (z).

Modulul numarului complex z = oo este oo, iar argumentul sau este
nedeterminat. O vecinatate |¢| < r a punctului ¢ = £ + in = 0 din planul

£0'n se transforma prin relatia z = — in multimea punctelor z care satisfac

. ¢
inegalitatea |z| > — = R, deci in exteriorul discului inchis, de raza R, cu
r

centrul in originea planului complex (z). Inegalitatea |z| > R reprezinta o
vecindatate a punctului de la infinit in planul variabilei (z).

5.7 Functii elementare de o variabila complexa

5.7.1 Functia polinom in planul complex

Cea mai simpla functie elementard nebanalad este functia polinomiald de
gradul n € IN

P:C—(Q, Ple)=Ag+A1z+ A2+ + A2, (V) z€C,
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unde Ag, A1,..., A, sunt constante complexe.
Functia polinomiala o vom numi adesea polinom.

Teorema 5.7.1 Polinomul P este o functie olomorfa pe C.

Demonstratie. Evident, functia constanta este olomorfa si are derivata
nula in orice punct din C.
Functia identica P(z) = z este, de asemenea, olomorfa si derivata sa este
egala cu 1 in orice z € ', deoarece
P(z+ Az) — P(2) 24+ Az—z

/ _ . _ . —
Pe=dm T T A T

Functia putere naturali a lui z, cu valorile f(z) = 2*, k € IN*, este un
produs de k functii egale cu functia identica. Folosind definitia unei functii
monogene Intr—un punct si definitia unei functii olomorfe deducem ca func-
tia putere cu exponent k € IN* este olomorfa pe (' si derivata sa are valorile
f'(z) = k21 (V) 2 € €.

Functia complexa ale ciirei valori se calculeazi dupa legea Ay z* este olo-
morfa pe €' fiind produsul a doua functii cu aceasta proprietate. Polinomul
P, fiind o sumi de functii de de forma Ajz*, este o functie olomorfs pe (.

Aplicand definitia derivatei unei functii complexe intr—un punct, gasim

P'(z) = A1 + 242 + 34522 + -+ nA, 2",

de unde se vede ca derivata functiei polinom are aceeasi forma ca in cazul
real. [

Reamintim o proprietate importanta a polinomului. Datorita faptului ca
( este un corp algebric inchis, in sensul ca toate radacinile unui polinom cu
coeficienti numere complexe sunt numere complexe, orice polinom de gradul
n > 1 admite descompune in factori

P(z) =An(z—21)" (2 — 22)"™ - (2 — 2p)™", my € IN",

unde 21, 22, ..., 2p € (' radacini distincte de respectiv multiplicitati mq, mao,
s, My, cumg +me+ -+ mp =n.

Asadar, zerourile functiei polinom formeaza o multime discreta in sensul
ca fiecare element al acesteia este un punct izolat al domeniului de definitie
al unei functii polinom. Se poate demonstra un rezultat mai general, si
anume

Teorema 5.7.2 Daca f este o functie olomorfa pe un domeniu D, multimea
zerourilor sale continute in D este discreta.
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Se mai spune ca zerourile unei functii olomorfe sunt puncte izolate.

Dupa ce vom studia si functia rationala, vom cerceta natura punctului
de la infinit pentru functia polinom de gradul n si vom arata ca este un pol
de ordin n.

5.7.2 Functia rationala
Fie P gi @) doua functii polinomiale definite pe ' cu valori in (,
P(z)=Ao+A1z+ -+ Apz", Q(z)=Byo+ Biz+---+ Bpz™.

Fie a,b,...,f € ' radacinile distincte ale polinomului Q si o, 3,..., A
ordinele lor de multiplicitate. Atunci,

Q(z) = Bn(z —a)¥(z — b)ﬁ (2 — E))‘.

Definitia 5.7.1 Functia complexd de variabila complexa f = —, definita

Ol

pe domeniul C'\ {a,b,...,l}, se numeste functie rationala.

In cazul cand @ este un polinom nenul de grad zero (o constanta com-
plexa), functia rationala corespunzatoare se reduce la o functie polinom care
se mai numeste functie rationald intreagad.

P
Teorema 5.7.3 Functia rationala in complex f = — este olomorfa pe

Q
domeniul D = C'\ {a,b,..., l}.

Demonstratie. Functiile polinom P si @), cu ajutorul carora se definegte
functia rationala f, sunt functii olomorfe pe €'. Catul a doua functii olomorfe,
acolo unde el exista, este o functie olomorfa. Prin urmare, functia rationala

P
f= 0 este olomorfa in C'\ {a,b,...,(}. |

P
Observatia 5.7.1 Dacd f = — este o functie rationala definitd pe dome-

niul D = {z € C| Q(z) # 0} si a,b,..., L sunt radacinile distincte ale

polinomului Q, iar o, f3,...,\ sunt respectiv ordinele lor de multiplicitate,
atunci punctul z = a este un pol de ordin o, z = b este un pol de ordin (3,
-+, z = [ este un pol de ordinul A\ pentru functia rationala f.

Sa cercetam comportarea functiei rationale in punctul de la infinit.



Capitolul 5 — Functii de variabila complexa 163

Pentru aceasta, in f(z) trecem pe z in c si avem

A A,

Ag+ —+-- -+ = m . .
f(l>: ’ BC é” "M Ant An Gt A 11+A0§ '
¢ Bo+ 2t et o " B+ Bn1C+- -+ BiC™ L+ Bo(™

Cercetam natura punctului ¢ = 0 pentru noua functie.
Distingem doua cazuri, si anume:

e n > m, ( =0 este un pol de ordin n — m;
e n < m, ( =0 este un punct ordinar.

Deci, functia rationala are in punctul de la infinit un pol sau un punct
ordinar, dupa cum gradul numaratorului este mai mare ori mai mic sau egal
cu gradul numitorului. Am demonstrat

Teorema 5.7.4 Functia rationald nu are alte singularitati in planul com-
plex (z) decat poli.

Functia polinom este un caz particular de functie rationala pentru care
m = 0.

Folosind Teorema 5.7.4 deducem ca functia polinom de gradul n are in
punctul de la infinit un pol de ordin n.

5.7.3 Functia exponentiala

Vom determina o functie complexa f de variabila complexa z = x + iy, care
sa satisfaca axiomele:

1. sa fie functie olomorfa in tot planul complex din care se exclude punctul
de la infinit;

2. sa satisfaca relatia functionald f(z1 + 22) = f(21) - f(22), (V) 21,22 €

(2) \ {oo};

3. restrictia functiei f la axa reald sa fie functia exponentiala reala e®,
adicd f(Rez) = e'€? = %;

4. valoarea in z a functiei conjugate f sd fie egald cu valoarea functiei f
in conjugatul complex a lui z, adica f(z) = f(z), (V) z € (2) \ {o0}.
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Sa calculam patratul modulului valorii in z = x+iy a functiei f care satisface
axiomele de mai sus. Avem

f(2)? = f(2)- f(2) = f(2) - f(2) = f(z +2) = f(22) = €,
de unde |f(2)| = €.

Avand in vedere ca orice numar complex se poate scrie sub forma trigono-
metrica gi notand cu p(x,y) argumentul lui f(2), rezulta ca

f(z) = €“(cos p(z,y) + i sinp(z,y)).
Partea reala u(z,y) si partea imaginara v(z,y) a lui f(z) sunt
u(z,y) = e"cosp(z,y), v(z,y)=e"sinp(z,y).

Cum f este functie olomorfa, u si v trebuie sa satisfaca conditiile Cauchy—
Riemann (5.32), deci

v Iy , _ o 00

e (cosplwy) = 5 (@ y) sinpl@,y)) = € 5w y) - cosp(wy),

(G2 () cospl(w,y) +sinpley)) = o I (a,y) sinple,y)
ax Y ) Y ay Y J *

Dupa simplificare cu e®, obtinem sistemul de ecuatii diferentiale cu de-
rivate partiale

Op - _ %
coss@(w,y)—%(fv,y)'smsz?(w,y) = ay(x,y) cos p(z,y),
Oy . Oy .
%(:E,y) cos p(z,y) +singp(r,y) = By (z,y) - sinp(z,y)

pe care—l interpretam ca un sistem algebric liniar si neomogen in necunos-

0 0
cutele a—j(m,y) si 8—;0(:5, y). Solutia acestui sistem este
dp dp
= == 1
5 (&) =0, 9y (2, y)

si deci diferentiala functiei ¢ este egala cu dy, ceea ce arata ca p(x,y) difera
de y printr-o constanta. Asadar, p(z,y) =y + C, unde C este o constanta
reala arbitrara. Impunand acum a treia axioma, adicd f(Rez) = ez ,
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ceea ce revine la a face y = 0 in expresia lui f(z) sub forma trigonometrica,
obtinem

cosC = 1,
e?(cosC +isinC) =e* = cosC +isinC =1 =
sinC = 0.

O solutie a ultimului sistem este C' = 0 si deci p(x,y) = y. Asadar,
expresia functiei cautate este

f(z) = €e"(cosy +i siny).

Notam aceasta functie cu e? si o numim functia exponentiald. Prin urmare,

e” =e"(cosy + i siny).

Daca in aceasta egalitate punem x = 0, deducem

e’V = cosy + i siny.
Trecand pe y In —y, avem si

e Y = cosy — i siny.
Din ultimele doua relatii se obtin formulele lui Euler:

etv+e Y eV —e Y

cosy = > i siny = 57
7

Partea reala a functiei exponentiale este u(x,y) = e® cosy, iar partea
imaginara este v(z,y) = e siny. Derivatele partiale in raport cu x ale aces-
tor functii sunt

ou ov

Ou _ e _ v Ty — . 5.63
oy (Ty) = €' cosy =u(w,y), = (,y) =" siny = v(z,y) (5.63)

Teorema 5.7.5 Derivata functiei exponentiale f(z) = e* este

f'(z) = f(z) =€ (V) z € (2) \ {oo}. (5.64)

Demonstratie. Daca se aplica una din formulele de calcul ale derivatei
unei functii complexe, de exemplu

ou v
"(2)= —+1i—

si se tine cont de (5.63), se obtine (5.64). |
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Teorema 5.7.6 Functia exponentiald este periodica si perioada principald
este T = 2mi.

Demonstratie. Daca exista T'= A+i B € €'\ {0}, astfel incat f(z+7T) =
f(2), (¥) z € €, aceasta revine la

e**4(cos (y + B) + i sin (y + B)) = e*(cosy + i siny), (V) z € C.
Pentru aceasta este necesar si suficient ca
et =e? y+ B=y+2kr, ke Z, (V) z,y€lR.

Din prima egalitate rezultda A = 0, iar din a doua B = 2kmw, k € Z*.
Asadar, T poate lua toate valorile T, = 2kmi, cu k € Z*. Ty = 2mi, este
perioada principala. [

5.7.4 Functiile circulare si functiile hiperbolice

Definitia 5.7.2 Pe multimea numerelor complexe C definim urmadatoarele
functii:

e functiile circulare cosinus si sinus, notate cos, respectiv sin, cu
valorile

iz —iz 2 ,—iZ
Ccosz = %, sinz = %’ V) z € C; (5.65)
1

e functiile cosinus hiperbolic si sinus hiperbolic, notate cosh, res-
pectiv sinh, cu valorile

coshz = %, sinh z = %, V) z € C. (5.66)

Observatia 5.7.2 Functiile definite in (5.65) sunt prelungiri in C' ale func-
tiilor reale date in (5.27). O observatie similard are loc i pentru functiile
hiperbolice.

Teorema 5.7.7 Functiile circulare si functiile hiperbolice au urmdtoarele
proprietati:

e sunt functii olomorfe pe C ale caror derivate sunt:

(cosz) = —sinz, (sinz) = cosz;

(cosh z)’ =sinh 2, (sinhz)’ = cosh z;
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e functiile circulare cos sisin au aceleasi perioade ca restrictiile lor la IR,
iar perioada lor principald este 2w. Functiile hiperbolice au periaodele
T, =k-2mi, k € Z*, perioada principald fiind 27i;

e intre functiile circulare si funciiile hiperbolice exista relatiile
cosiz = coshz, siniz=1isinhz, (V) z € (5.67)

e zerourile functiilor circulare sunt numere reale si coincid cu zerourile
restrictitlor lor la IR,

cosz=0 — z:g—klm, sinz=0 = z=knr, k€ Z,

iar cele ale functiilor hiperbolice sunt:

coshz:O:>z:i<g+k7r); sinhz=0=z2=kmi, k€ Z.

Demonstratie. Functiile e#, %%, e7%* rezulta din compunerea unor func-
tii elementare olomorfe pe (. In consecinta, functiile cosz, sinz, coshz,
sinh z sunt olomorfe pe (, fiind combinatii liniare de functii olomorfe pe
(. Pentru calculul derivatelor acestor functii folosim operatiile cu functii
olomorfe. Avem

_ e—iz

1 . .
(cosz) = 5(2’6” —ie *) = g = —sin z.

iz

Celelalte formule de derivare se obtin analog.
Pentru determinarea perioadei functiei cos z se procedeaza ca in Teorema
5.7.6. Asadar incercam sa determinam 7' # 0, astfel incat sa avem

cos(z+T)=cosz, (V)zeC,

de unde se gaseste T, = 2km, k € Z*. Perioada principald se obtine pentru
k=1.

Pentru celelalte functii se procedeaza similar.

Din (5.65) rezulta

—Zz z —Zz z

. e~ +e . e~ —e ..
cosiz = ——— =coshz, siniz = ——— = isinhz.
2 21
Pentru determinarea zerourilor functiei f(z) = cosz, rezolvam ecuatia

cos z = 0. Aceasta conduce la €' + e¢7"* = 0 care este echivalenta cu ecuatia
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e?? = —1. Punand z = x + iy si comparand modulele si argumentele, se
obtine sistemul

e = 1

2 = w+42kw, ke Z,

de unde deducem y =0, = = g + k7w, k € Z. Prin urmare, functia cos z are

T
zerourile z = — + kw, k € Z.
Analog se determina si zerourile celorlalte functii. [

Observatia 5.7.3 Folosind (5.65), se pot demonstra usor relatiile:

cos (21 + 2z2) = €os 2] COS z3 — sin 21 sin 29
sin (21 4 z2) = sin z; cos zo + sin 23 cos 21

cos?z+sin?2z=1

2 2

cos2z = cos® z — sin” z

sin 2z = 2sin z cos z.
Din acestea, folosind relatiile (5.67), rezultd

cosh (z1 + z2) = cosh z1 cosh z3 + sinh z; sinh z9
sinh (21 + z2) = sinh 21 cosh 29 + sinh 29 cosh 21
cosh? z —sinh? z = 1
cosh 2z = cosh? z + sinh? 2

sinh 2z = 2 sinh z cosh z.

Partile reale si partile imaginare ale functiilor circulare si hiperbolice se
pot obtine acum cu usurinta. De exemplu,

sin z = sin(x + iy) =sin x cos iy + sin iy cos x =sin z cosh y + i sinh y cos x.

Definitia 5.7.3 Functiile circulare tg z, cot z si functiile hiperbolice tanh z,
coth z se definesc prin:
sin z cos z sinh z cosh z
tgz = ; cotz=——; tanhz= ; cothz = — .
cos 2 sin z cosh z sinh z
Vom trece la studiul unor functii uzuale obtinute prin inversarea unor

functii olomorfe.




Capitolul 5 — Functii de variabila complexa 169

5.7.5 Functia logaritmica

Daca in transformarea

w = e, (5.68)

definita de functia exponentiala, intervertim rolul variabilelor, obtinem tran-
sformarea

z=¢" =ef?), (5.69)
care definegte o noua functie w = f(z), numita inversa functiei exponentiale.

Sa folosim scrierea exponentiala a unui numar complex (5.25) gi s notam
z=re? w=u+iv, (5.70)
unde r gi § € [0, 27) sunt modulul, respectiv argumentul numarului complex
z.
Inlocuind (5.70) in (5.69), in care w = u + v, obtinem egalitatea

ret? = Ut — gt . i, (5.71)

Cum functia exponentiala este periodica si cum douad numere complexe
sunt egale daca si numai daca modulele lor sunt egale iar argumentele difera
prin 2k7, unde k € Z, rezulta:

r=e% v=0+2km. (5.72)

Prima din relatiile (5.72) este o egalitate intre doua numere reale si deci
u=Inr.
In acest mod, functia w = f(z) definita in (5.69) are expresia

f(z) =Inr+i(0 + 2km) (5.73)
si se numeste functia logaritmicd, notata cu
w = Log z. (5.74)

Functia complexa de variabila complexa (5.74) generalizeaza functia
reala de variabila reala x — Inx si extinde definitia acesteia in domeniul
complex. Deoarece constanta k poate lua orice valori intregi, functia log-
aritmica (5.74) are, pentru aceeasi valoare a variabilei z, o infinitate de
determinari.

Functia logaritmica (5.74) se mai scrie

1
w = Logz =1Inr+i(f + 2kr) = 5 In (22 + %) + i(arctg% + 2k7r). (5.75)
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. ) . . RERVEA .
Pentru functia arctg = se ia determinarea cuprinsa intre —m si +m, care

verifica egalitatile:

rsinf = y

{rcos@ =

Se verifica usor ca functia (5.75) este monogena si se observa ca ea este
definita In orice punct al planului complex situat la distanta finita, fara
origine, iar in origine ia valoarea oc.

Definitia 5.7.4 O functie complexa de variabila complexa f(z) se numeste
multiforma daca unui punct z din domeniul de definitie al functiei i core-
spunde cel putin doud valori ale functiei f(z).

Datorita constantei k din (5.75) care poate lua orice valoare intreaga,
functia logaritmica este multiforma i are o infinitate de valori. Acest rezul-
tat se datoreaza faptului ca functia exponentiala, desi este olomorfa in tot
planul cu exceptia punctului de la infinit, nu este injectiva.

Se pune intrebarea daca functia Logz nu se poate descompune intr—o
infinitate de functii uniforme. Acestea se obtin dand succesiv lui k diferite
valori intregi.

Aceasta descompunere este posibila, insa functiile astfel obtinute, numite
determinarile sau ramurile functiei Log z, nu sunt fara legaturi intre ele, ci
ele se continud unele pe altele formand impreuna o singura functie, functia
multiforma Log z.

Sa presupunem ca am ales o valoare fixa pentru k. Avem

Logz =1In7r +i(0 + 2km).

Daca z descrie un contur inchis care inconjoara o singura data originea
in sens pozitiv, plecand din punctul zy = 70e? % 0 si revenind in acelasi
punct, functia pleaca de la valoarea Inrg + i(6y + 2k7) gi ajunge cu o alta
valoare, dupa cum vom constata.

Marimea razei vectoare r = |z| variaza de la valoarea rg, insa revine
la valoarea initiala fara a se anula (conturul nu trece prin origine), ceea ce
inseamna ca partea reala a functiei pleaca de la valoarea Inrg si revine tot
la ea dupa o variatie continua.

Partea imaginara insa, pleaca de la valoarea 6y 4 2k si, dupa ce variaza
continuu, ajunge la valoarea (y+27)+2km, deci partea imaginara ia valoarea
finala 6y + 2(k + 1).

Prin urmare, functia Log z pleaca de la valoarea

Log 20 = Inrg + i(0y + 2km)
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si ajunge la valoarea
Log 4120 = Inrg + (6o + 2(k + 1))

care este determinarea corespunzatoare lui k + 1.

Asadar, cand z Inconjurd originea, diferitele determinari ale functiei
Log z se permuta intre ele si de aceea nu le putem privi ca pe nigte functii
independente (nu se pot separa) ci trebuiesc considerate ca ramuri ale unei
singure functii multiforme.

Definitia 5.7.5 Se numeste punct critic al functiei complexe de variabild
complexd f un punct a € C cu proprietatea ca in orice domeniu care—l
contine, functia f este multiformd.

Daca z inconjura originea de p ori in sens pozitiv, Log z creste cu 2pwi, iar
daca z inconjura originea de p ori in sens negativ, cresterea este —2pms.

Evident, daca z descrie un contur inchis care nu inconjura originea, func-
tia Log z revine la valoarea ei initiala.

Fiecare din determinarile (ramurile) functiei Logz este o functie uni-
forma si olomorfa in orice domeniu care nu contine originea O. Pentru a fi
siguri ca un domeniu oarecare al functiei logaritmice nu contine originea, in
planul complex (z) se efectueaza o taieturd printr—o semidreapta prin ori-
gine. In planul complex in care este practicata aceasta taietura, oricare din
functiile Logy,z este functie uniforma deoarece orice curba inchisa din acest
plan nu poate inconjura originea.

Permutarea determinarilor functiei, deci caracterul ei de functie mul-
tiforma, se manifestda numai in domenii care contin originea. Prin urmare,
pentru functia Log z originea are un caracter singular si se numeste un punct
critic al functiei.

Dupa analiza functiei logaritm, se poate da o noua definitie functiei
multiforme precum si a functiei uniforme.

Definitia 5.7.6 Functia f : D — (' este multiforma in domeniul D C
C' daca in D exista un contur inchis pe care transformarea w = f(z) il
transforma intr-un arc deschis wow(, din planul uO'v.

Definitia 5.7.7 Functia f : D — (' este uniforma in domeniul D dacad
w = f(z) transforma orice contur inchis situat in D intr—un contur inchis
din planul uO'v.
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Derivata functiei Logz se obtine usor observand ca, din insasi definitia
functiei logaritmice, avem
cLogz — (5.76)

In membrul intai al relatiei (5.76) avem o functie compusa care este
monogena In tot planul coplex la distanta finitd cu exceptia originii. De-
rivand si tinand cont de (5.76), pentru z # 0 avem,

1
eLogZ . (LOg Z)/ =1 = (Log z)/ = ; (577)

Mai general, plecand de la (5.77), obtinem
_1e)
f(2)

Se observa ca atat (5.77) cat si (5.78) sunt extinderi in complex ale unor
rezultate din real.

(Log /(=)' (5.78)

5.7.6 Functia radical

Fie functia
6 0 i
w=+z= \/?(cos§ +1 sin§) = \/77679
si sd presupunem ca z descrie o data, in sens pozitiv, cercul cu centrul in O
si razd 1o plecand din punctul zg = g e’%. Atunci w pleacd de la valoarea
wo = /Toe™)/2 i, in timp ce O creste de la valoarea 6 la valoarea 6 + 27,

fo 0o . . .
3 creste de la valoarea ) la valoarea ) + m, iar w variaza continuu de la
bo | .

, i— T . L. . .
wo law) = \/roe 2 = —wyp. Daca z descrie iarasi acelasi cerc, w revine
la valoarea initiala wy dupéa o variatie continua.

Prin urmare, functia radical are doua determinari (ramuri) /z i —v/z,
sau

fi(z) = re2 fo(z) = — /frel®/2

care se permuta intre ele atunci cand z inconjura originea. Se vede ca
originea este singurul punct critic al functiei situat la distantd finita sau
punct de ramificatie pentru functia f(z) = /2.

Daca in planul complex efectuam o taieturda de—a lungul unei semidrepte
care pleaca din origine, punctul z nu mai poate descrie curbe inchise care sa
inconjure originea.
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Observatia 5.7.4 In planul complex la distanid finitd in care am facut
taietura descrisa, functiile f1(z) si fa(z) sunt uniforme.

In concluzie, functiile f1(2) si f2(z) sunt uniforme in orice disc deschis
care nu contine originea.
5.7.7 Functii trigonometrice inverse

Daca in definitia functiei w = cos z intervertim rolurile variabilelor z gi w,
obtinem functia inversa

W = arccos z (5.79)
data de , ,
rw —rw
Z=cosw = %. (5.80)

Ultima ecuatie se poate scrie si in forma
e? — 2z¢ 41 =0, (5.81)

de unde €™ = z £ /22 — 1 si deci
1
w = arccos z = — Log (2 + V22 — 1). (5.82)
i

In mod analog se defineste functia trigonometrica inversa w = arcsin z
punand z = sinw. Se gaseste

X — 2jze™ — 1 =0, (5.83)

care are radacinile e’ = iz & /1 — 22 ce la randul lor conduc la expresia
functiei trigonometrice inverse

1
arccos z = — Log (iz = V1 — 22). (5.84)
i

Se vede ca atat arccos z cat gi arcsin z sunt functii multiforme de z, caci
atunci cand z Inconjura o data punctul z = —1 sau z = 1, radicalul schimba
semnul, iar cand punctul z-++v/22 — 1 inconjura odata originea, functia creste
cu 27. Prin urmare, pentru aceste doua functii inverse, punctele z = —1 si
z = 1 sunt puncte singulare pe care le numim si aici puncte critice.

Functia w = arctg z se defineste punand

, 144z
== 5 = e = —,
1 es 4+ ] 1—1z
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de unde rezultd ca expresia functiei trigonometrice inverse (inversa functiei

tg) este
w = arctgz = i,Log L +Z,Z.
24 1—1z
Aceasta functie este, de asemenea, multiforma, avand punctele critice z =
+ 1.
Analog se introduce functia inversa a functiei trigonometrice cotangenta
lui z.

De remarcat ca toate aceste functii trigonometrice inverse se exprima
cu ajutorul functiei logaritmice aplicata unor expresii algebrice, ceea ce nu
apare in studiul acestor functii in real.

Datorita prezentei functiei logaritmice in expresiile acestor functii trigo-
nometrice inverse, rezulta ca fiecare din ele are o infinitate de determinari.

5.7.8 Functii algebrice
O ecuatie algebrica de forma
Ag(2)w™ + Ay (2)w™ - Ay (2w + Ap(2) =0

defineste pe w ca functie de z. Daca functiile Ag(z) sunt uniforme intr—un
domeniu D, se vede ca w va fi o functie multiforma de z, avand n determinari
pentru pentru fiecare z € D. Daca toti coeficientii Ag(z) sunt polinoame in
z, functia w este definita in tot planul (z) si se poate arata ca are un numar
finit de puncte critice in acest plan. O astfel de functie se numeste functie
algebrica, desi In general nu se poate exprima cu ajutorul radicalilor si al
operatiilor rationale efectuate asupra lui z.

Exista insa si functii multiforme de variabild z care au o infinitate de
determinari, cum am vazut in cazul functiilor Log z, arctg z, etc. Acestea nu
sunt functii algebrice si de aceea se numesc functii multiforme transcendente.

5.8 Exercitii rezolvate

Exercitiul 5.8.1 Sad se determine punctele singulare la distantd finita ale
functiilor de mai jos cercetand pentru fiecare din ele si comportarea in punc-
tul de la infinit:

— 224 4 52 4 1

L) =24i= 2 [ = oo 3 6= g g
’ 8 1 7_32

1LfE)= oy F&) = g 6 FO = 5o
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Solutie. Cu exceptia primei functii care este un polonom de gradul 2,
celelalte sunt functii rationale.

1.

Functia f(z) este un polinom, deci este functie olomorfa in tot planul
complex la distanta finita. Punctul de la infinit este pol de ordinul al
doilea pentru aceasta functie.

. Functia de la acest punct fiind functie rationala, radacinile numitorului

sunt puncte singulare de tip pol. Prin urmare, z; = 0 gi 20 = —1
sunt poli de ordinul unu. Deoarece gradul numaratorului este mai
mic decat gradul numitorului, punctul de la infinit este punct ordinar.
Prin urmare, functia data este olomorfa in orice domeniu, marginit
sau nemarginit, care nu contine punctele z; = 0 gi 29 = —1.

. Punctele z1 = 2 i z0 = 4 sunt poli de ordinul al doilea, iar z = co este

punct ordinar. Domeniul maxim in care functia f(z) este olomorfa
este planul complex din care s—au scos punctele z; = 2 gi zo = 4.

3
. Punctele z;y = 1giz0 = —= £ 1\2[ sunt poli de ordinul unu, iar z = oo

2
este punct ordinar. Prin urmare, functia f(z) este olomorfa in orice

domeniu, marginit sau nemarginit, care nu contine punctele z; si zo.

. La distanta finita, functia f(z) are ca singularitati pe z; = 2i gi 29 =

—2¢ care sunt puncte singulare de tip pol, fiecare din ele fiind pol de
ordinul trei. Punctul z3 = oo este pol de ordinul doi. Prin urmare,
functia f(z) este olomorfa in orice domeniu marginit care nu contine
punctele z1 = 2i si 290 = —2i.

. Punctul z; = 3 este pol de ordin doi, iar z9 = oo este pol de ordin

cinci. Functia f(z) este olomorfa in orice domeniu marginit care nu
contine punctul 2. [

Exercitiul 5.8.2 Sa se afle singularitatile functiilor de mai jos, precizan-
du—se natura punctului de la infinit:

L. fz)=v22+9; 2. f(z):z\{i; 3. f(z)zln;'
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Solutie. Primele doua functii sunt legate de functia radical, urmatoarele
doua sunt compuneri ale functiei logaritmice cu functii rationale, iar ultimele
sunt compuneri ale functiei exponentiale cu o functie rationala si respectiv
cu o functie circulara.

1. 21 = —3i si 29 = + 3¢ sunt puncte critice algebrice, iar z = oo este
pol de ordinul unu. Functia f(z) este multiforma, are doua ramuri si
fiecare din ele devine uniforma dacé in planul complex se face o taietura
care sa uneasca cele doua puncte singulare la distanta finitd. T&ietura
cea mai indicata este segmentul de dreapta de pe axa imaginara cu
extremitatile in z; i zo. Fiecare din ramuri este functie olomorfa in
orice domeniu marginit al planului in care s—a efectuat taietura.

2. Punctul z; = 1 este pol de ordinul unu, iar punctele zo =0 si 23 = ©
sunt puncte critice algebrice.

3. Punctele z; = 0, 20 = 7 si 23 = oo sunt puncte critice logaritmice.
Functia f(z) are o infinitate de determinari (ramuri), fiecare din ele
fiind o functie olomorfa in orice domeniu marginit inclus in planul
complex din care se exclude taietura care poate fi reprezentata de
segmentul de dreapta ce uneste punctele z; si zo.

4. Punctele z; = —1 gi 20 = 1 sunt puncte critice logaritmice, iar punc-
tul de la infinit este punct ordinar. Functia f(z) are o infinitate de
determinari (ramuri), fiecare din ele fiind o functie olomorfa in orice
domeniu marginit sau nemarginit inclus in planul complex din care se
exclude segmentul de dreapta ce uneste punctele 21 si 25.

5. Punctele z; = 0, zo0 = 1 sunt puncte singulare esentiale izolate, iar
z = 0o este punct ordinar.

6. z =k, unde k € Z, sunt puncte singulare esentiale izolate, iar z = oo
este punct singular esential neizolat deoarece este limita unui sir de
puncte singulare esentiale.

Exercitiul 5.8.3 Sd se studieze functiile multiforme:

1. filz)=vz22+1,; 2. foz) = VB +1;
Z—1
z+1

3. f3(z) = Log ; 4. f4(2) = V22 +1Log(2* +1).
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Solutie. 1. Notam

_ M — 02 1-14V3 03

z24+1=r e, 2 5 roe’?, z— ————— =r3e

Atunci functia fi(z) se scrie

fl (2:) _ mekwiJri(el +92+93)/2'

Tinand seama de reprezentarea geometrica a adunarii si scaderii nu-
merelor complexe, rezulta ca r; este lungimea segmentului care uneste punc-
tul —1 cu z, iar #; este unghiul dintre axa reala si acest segment, masurat in
sens direct trigonometric. Interpretari analoage avem pentru ra, 02 si r3, 3.

Cele doua ramuri ale functiei f;(z) sunt:

fll(z) :mei(91+92+93)/2; le(Z) :meiﬂ’+i(91+92+93)/2.

Observam ca fi2(z) = — f11(2).
Daca punctul z descrie un arc de curba zM2’, plecand din punctul z si
fard a Inconjura nici unul din punctele

1—iV3 1+iV3
=0 B=—F

z1=-1, =z 5 5

functia fi revine la aceeasi valoare, ceea ce inseamna ca f1(2’) = fi(z), unde
expresia lui fi(z) poate fi una din cele scrise mai sus.

Daca z descrie arcul de curba zNz’, inconjurand unul din punctele zq,
z9, z3 sau toate trei gi daca functia fi pleacd de la valoarea f11(2), ea va
ajunge la valoarea

S1(') = frirars TN = —fy (2)

deoarece k = 1 daca este inconjurat un punct si k¥ = 3 daca sunt inconjurate
toate punctele.

Daca z descrie un arc de curba care unesgte z cu 2’ inconjurand doud din
cele trei puncte, functia fi revine cu aceeasi valoare.

Deci, cand punctul z descrie o curba care inconjoara un numar impar
din cele trei puncte, functia f; trece de la o determinare la alta, iar cand
curba inconjoara un numar par de puncte valoarea functiei nu se schimba.

Punctele z1, 2o, z3 sunt punctele critice ale functiei fi.

Daca facem anumite tdieturi in planul complex (z), ramurile functiei f;
devin functii uniforme pentru ca nu mai exista posibilitatea inconjurarii unui
punct sau mai multe din cele trei.
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Taieturile se pot efectua in patru moduri. Trei din aceste moduri constau
dintr—un segment ce uneste doua din cele trei puncte la care se adauga cate
o semidreapta cu extremitatea in cel de al treilea punct, semidreapta ce nu
trebuie sa intersecteze segmentul care uneste celelalte doua puncte. Cel de
al patrulea sistem de taieturi consta din trei semidrepte disjuncte care au
extremitati cate unul din cele trei puncte.

2. Cu notatiile facute, valorile functiei fo se scriu

falz) = Yrirarg 5 RO F0240:)

Procedand similar, gasim ca functia f, are trei determinari (cele ob-
tinute dand lui & valorile 0, 1 i 2) si ca prin efectuarea taieturilor fiecare din
ramuri devine uniforma gi olomorfa in orice domeniu care nu intersecteaza
taieturile.

3. Cu notatia z — i = r €1

, 2 +1i=rye?2, functia f3 se scrie

fa(z) = 1n::—1 (6L — 0y + 2kn), k€ Z.
2

Daca z descrie un arc de curba care uneste pe z cu 2’ inconjurand punctul
z = 1, functia devine

F3(2) = In "t 4 i(6y + 21 — Oy + 2k7) = 21 + f3(2).

T2
Daca arcul descris inconjoard pe z = —i, avem f3(2') = f3(z) — 2mi. Cand
arcul descris inconjura ambele puncte z = —i si z = ¢, functia revine cu

aceeagi valoare. Facand o taietura (de exemplu, segmentul care uneste cele
doua puncte), ramurile functiei devin uniforme. Aceste ramuri sunt uniforme
in orice domeniu simplu conex care nu contine nici unul din punctele critice
ale functiei f3.

4. Cu aceleasi notatii ca la functia precedenta, functia fy(z) se scrie

fa(z) = \/r1r2 ekm+i(91+92)/2<ln rire + (01 + 02 + 21{:171')), k.kie Z

si se studiaza ca mai sus. [ ]
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Integrala curbilinie.
Teoremele lui Cauchy

6.1 Integrala curbilinie in planul complex si pro-
prietatile ei fundamentale

Fie C' o curba neteda pe portiuni de lungime L situata in planul complex
(z) de ecuatii parametrice

{m = o(t) o
C: telwfl, opB€lR=][-00,+x)],
y = (1),

unde functiile ¢ si 1 sunt derivabile pe portiuni, derivatele ¢, 1)’ sunt conti-

2 2
nue si satisfac conditia (cp’ (t)) + (1// (t)) > 0. Specificarea coordonatelor =
si y ale punctelor curbei C este echivalenta cu specificarea functiei complexe
de variabila reala

Cilon Bl = €, () = @t) +ip(t), telap,

sau cu specificarea ecuatiei curbei C' cu ajutorul variabilei complexe z =
T+ 1y,
C: ZZC@)) te [Oé,ﬁ].

Presupunem cé in fiecare punct al curbei C este data functia complexa
f(z) = u(z,y) +iv(z,y).

Conceptul de integrala a functiei f(z) pe curba C' se introduce asemana-
tor cu integrala curbilinie din real.

179



180 Ion Craciun

Astfel, se considera o partifie a curbei C in n arce prin punctele de diviz-
iune (o, (1,Co,...,(,, care corespund valorilor crescatoare ale parametrului
t, notate respectiv tg = a,t1,t2,...,th—1,tn, = 3, unde tx < txy1. Notam
Al = (G — (1 si formam suma integrald

S(Cr, Cr) = Z (i) Ak, (6.1)

unde (; este un punct arbitrar de pe arcul curbei C' de extremitati ¢,
si C-

Definitia 6.1.1 Daca exista limita sumei integrale (6.1) pentru
max{|A{;],1 <k <n}—0

si aceasta este independenta de partifia curbei C si de alegerea punctelor
intermediare (j, atunci se spune ca functia complexa de variabild complexa
f(2) este integrabila pe curba C, iar limita se numegte integrala functiei
f(2) pe curba C si se noteaza

/ f(z)dz. (6.2)
C

Problema existentei integralei (6.2) se reduce la problema existentei unor
integrale curbilinii reale de tipul al doilea ale partii reale u si partii imaginare
v a functiei f(z). Intr-adevar, scriind

F(G) =uw(Py) +iv(By),  AG = A&, + ilAny,
unde P} (&, m;) € C este imaginea numarului complex ¢ = & +inj, putem
reprezenta expresia (6.1) ca

n

S(Crr ) = Z( w(PY)AL, — v(Pf)An) +ZZ( (PY)AG, + u(Pf) An).

Partea reala si partea imaginara a sumei X((j, (/) sunt sumele integrale ale
respectiv integralelor curbilinii de al doilea tip

/ u(z,y) de — v(z,y) dy; / v(z,y)de + u(z,y) dy, (6.3)
C C

cu presupunerea ca, pentru existenta integralelor (6.3), si deci a integralei
(6.2), este suficient ca functiile reale u i v sa fie continue pe portiuni.
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Astfel, integrala (6.2) ia forma

/C f(z)dz = /C u(z,y)de —v(z,y)dy + i /C v(z,y)dr +u(z,y)dy, (6.4)

Aceasta relatie poate sa serveasca ca definitie a integralei curbilinii a functiei
f(2) pe curba C.

Enumeram cateva proprietati care sunt consecinte evidente ale proprie-
tatilor integralelor curbilinii de speta a doua:

(2)dz = — (z)dz; (6.5)

f f
AB BA

/01 f(f<7)ciz+/c2 f(z)dz = /CIUCQ f(z)dz; (6.6)
/C(CL f(z) +bg(2))dz = a/c f(z)dz + b/cg(z)dz, (6.7)

unde C7 U Cy este juxtapunerea curbelor C; si Cy (se presupune prin ur-
mare ca extremitatea curbei C coincide cu originea curbei Cs), a si b sunt
constante complexe oarecare, iar f si ¢ sunt functii complexe pentru care
exista integralele pe curba C;

[ s < [ 15)ds (6.5)

unde ds este elementul de arc al curbei C| integrala din membrul drept fiind
o integrala curbilinie reala de speta intai;

’/Cf(z)dz( <M-I, (6.9)

cu M = max|f(z)];

zeC

| 1@z = [ 1@ d. (610
c r

unde z = ¢(() este o functie olomorfa care stabilegte o corespondenta biu-
nivoca intre curbele C' si I
/6 /!
L@z = [ rewcwa (6.11)

z = ((t), t € [, ] fiind o reprezentare parametrica a curbei C' cu ex-
tremitatile ¢(«) si ((3).
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Egalitaea (6.11) este un caz particular al celei din (6.10) si constitue
formula de calcul a integralei curbilinii in complex.

Integrala din membrul al doilea din (6.11) este o integrala definita a unei
functii complexe de variabila reala care se scrie

/ RO / (o), 500) + (0,00 () + i (1)) e

B
FEEN O = [ (ulp®) v ()2 (1) — (e, v @) )dt+

«

+ i / ’ (wle®), O (1) + v(pt), ()¢ (1) ) dt.
Exercitiul 6.1.1 Sa se calculeze integrala curbilinie in complex
I, = /F(z — zp)"dz, (6.12)
unde n € Z, pe un cerc I' cu centrul in punctul zg € C' st raza .
Solutie. Consideram parametrizarea cercului
t— ((t) =z +re’t, telo,2n],

unde 7 este raza cercului.
Inlocuind z cu ((t) si dz cu ('(t)dt = rietdt, conform formulei (6.11),
deducem

21 . 2m
I, = / ir et Dt g — ir"“/ ettt gy,
0 0

Pentru n = —1, integrala I_; are valoarea I_1 = 27i, iar pentru n # —1
avem "
r" ,
I - 2TI'Z(TL+1) —1) = O
"on41 (e )

Am obtinut urmaétorul rezultat, care ulterior ne va fi util

/F(z —a)"dz = {

Observam ca rezultatul obtinut nu depinde de raza r a cercului si nici
de centrul sau zj.. [

0, pentru ne€ Z\{-1}

2mi, pentru n = —1.
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Exercitiul 6.1.2 Sad se calculeze integrala curbilinie /z”dz, n € IN, pe
r

frontiera semi-discului D = {z = x + iy| > +y? < a?, y > 0}.

Solutie. Fie portiunile de curbe

I = {z=x+1iy|lz€[-a,al, y=0},
Iy = {z=a2+iyla?+y*=a? y >0}

ale caror ecuatii parametrice sunt:
I1: t—mlt)=t, te€l-a,a]; To: t—1(t)=ae®, tecl0,x].

Deoarece I' = I'; U I'g, integrala se scrie ca o suma de doua integrale si
fiecareia i se aplica formula de calcul (6.11). Avem:

a s . )
/ 2"dz = / 2"dz + 2"dz = / t"dt + / ae™ . qiet dt =
r I s —a 0

_ o (1— (=)™ + a”“z‘fr D g = 0
n+1 0 ’
deoarece
T 1 ; 1
i(n+1)t dt = i(n+1)m 1) = 1t ).
/o ‘ e ) =Y )

Vom demonstra mai jos (vezi relatia (6.15)) ca integrala pe orice contur
dintr—o functie olomorfa este nula si prin urmare rezultatul gasit este justi-
ficat daca avem in vedere ca functia polinom este olomorfa in orice domeniu
marginit. [

Observatia 6.1.1 Formula (6.4) si relatia (6.11) permit extinderea concep-
tului de integrala improprie a unei functii reale de o variabila reald la cazul
unei functii complexe de o variabila complexd, care este o integrala curbilinie
dintr—o functie complexd pe o curba de lungime infinita.

Definitia 6.1.2 O integrald improprie de primul tip pe o curba infinita C
se zice ca este convergenta daca exista limita sirului de integrale compleze

n—oo

lim f(2)dz, (6.13)
Chn

unde (Cy) este un gir de curbe cu proprietatile:
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o (), este o parte de lungime finitd a curbei C,

e lim C,,=C
n—oo
si aceastd limitd nu depinde de alegerea sirului (Cy,).
Daca exista limita (6.13) numai pentru o anumita alegere a sirului de

curbe (Cy,), integrala improprie / f(2)dz se numeste convergenta in sen-
C

sul valorii principale.

In cele ce urmeazd vom considera integrale din functii complexe olomorfe
intr—un anumit domeniu a carui frontiera sa fie o curba inchisa neteda pe
portiuni care nu are puncte multiple (curba nu se intersecteaza pe ea insasi).
O astfel de curba va fi numita contur si are ecuatia z = ((t), t € [a, f] C IR,
unde functia ((t) satisface conditia ((t1) # ((t2) pentru t; # to, cu exceptia
lui t; = a si to = (. Integrala (6.2) de—a lungul unei astfel de curbe se va
numi integrald pe contur.

6.2 Teoremele lui Cauchy

Deoarece valoarea unei integrale pe contur depinde de sensul de parcurgere
al curbei, convenim sa luam drept sens pozitiv acel sens de parcurgere care
lasd la stanga domeniul limitat de curba. Sensul contrar acestuia se nu-
meste sens negativ de parcurgere al conturului. Integrarea pe un contur C
parcurs in sens pozitiv din functia complexa de variabila complexa f(z) se

va nota / f(2)dz; daca conturul este parcurs in sens negativ, integrala
Cc+

corespunzatoare se va nota prin / f(2)dz. Cand nu se mentioneaza sensul
o

de parcurs iar curba pe care se face integrarea este un contur, deci cand vom

intalni scrierea | f(z)dz, se va subintelege ca sensul de parcurs al curbei C

este cel pozitiv.

Proprietatile integralei pe contur din functii continue pe domeniul inchis
limitat de acel contur si olomorfe in domeniul méarginit de conturul respectiv
sunt determinate In mare masura de proprietatile obignuite ale integralelor
curbilinii reale de al doilea tip. Una din aceste proprietati stabileste legatura
intre integrala curbilinie de speta a doua pe un contur parcurs in sens pozitiv
si 0 anumita integrala dubla pe domeniul marginit de contur.

Teorema 6.2.1 Daca functiile P si Q@ sunt continue pe domeniul inchis
D U C marginit de conturul neted pe portiuni C si derivatele lor partiale de
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primul ordin sunt continue pe domeniul D, atunct are loc relatia
aQ oP
[ Paydz+Qu.yydy = [ (GE) - 5o @w)dzdy.  (614)
D

numita formula integrala Riemann—Green.
Sa demonstram un rezultat fundamental al teoriei functiilor complexe.

Teorema 6.2.2 (Teorema lui Cauchy pentru un domeniu simplu
conexe) Daca functia complexd de variabila complexa f : D — (C este
olomorfa pe domeniul simplu conex D din planul complez (z), atunci

/ f(z)dz =0, (6.15)
I

oricare ar fi conturul I’ C D.

Demonstratie. Deoarece functia f(z) = u(x,y) + iv(z,y) este olomorfa
pe D, functiile v gi v admit derivate partiale de ordinul intai continue in D
care satisfac in D conditiile Cauchy—Riemann:

Sy = )

(6.16)
ou B ov
@(xay) - _%(l‘ay)'

Sa notam cu Dy C D domeniul simplu conex limitat de un contur oarecare
I' C D si sa aplicam formula (6.14) integralelor curbilinii reale de al doilea
tip din membrul doi al relatiei (6.4) folosind totodata (6.16). Avem:

udx—vdy —@—— dxdy = 0; 6.17
or Oy

ou Ov
/dezn%-udy —,// (%—K)dxdy 0. (6.18)
1

Relatiile (6.4), (6.17) si (6.18) demonstreaza teorema. |

Teorema 6.2.2 stabilegte ca integrala unei functii complexe pe orice con-
tur situat in domeniul D de olomorfie al functiei este zero.

Daca se impune conditia suplimentara ca functia f sa fie definita si con-
tinua pe frontiera C' a domeniului D, ea insasi un contur (D este o multime
deschisa, simplu conexa), Teorema 6.2.2 are loc si pentru C = 9D.
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Ultima afirmatia este un enunt usor modificat al Teoremei 6.2.2. Da-
torita importantei sale in aplicatiile practice, vom formula aceasta afirmatie
intr—o teorema separata.

Teorema 6.2.3 (A doua formulare a teoremei lui Cauchy pentru
domenii simplu conexe) Daca f(z) este o functie olomorfa intr—un dome-
niu simplu conex D marginit de conturul C' si este continud pe domeniul
inchis DUC, atunci integrala functiei f(z) de—a lungul frontierei C' a dome-
niului D este zero:

/ f(z)dz = 0. (6.19)
C

Teorema de mai sus a fost formulata pentru un domeniu simplu conex,
insd ea poate fi generalizatd la cazul unui domeniu multiplu conex. In acest
caz, frontiera totald a domeniului este formatd din mai multe contururi:
conturul exterior Cy si contururile interioare C1, Cs,...,C,. Oricare doua
contururi sunt disjuncte. Sensul pozitiv de parcurgere a frontierei totale a
unui domeniu multiplu conex va fi acela pentru care domeniul este lasat la
stanga. Astfel, Cy este traversat in sens pozitiv, iar contururile interioare
sunt parcurse in sens negativ (sensul acelor de ceasornic).

Teorema 6.2.4 (Teorema lui Cauchy pentru domenii multiplu co-
nexe) Daca f(z) este functie olomorfa pe domeniul multiplu conex D mar-
ginit pe exterior de conturul Cy si pe interior de contururile Ci,Co,...,C,
si f este functie continua pe domeniul inchis D U C, unde C = 0D =
CoUuCrUCoU---UCy, este frontiera totald a domeniului D parcursd tn sens

pozitiv, atunct / f(2)dz = 0, relatie echivalenta cu una din formele:
C
/ f(z)dz +/ f(z)dz —I—/ f(z)dz+---+ / f(z)dz=0; (6.20)
cf cy cy Cy

/Cgr f(Z)dZ:/C;r f<z>dz+/c; f(z)dz—i—...-|-/CTT f(2)dz=. (6.21)

Demonstratie. Fie curbele netede v1,72,...,7," care leagi conturul ex-

terior Cy cu fiecare din contururile interioare Ci, Cs, ..., C,. Curbele
Co,C1,...,Cy €1 v1,72,...,7n, ultimele parcurse in ambele sensuri, lim-
iteazda un domeniu simplu conex. In baza Teoremei 6.2.3, integrala de—a
lungul frontierei acestui domeniu este zero. Cum integralele de—a lungul

LCurbele v1, 72, . . ., n se aleg astfel incat s& nu si se intersecteze si pot fi in particular
segmente de dreapta
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curbelor auxiliare v1,72,...,7v, apar de doua ori, dar in sensuri opuse, ele
se anuleaza si deci obtinem (6.20).
Relatia (6.21) se deduce usor din precedenta. |

z

Exemplul 6.2.1 Aplicind teorema lui Cauchy functiei f(z) = e~ * pe con-

turul unui dreptunghi de laturi 2R gi —, situat in semiplanul superior, simet-
a

ric in raport cu azra imaginara $i cu una din laturile de lungime 2R situata
pe axa reald, sda se arate ca

—+00 “+00 .
/ e do = / e~ (@D 4y (6.22)

—00 —0o0

Sa se calculeze apoi valoarea integralei improprii

+o0 2k
1= / e cos —z dx.
0 a
Solutie. Functia f(z) = e~ este olomorfd in intreg planul, prin urmare
integrala sa pe orice contur este nula.
Considerand conturul din enunt si trecand la limitd pentru R — oo,

obtinem
R

. 2 . 2
lim e ¥ dxr+ lim e “dz+
R—oo J_R R—oo JIT
R - k\2 2
lim e~ @) de + lim e “dz=0,
R—oo J_R R—oo JTV

unde 11 si IV reprezinta laturile dreptunghiului paralele cu axa imaginara
situate de o parte si de alta a ei la distanta R.

A doua si a patra integrala este egala cu zero pentru ca modulul inte-
grantului tinde la zero cand R — oo si din egalitatea de mai sus rezulta
(6.22).

Dar egalitatea (6.22) se poate scrie in forma

+00 k2 [Too )
2/ e dr = ea? / e e ey, (6.23)
—o0 —00
+o0 .
Daca tinem seama de faptul ca /0 e dr = \/; sicae ™ =cosp—
isin, din (6.23) deducem
oo 2k _K2
/ e cos —xdr = /me o (6.24)
oo a

Aceasta integralad va fi folosita in unul din capitolele urmaéatoare. [
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Exercitiul 6.2.1 Sa se calculeze integrala

z
= d
/rz2—1 %

unde I" este cercul cu centrul in origine i raza a # 1, parcurs in sens pozitiv.

Solutie. Functia f(z) =
D\ {-1,1}.

Daca a < 1, functia f(z) este olomorfa pe domeniul simplu conex A a
carui frontiera este cercul I'. Conform primei teoreme a lui Cauchy, I = 0.

Daca a > 1, domeniul inchis A UT" nu mai este un domeniu de olomorfie
pentru functia f. In aceasti situatie, consideram cercurile I'; si I's, incluse
in A, deraze r; < 1gire < 1. Notam cu A; i Ay discurile marginite de I'y
si Iy si fie Ay si Ay inchiderile acestor discuri.

Domeniul A\ {A; U Ay} si frontiera sa sunt incluse in D, deci putem
aplica Teorema 6.2.4 si folosi relatia (6.21) a acesteia. Obtinem

z z 2
I = dz = d d
/rz'Q—lz A122_1z+ p2z2—lz’

unde contururile I'y i 'y sunt parcurse in sens pozitiv.
C z 1 ( 1 n 1
um =—
22—-1 2\z—-1 2z2+1

1 1 1 1
Ilz/ 22 dz:f/ dz—f—f/ dz.
r, 22 —1 2J)r,2—1 2J)r, 2 +1

In conformitate cu (6.12) prima integrali din exprimarea lui I; este egald
cu 2mi. A doua este nula deoarece Aj este inclus in domeniul de olomorfie

5 este olomorfa pe domeniul triplu conex
22 _

) , avem

1
al functiei z — f1(z) = P deci I} = mi.
z
Analog se dovedesgte ca Iy = / 5 ldz = 74, prin urmare I = I1+1y =
Iy 2% —
27, pentru orice a > 1. ’ [ |

6.3 Integrala nedefinita

Rezultatul demonstrat mai jos este o consecinta a teoremelor lui Cauchy.
Fie f(z) o functie olomorfa pe un domeniu simplu conex D din planul
complex (z). Fixam un punct zyp € D si notam

JRGLS

0
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integrala de—a lungul unei anumite curbe situata in intregime in D si care
leaga punctele zg si z. In baza teoremei lui Cauchy, aceasta integrala este
independenta de curba de integrare din domeniul D, deci este o functie
uniforma de limita superioara de integrare z definita pe D. Notand aceasta

functie cu ®(z), avem
z

| 10ydc = acz). (6:25)
20
Teorema 6.3.1 Daca functia f(z), definita si continud in domeniul simplu
conex D, are proprietatea ca integrala acesteia pe orice contur I, in intregime
inclus in D, este egala cu zero, atunci functia ®(z) din (6.25) este olomorfa
in D, ®(2) = f(2) si D'(2) este functie continud pe D.

Demonstratie. Evaluam raportul incrementar al functiei ®(z) in vecina-
tatea punctului z

PP ([T pac- [ o) = 5 | e

Deoarece integralele care apar sunt independente de drum, alegem drept
curba ce uneste punctele z si z + Az segmentul de dreapta de extremitati z
siz+ Az.

R z+Az
In baza relatiei evidente / d¢ = Az, putem scrie
z

0

R N CE \Alz| | /Z%(f«) ~ f(2)dc].

Aplicand proprietatea (6.9), gasim

’q)(z—i-Az) —0(2) f(z)‘ < max [f(O) = f(2)I.

AZ CE[z,2+Az]

In baza continuitatii functiei f in punctul z, pentru orice numar pozitiv

£ exista 0 > 0 astfel incat |Az| < 0 implicda max |f({) — f(2)] < ¢, astfel
(E[z,2+AzZ]
ca pentru orice € > 0 exista § > 0 cu proprietatea

‘ O(z+ Az) — ®(z)
Az

Din aceasta inegalitate rezultd ci exista limita in Az = 0 a raportului in-
crementar al functiei ®(z) in vecindtatea punctului z si aceasta limita este
f(2). Prin urmare, putem scrie

lim D(z+ Az) — P(z)
Az—0 Az

- f(z)‘ <e, pentru 0 < |Az| <.

= 0'(2) = f(2),
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ce aratd cd ®(z) este o functie olomorfa in domeniul D, ®'(z) = f(z) si
derivata sa este functie continua pe D deoarece f este continua pe D. [

Teorema 6.3.1 sugereaza introducerea notiunii de integrald nedefinita a
unei functii complexe de o variabild complexa.

Definitia 6.3.1 O functie olomorfa ®(z) se numeste primitiva functiei
f(2) in domeniul D dacd in acest domeniu are loc relatia ®'(2) = f(z).

Este evident ca functia f(z) are o infinitate de primitive si oricare doua
asemenea primitive difera printr—o constanta.

Definitia 6.3.2 Multimea tuturor primitivelor functiei f(z) se numeste in-
tegrala nedefinita a functiei f(z).

La fel ca in cazul functiilor reale, are loc relatia
22
|7 1O & = Flza) - Fa),
Z1

unde F'(z) este o primitiva a lui f(z).
Intr-adevar, integrala din membrul drept este independenta de calea de
integrare gi drept urmare

/:2 f(z)dz = /Z:2 f(z)dz — /Z? f(2)dz, (6.26)

unde zp este un punct arbitrar din domeniul D. Conform relatiei (6.25),
fiecare din integralele din membrul doi a egalitatii (6.26) este o primitiva a
functiei f(z).

Deoarece oricare doua primitive ale functiei f(z) difera printr-o con-
stantd, nu are importantd care primitiva este folosita in (6.26).

Exemplul 6.3.1 Un exemplu de interes pentru mai tarziu este functia de-
finita prin integrala

flz) = —=. (6.27)

1 ¢

Solutie. Sa observam ca integrantul lui (6.27) este o functie analitica (olo-
morfa si cu derivata functie continud) in intreg planul complex, cu exceptia
punctului z = 0. Curba pe care se face integrarea in (6.27) nu trebuie sa
contina originea care este pol simplu pentru functia de integrat. In orice
domeniu care nu contine originea, functia f(z) este uniforma iar integrala
din membrul doi al relatiei (6.27) nu depinde de drumul de integrare. Pentru
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a se realiza aceasta vom considera planul complex (z) caruia i s—a efectuat
o taietura, care ar putea fi semiaxa reald nepozitiva.

Prin urmare, domeniul maxim D in care functia f(z) din (6.27) poate
fi definita este —m < Argz < w. Vom presupune ca drumul de integrare
in (6.27) se afla in intregime in domeniul de mai sus, deci nu intersecteaza
taietura gi nici nu trece prin origine.

Alegand drept cale de integrare segmentul [1, 2], avem

f(z) = /1:0 % =Inz (6.28)

si deci pentru valori pozitive ale argumentului, functia f(z) coincide cu func-

tia logaritm natural de o variabila reala. Prin urmare, pentru functia (6.27)
definita in domeniul —7 < Argz < 7, avem
zd

Logz = —C (6.29)
1 G

Egalitatea (6.29) poate fi considerata definitia ramurii principale a func-

tiei logaritmice in complex. In baza relatiei (6.25) avem

(Logz) = % (6.30)

Asadar, in domeniul —7 < Argz < 7, derivata functiei logaritmice are
aceeagi expresie cu cea a functiei reale Inz, cu deosebirea ci se Inlocuiegte
x cu z. ]

6.4 Integrala Cauchy

Teoremele lui Cauchy dau posibilitatea stabilirii unei relatii numita formula
integrala a lui Cauchy.

6.4.1 Deducerea formulei integrale a lui Cauchy

Fie functia complexid de variabila complexa f, olomorfda intr—-un domeniu
simplu conex D, conturul I' situat in D si z un punct interior domeniului
A C D de frontiera I'. S& consideram integrala

/ 1) e (6.31)
r¢—z
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unde variabila complexa de integrare ( descrie intreg conturul I'. Privita ca
functie de (, expresia de sub semnul integralei (6.31) este olomorfa in A, cu
exceptia punctului ¢ = z unde devine infinita daca f(z) # 0. Izolam punctul
z cu un cerc v de raza suficient de mica astfel incit sa nu existe puncte
comune cu I'. Atunci, Teorema 6.2.3 ne da

f(©)
C—z /C dc. (6.32)

Pentru € > 0 exista r > 0 suficient de mic pentru ca - sd nu intersecteze
cercul I, astfel incat (V) ¢ € v sa avem

F(O =) +n(C2), InC2) < (V) Cen, (6.33)

€
o’

ceea ce este posibil, caci f(z) este olomorfa, deci continud pe multimea A.

Avem
) o [ fR)+nz2) d¢ n(¢, 2)
ngdC—L = dC_f(Z)/YCZ+-[yC d¢. (6.34)
Dar

LCCiCZ = 2mi, ’L@dc‘ < % - |27i| = e. (6.35)

Deoarece in (6.35) ¢ se poate alege oricat de mic, urmeaza

"(C_’ZZ) = 0. (6.36)

Folosind (6.35) si (6.36) in (6.34), deducem

[ 2 ac = omipee)
r¢—=z

din care rezultd formula integrald a lui Cauchy

=5 < (6.37)

fundamentala in teoria functiilor analitice.

Formula (6.37) arata ca daca se stiu valorile functiei f(C) pe conturul T',
iar functia f(C) este olomorfa intr—un domeniu simplu conex D care contine
in interior pe I', valoarea functiei f este determinata in orice punct z interior
lus T
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Observatia 6.4.1 In (6.37) integrarea se face de—a lungul conturului T' in
intregime situat in domeniul de olomorfie al functiei f(¢) si care contine
punctul z. Dacd se impune si conditia de continuitate a lui f in domeniul
inchis D = DU 0D, in baza Teoremei 6.2.2 rezultd o formuld similard celei
din (6.37), dar in care integrarea se face de—a lungul conturului C al dome-
niului simplu conex D. Asadar

f(z)=— ! / EiO) dc. (6.38)

2t Jo (— 2

Observatia 6.4.2 Consideratiile de mai sus raman valabile si in cazul unui
domeniu multiplu conex D avand frontiera exterioara Cy si frontierele inte-
rioare curbele inchise, netede pe portiuni Cq, Co, . .., Cy, disjuncte doud cdte
doud si in intregime situate in interiorul lui Cy. Cu conditia suplimentara
de continuitate a functiei f pe inchiderea domeniului D, are loc formula

1 f(Q) f(Q) /
z)=— d¢ — d 6.39
O e W A et A C_ ¢).  (6.39)
Exercitiul 6.4.1 Se cere valoarea integralei

7= / Z COoS 7rz

221 1

unde I' este o curba simpld inchisa, netedd sau netedda pe portiuni, care nu
contine punctele —1 gi 1.

Solutie. Fie A domeniul marginit care are ca frontiera curba I'. Se disting
cazurile:

1. A nu contine nici unul din punctele —1 si 1. In acest caz, AUT = A

este inclus In domeniul de olomorfie al functiei z — %qu, deci
22 _
I1=0;
2. 1 € Aiar —1 ¢ A. Functia f; cu valorile fi(z) = % este olo-
z

morfa pe A si, conform formulei integrale a lui Cauchy,

— /r fﬁ? dz = 2mify (1) = —mi;

3. -1 €A, 1¢ A. Functia fao(z) = @ este olomorfa pe A, deci
z

Ff_f_idz-%mf( 1) = —mi;
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4. =1 € A, 1 € A. In acest caz, considerim discurile w; si wo de centre
—1, respectiv 1 si de raze suficient de mici astfel incat w; U@ C A
si cercurile frontierd v; = dwi, 72 = Jws sd nu aiba puncte comune.
Conform Teoremei 6.2.4, are loc o egalitate de forma (6.21)

Z COSTZ Z COSTZ Z COSTZ
27d2 = 27612' + 27d27
r z¢—1 r, z¢—1 r, 22—1
cele doua integrale din membrul doi incadrandu—se in cate unul din
cazurile precedente si deci I = —2mi. [

6.4.2 Consecinte ale formulei lui Cauchy

Exista remarci importante referitoare la formula integrala a lui Cauchy scrisa
sub forma (6.38) sau sub forma (6.39), dupa cum domeniul D este simplu
sau multiplu conex.

J©)

-z
intregime in domeniul de olgmorﬁe D al functiei complexe f are sens pentru
orice punct z situat in planul complex si care nu este pe frontiera domeniului.
Daca z se afld in interiorul domeniului A limitat de curba inchisa si neteda
pe portiuni T', atunci valoarea integralei este 2mif(z); daca z este situat
in afara conturului I', valoarea integralei este zero, deoarece in acest caz
integrantul este functie olomorfa pe domeniul A gi, conform Teoremei 6.2.2,
integrala este nula. Astfel, avem

O integrala de forma d¢ de—a lungul unui contur I' situat in

1 f(z), daca ze€A,
L6, oo
miJr¢ -2 0, daca z¢ AUT.

Pentru z € T integrala I(z) = / Cf(o d¢ nu existd in snsul obignuit;

r¢—=z

totusi, in conditii suplimentare asupra comportarii functiei f(¢) pe conturul
I', acestei integrale i se poate atribui o valoare. Astfel, daca pe conturul I’
functia f(¢) satiface conditia Holder

If(C1) = f(G) < 61— Gl 0<v <,

atunci integrala I(z) exista in sensul valorii principale a lui Cauchy:

VPI(2) :g%%m [ Cf(_g)zdg
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unde I'; este portiunea din I', exterioara cercului |(—z| < €. Se demonstreaza
ca .
VPI(:) = 3 f(2)

si prin urmare (6.40) devine

f(z), daca ze€A,

1 Q) i = 0, dacd z¢ AUT, (6.41)

1
if(z), daca zel.

’T'L

Exercitiul 6.4.2 Sa se calculeze integrala I(a) = / dz n € IN, pe

z—
cercul I' cu centrul in origine si raza egald cu 1 $i din rezultatul gasit sa
se deduca valoarea principald in sensul lui Cauchy pentru doud integrale
improprit reale cu singularitatea in intervalul de integrare.

Solutie. Conform (6.41), avem

0, daca |a| > 1,
I(a) =
2mia™, dacd |a| < 1.

In cazul cand |a| = 1, rezulta ca a € I si integrala se calculeaza in sensul
valorii principale a lui Cauchy. Prin urmare, scriem scrie

Zn

dz = mia™.

VPI(a)=VP

rz—a
Daca punem in evidenta partea reala gi partea imaginara a ultimei inte-
grale, din ultimul rezultat putem deduce valoarea principala in sens Cauchy
pentru alte doua integrale reale.
Pentru aceasta, fie ¢ € [0,27] argumentul numarului complex a € T,
deci a = €. Parametrizam cercul T prin § — 2z = ¢, 6§ € [0,27] si ultima

eind
integrala devine VP / —— ¢ df = e, Dar,
etnd _ ezmp
inf p—0
e 1 1 (1 v cos T)
- - = - = —= 1
eind _ ciny 1 — etilp—0) 2 sin <p50

astfel ca , introducand in egalitatea de mai sus, rezulta

2 /27T m9d6 + - /Qﬂ— cos 902 in@ do = ﬂ_eincp.

sin ‘P
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Prima integrala este nula. Egaland partile reale gi imaginare, obtinem

2w COSJ
VP/ 729cosn9d9 = 27sinney,
sin 5=
2T cos Te :
VP/ —=_-sinnfddf = -—2mwcosny,

care sunt valorile principale in sens Cauchy pentru doud integrale improprii
cu singularitatea in punctul 8 = ¢. [ ]

O alta consecinta a formulei integrale a lui Cauchy este formula valorii
medii care exprima valoarea unei functii olomorfe in centrul unui cerc ca o
medie (o integrala) a valorilor sale pe frontiera cercului. Sa deducem aceasta
formula.

Fie f(2) o functie olomorfa in domeniul simplu conex D si fie zp un punct
oarecare al acestui domeniu. Fiind un punct interior, se poate descrie cercul
CRr, de raza Ry cu centrul in zp care sa fie in Intregime situat in D. Folosind
formula integrala a lui Cauchy, obtinem

flz0) = 1/0 /(z) dz.

2mi Jeg, 2 — 20

Deoarece pe cercul Cg, avem z = 29 + R €', obtinem relatia

2 .
f(z0) = o f(zo + Roe*?)de,
care se mai scrie in forma
1
= d 6.42
10 = 3agy [, Fs (6.42)

unde ds = Rodp este elementul de arc al cercului.
Relatia (6.42) se numeste formula valorii medii.

6.5 Integrale depinzand de parametru

Functia de integrat din formula lui Cauchy (6.39) depinde de doua variabile:

variabila de integrare ¢ apartinand unei curbe C' pe care se face integrarea

si z € D, unde D este un domeniu oarecare iar C' este o curba oarecare.
Astfel, integrala Cauchy este o integrala depindzand de parametrul z.



Capitolul 6 — Integrala in complex. Teoremele lui Cauchy 197

Sa studiem proprietatile generale ale integralei Cauchy.

Fie datda o functie complexa de doua variabile complexe ¢(z,() unic
definita pentru valorile variabilei complexe z = x + iy dintr—un domeniu D
si pentru valorile unei variabile complexe ( = £ +¢n care apartine unei curbe
netede pe portiuni C.

Pozitiile domeniului D si curbei C pot fi oricare.

Sa presupunem ca sunt satisfacute urmatoarele conditii:

1. Pentru orice valoare a lui ¢ € C, functia p(z, ) este analitica in dome-

niul D, adica ¢(z,() este functie olomorfa in raport cu variabila z si

0
—@(z, () este functie continua pe multimea D x C;

0z

d
2. Functiile ¢(z, () si a—go(z, ¢) sunt continue de variabilele z, ¢ luate im-
2

preuna pentru o variatie arbitrara a lui z in domeniul D si al lui ¢ pe
curba C.

Conditia a doua semnifica faptul ca partile reala si imaginara a derivatei
de mai sus sunt continue in raport cu variabilele x,y, &, n.

Cu presupunerile facute, integrala functiei ¢(z, () de—a lungul curbei C
exista pentru orice z € D gi aceasta integrala este o functie de variabila z,

P = [ oo (6.3
Prezentam o proprietate fundamentala a functiei F'(z) definita in (6.43).

Teorema 6.5.1 Functia F(z) definita de (6.43) este olomorfa in domeniul
D si derivata sa se poate calcula derivand functia de sub semnul integrald
in raport cu variabila z.

Demonstratie. Sa notam cu u(zx,y,&,n) si v(z,y, &, n) partile reala si imag-
inara ale functiei ¢(z, (). Atunci partea reala a functiei F'(z) este integrala
curbilinie reala de speta a doua

U(l‘,y) :/Cu(l"yag’n)dg_U(xvyvé-an)dn'

Deoarece am presupus ci functiile u gi v poseda derivate partiale conti-
nue, derivatele partiale ale functiei U(x,y) exista si pot fi calculate derivand
sub semnul integral:

Usz(z,y) Z/Cu,xd£—v,zd77; Uy(z,y) Z/Cu,ydﬁ—v,ydﬁ-
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Aceste derivate sunt, la randul lor, functii continue de variabilele x si y
in domeniul D.

In baza proprietitilor similare ale functiei V(z,y) si tinand cont ci
©(z, €) satisface conditiile Cauchy—Riemann, obtinem:

Vylz,y) = /Cv,ydf—i—u,ydn = /Cuvxdf—v,mdn = U,

Valz,y) = /Cv,zdf—i—u,xdn = —/Cu,ydf—v,ydn = U,

Aceste relatiil arata ca F(z) satisface conditiile Cauchy-Riemann ceea ce
demonstreaza ca functia F(z) este olomorfa in domeniul D. S& observam ca

F'(z) = Ug(z,y) +iVa(z,y) =
= /u7zd£—v,xd77—|—i/v@d{’%—u,zdn:/ aﬁ(z,C)dC.
c c c 0z

Asadar, este posibil sd calculam derivata integralei derivand partial in
raport cu paramterul sub integrala, iar daca aigo satisface cele doua conditii
z

de mai sus, F’(z) este functie olomorfa in domeniul D. |

6.6 Expresia derivatelor unei functii olomorfe

Proprietatea stabilita in Teorema 6.5.1 permite calculul derivatelor unei
functii olomorfe si stabilirea unei proprietati importante ale acestor derivate.

Dupa cum am véazut, valoarea functiei f(z), olomorfa intr—un anumit
domeniu D marginit de conturul C si continua pe inchiderea acestui domeniu
pot fi exprimate in punctele interioare ale acestui domeniu in functie de
valorile functiei pe contur:

Fz) = —— / SO e (6.44)

2 Jo (-2

S& consideram un subdomeniu inchis D’ al domeniului D ale carui puncte,
inclusiv cele de pe frontiera, au proprietatea ca distanta pana la punctele
frontierei C' sunt mai mari sau egale cu numarul pozitiv d. Prin urmare,
avem |z — (| > d.

Atunci, functia ¢(z,¢) = Cf(o este o functie de z olomorfa in dome-
— 2z
0
niul D’ si 9 _ & este o functie continua de argumentele sale in

9z~ (-2
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D'. In baza proprietatilor generale ale integralelor depinzand de parametru,
derivata f’(z) se poate reprezenta in punctele interioare ale domeniului D’
in forma . 0)
!
z)=— | —2=dC. 6.45

110 =g | e (6.45)
Integrala (6.45) este tot o integrala care depinde de un parametru si functia
de integrat are aceleasi proprietati ca si integrala (6.44). In consecinta, f'(2)
este o functie analiticd in domeniul D’ i are loc formula

2 f(Q)
"(2) = — —_d(. 6.46
Deoarece pentru orice punct z € D se poate construi un subdomeniu Eie
forma D', formulele (6.45) si (6.46) sunt adevarate in orice punct z € D. In
teorema de mai jos enuntam rezultatul general.

Teorema 6.6.1 Fie f(z) o functie olomorfa in domeniul D si continud in
domeniul inchis D U C, unde C este frontiera lui D. Atunci exista derivata
de orice ordin a functiei f(z) in punctele lui D i are loc

|
() () — " / LC) d v N. (V D 6.47
) = g | e (IneN, ()zeD. (647
Demonstratie. Relatia (6.47) se obtine prin repetarea rationamentului
precedent care ne—a condus la expresiile primelor doua derivate ale functiei

f(2). |

Asadar, daca f(z) este olomorfa in domeniul D, atunci f(z) are derivate
continue de orice ordin in acel domeniu. Aceasta proprietate a unei functii
de variabila complexa o distinge in mod esential de o functie de o variabila
reala care are prima derivata continua intr—un anumit domeniu. In cazul
functiilor de o variabila reald, existenta derivatelor de ordin superior nu
rezulta din existenta primei derivate.

Teorema 6.6.2 (Teorema lui Morera) Daca f este o functie complexa
continud intr—un domeniu simplu conex D si are proprietatea cd integrala

sa pe orice contur inclus in D este nula, atunci f este functie olomorfa pe
D.

Demonstratie. In ipotezele acestei teoreme, s—a demonstrat ci functia
z

F(z) = f(€)d¢, unde 2y si z sunt puncte arbitrare din D i integrala
20

este considerata pe orice drum cu extremitatile 2z gi z care este in intregime
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situat in D, este o functie olomorfa in D si F'(z) = f(z). Insi, derivata
unei functii olomorfe este o functie olomorfa, ceea ce inseamna ca exista o
derivata tot continud a functiei F’(z), si anume functia F”(z) = f'(z). =

Observatia 6.6.1 Teorema 6.6.2 este, intr-un anumit sens, inversa Teo-

remei lui Cauchy. Fa poate fi generalizatd pentru domenii multiplu coneze.

Teorema 6.6.3 (Teorema lui Liouville) Daca f(z) este functie olomorfa
in planul complex $i modulul ei este uniform mdrginit, atunci f(z) este iden-
tic egald cu o constanta.

Demonstratie. Din ipoteza rezulta ca existda M > 0 astfel incat in toate
punctele z ale planului sa avem

|f(2) < M. (6.48)
Folosind formula (6.45), obtinem

oy L f(Q)
f(z) = %/C mdﬂ (6.49)
unde Cp este cercul |( — z| = R. Aplicand (6.42), deducem
iy L
£ = 5o [, 1O (6.50)

unde ds este elementul de arc al cercului Cg.
Aplicand proprietatea (6.8) si folosind (6.48), din (6.50) obtinem:

, 1
PO 5

M
L s < . (6:51)

Deoarece am considerat intreg planul, raza R se poate alege oricat de
mare i aceasta alegere nu depinde de functia f(z) si nici de derivata sa.
Rezulta astfel ca |f'(z)| = 0. Cum z este arbitrar, deducem ca f’(z) = 0
in intreg planul complex. Deci f(z) este functia constanta deoarece aceasta
este singura functie definita in intreg planul care are derivata identic nula.m

Am introdus functiile trigonometrice si am demonstrat ca ele sunt func-
tii analitice in intreg planul complex. In baza Teoremei 6.6.3 ele nu pot fi
uniform méarginite in planul complex caci daca ar fi astfel, fiecare din ele ar
fi functia constanta.

Rezulta ca exista valori ale lui z astfel incat |sinz| > 1.

Prin urmare, functiile trigonometrice de o variabila complexa difera e-
sential de functiile corespunzatoare din real.



Capitolul 7

Serii de functii analitice in
complex

In acest capitol se vor examina unele proprietati ale seriilor de functii ale
caror termeni sunt functii complexe de o variabila complexa. Un rol special
in teoria functiilor de variabila complexa 1l au seriile de functii analitice si,
in particular, seriile de puteri

o0
Z en(z — 20)",
n=0

unde ¢, sunt numere complexe cunoscute iar zy este un punct fixat din
planul complex. Studiul acestor serii este important atat pentru stabilirea
unor proprietati ale functiilor complexe de o variabila complexad cat si in
aplicatii.

7.1 Functii analitice

Definitia 7.1.1 Functia complexa de variabila complexa f € F(D, () se
numegte functie analitica in domeniul D C C daca f(z) este olomorfa si
derivata f'(z) este continud in D.

Observatia 7.1.1 O conditie necesard si suficientd pentru ca functia com-
plexa de variabila compleza f(z) = u(z,y)+iv(x,y) sd fie analitica in dome-
niul D C (' este existenta derivatelor partiale continue ale functiilor u(x,y)

201
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si v(z,y) care sa satisfaca conditiile Cauchy—Riemann

ou ov

(7.1)
ou 0o
Fy(xvy) - aix(xay)

Vom vedea ca notiunea de functie analitica este fundamentala in teoria
functiilor complexe de o variabila complexa datorita rolului important in
rezolvarea multor probleme de matematica pura si in diverse aplicatii ale
functiilor complexe de o variabila complexa.

Relatile Cauchy—Riemann (7.1) se pot da si sub alta forma.

Deoarece numarul complex z = x 4+ iy € D se poate scrie sub forma
exponentiald z = re’¥, unde r = |z| si ¢ = Arg z, rezulti ci valorile functiei
f(2) se pot da astfel incat partile reala si imaginara sa depinda de r si ¢,
adica

F(2) = u(r, ) + iv(r, ).

Cunoscand legaturile intre r, o si x,y

{ T =TCcosy (7.2)

y=rsing

si folosind derivarea functiilor compuse, din (7.1) si (7.2) obtinem o alta
forma a conditiilor Cauchy—Riemann

% 1 ov

ar  r %
lou oo (7.3)
rdp or’

Daca valoarea functiei f intr—un punct oarecare z al domeniului D in
care este analitica se scrie in forma f(2) = R(z,y) e'®®¥) atunci conditiile
Cauchy—Riemann sunt

R _ o0
ox oy (7.4)
OR _ 00 |
oy ox’

unde R(x,y) si ®(x,y) sunt modulul si respectiv argumentul lui f(z).
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Daca functia f(z) este analitica in domeniul D, atunci pentru f’(z) pot
fi date urmatoarele patru expresii:

FE) = S+ i) (7.5)
Fe) = o) +i5 () (7.
) = (G +ige ) &
16 = G +is @) (75)

Din Definitia 7.1.1 i Definitia 5.5.1 rezulta ca functiile analitice sunt
olomorfe, prin urmare proprietatile functiilor olomorfe sunt adevarate si
pentru functiile analitice.

7.2 Serii de functii de o variabila complexa, uni-
form convergente

Consideram sirul de functii complexe de variabila complexa (u, ), unde u,, €
F(D, ) sunt functii uniforme definite pe domeniul D si seria de functii
asociata acestui gir

n=1

Observatia 7.2.1 O serie de functii complere uniforme este ansamblul
seritlor de numere complexe

[e.9]
Z un(2), (7.10)
n=1

unde z este un punct oarecare al lui D.

In cele ce urmeaza, o serie de functii complexe va fi notata fie in forma

(7.9), fie in forma (7.10).

Definitia 7.2.1 Seria de functii complexe de variabila complexd (7.9) se
numeste convergenta in domeniul D daca pentru orice z € D seria de
numere complexe (7.10) este convergenta.
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Daca seria(7.9) este convergenta in domeniul D, atunci in D se poate defini
o functie complexa uniforma f a carei valoare in fiecare punct z € D este
suma seriei numerice (7.10). Aceasta functie se numeste suma seriei (7.9) in
domeniul D.

In baza definitiei convergentei unei serii, pentru orice punct fixat z € D
si pentru orice numar pozitiv € exista un numar natural N, care depinde de
€ si z, astfel Incat

|f(z) — Z ur(z)| < e, pentruorice n > N(e,z).
k=1

La fel ca in cazul seriilor de functii reale de variabild reala, notiunea de
convergenta uniformd joaca un rol important in teoria functiilor de variabila
complexa.

Definitia 7.2.2 Daca pentru orice numar pozitiv € exista un numdr natural
N care sa depinda numai de € astfel incdt pentru orice n > N(g) inegalitatea

f(2) = > uk(2)| <e (7.11)
k=1

sa fie satisfacuta pentru toate punctele z € D, seria (7.9) se numeste uni-
form convergenta in domeniul D.
[e.e]
Daca r,(z) = Z ug(z), restul de ordin n al seriei (7.10), conditia (7.11)

n+1
se poate scrie in forma

Irn(2)] <e, (V) n>N(e), si z€D. (7.12)

Prezentam unele proprietati remarcabile ale seriilor uniform convergente
de functii complexe care sunt asemanatoare seriilor de functii reale de vari-
abila reala uniform convergente.

Teorema 7.2.1 (Criteriul lui Weierstrass) Daca toti termenii seriei de
functii complexe (7.10) satisfac conditia

lun(2)| < |an|, (V) z € D, (7.13)

oo
st seria de numere reale E a, este absolut convergenta, atunci seria (7.9)

n=1
este uniform convergenta pe domeniul D.
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Demonstratie. Din definitia seriei absolut convergente, rezulta ca seria
[e.e]

numerica E lan| este o serie convergentd, deci pentru orice £ > 0 exista

n=1
N(e) € IN astfel incat Z lag| < e pentru n > N(e). Insi, din (7.13)
k=n+1

si criteriul lui Cauchy de convergenta a unei serii numerice rezulta ca in
domeniul D au loc inegalitatile

oo oo [e.9]
> ow@)| < Y )< Y lal<e (%) n>N),
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
care demonstreaza convergenta uniforma a seriei (7.9) in domeniul D. m

Dupa cum se constata, criteriul lui Weierstrass este o conditie suficienta
pentru uniforma convergenta a unei serii de functii complexe.

Teorema 7.2.2 (Criteriul lui Cauchy) O conditie necesara si suficienta
de convergentd uniforma a seriei (7.9) intr—un domeniu D este ca pentru

orice € > 0 sa existe un numar natural N(g) astfel incdt in toate punctele
lut D

|Snam(2) — Sn(2)] <&, (V) n>N(e), meIN¥, (7.14)
unde Sp(z) = Z ui(z) este suma partiald de rang n a seriei.
k=1

Demonstratie. Necesitatea. Din convergenta uniforma a seriei (7.9) re-
zulta ca (V) € > 0 exista un rang N(e) astfel incat in toate punctele z € D
au loc inegalitatile

£ (2) = Sn(2)] <

9 S

57 ‘f(Z) - Sn—i—m(z)’ < 9 (715)

pentru orice n > N(g) si pentru orice numar natural m. Pe de alta parte,
|Sn+m(z) - Sn(z)| < |Sn(z) - f(Z)| + |f(z) - Sn+m(z)| (7'16)

Folosind (7.15) si (7.16), deducem (7.14).

Suficienta. Din relatia (7.14) rezulta ca pentru orice z € D fixat, sirul
de numere complexe (S,(z)) este convergent. Aceasta inseamna ca seria de
numere complexe (7.10) este convergenta si are suma

f(z) = lim S,(2).

n—oo
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Prin trecere la limita pentru m — oo in (7.14) se obtine

li i [Sntm(z) — Sn(2)| = |f(2) — Sn(2)| <e, (V) n>N(e), z€D.

m—

Aceasta demonstreaza ca seria de functii (7.10) este uniform convergenta
in domeniul D. |

Corolarul 7.2.1 Dacd o serie de functii este uniform convergentd, ter-
menul ei general tinde la zero.

Sa examinam unele proprietati generale ale seriilor de functii complexe uni-
form convergente.

Teorema 7.2.3 Daca functiile u, € F(D, ) sunt continue in domeniul
o0

D, iar seria de functii complexe E Uy converge uniform in acest domeniu
n=1
si are suma f(z), atunci f(z) este o functie continua in domeniul D.

Demonstratie. Pentru studiul continuitatii functiei f intr—un punct oare-

care z € D, evaluam expresia |f(z + Az) — f(z)|, unde z + Az apartine

domeniului D.
o0

In baza uniformei convergente a seriei E tn(z) In domeniul D, pentru

n=1
orice £ > 0 se gaseste un rang N = N(g) € IN* astfel incat pentru toate
punctele z, z + Az € D au loc inegalitatile:

(7.17)

Wl m

’f(z+Az) - g:uk(z+Az)’ < %; ‘f(z) — iv:uk(z)‘ <
k=1 k=1

Cum functiile ug(z) sunt continue in orice punct z € D, pentru € > 0
arbitrar gi un numar natural N, exista § > 0 astfel incat

k=1

N N
Sz +A2) = > w(2)| <
= (7.18)

N
<Y fun(z+A2) —u(2)] < ;.
k=1

pentru |Az| < 4. Din (7.17), (7.18) si din faptul ca valoarea absoluta a sumei
nu intrece suma valorilor absolute a termenilor ei, rezulta ca pentru orice
e > 0 exista un 6 > 0 astfel incat |f(z + Az) — f(2)| < € pentru |Az| < 4,
ceea ce demonstreaza continuitatea functiei f in domeniul D. [
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Teorema 7.2.4 Daca seria de functii continue (7.9) este uniform conver-
genta pe un domeniu D si are suma f(2), atunci f(z) este functie integrabila
pe orice curbd netedd pe portiuni C C D i

/C feac=3 /C un (€) d, (7.19)

sau

/C Sum(@dc=3 /c n (€) d. (7.20)

Demonstratie. Din convergenta uniforma a seriei (7.10) rezulta ca pentru
orice € > 0 exista un numar N (g) astfel incat pentru toate punctele ¢ € D

Q)] < =

7 pentru n > N(e),

unde L este lungimea curbei C. Atunci,

‘/Cf(f)dC—kzn:l/Cuk(C)dC‘ = ’/Crn(C)dC‘ S/C\Tn(C)]ds<€,

unde ds este elementul de arc al curbei. Agadar seria de numere complexe din
membrul drept al egalitatii (7.19) este convergenta si are suma [ f(¢) d¢.m

Egalitatea (7.20) afirma ca, in ipotezele Teoremei 7.2.4, integrala seriei
este egala cu seria integralelor.

Proprietatile seriilor complexe uniform convergente formulate in Teore-
ma, 7.2.3 si Teorema 7.2.4 sunt asemanatoare proprietatilor corespunzatoa-
re ale seriilor de functii reale de o variabila reala, demonstratiile acestor
teoreme fiind aceleasi.

Vom da o proprietate remarcabila a seriilor de functii complexe uniform
convergente.

Teorema 7.2.5 (Prima Teorema a lui Weierstrass) Daca functiile u,,
o0

sunt analitice in domeniul D, iar seria de func;ﬁiig Uy, este uniform con-
n=1
v . S =4 . .
vergentd pe orice subdomeniu inchis D' C D gi are suma f, atunci:

1. f este functie analitica in domeniul D;

2 M) =3 W), () e D
n=1
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o
3. seria Z ugf)(z) este uniform convergentda in orice subdomeniu inchis
n=1
D' cD.
Demonstratie.
1. Consideram un punct arbitrar zg € D i construim un domeniu simplu
conex D' C D astfel incat 29 € D’. Conform Teoremei 7.2.3, f(z) este o
functie continua in D. Consideram integrala functiei f(z) de—a lungul unui
contur C' C D'. In baza Teoremei 7.2.4, aceasta integrala se poate calcula
integrand termen cu termen seria (7.10) si, deoarece functiile u,(z) sunt
functii analitice, obtinem

Af(C)dngéun(C)d(:O.

Conform Teoremei lui Morera, f(z) este functie analiticd intr—o vecinata-
te a punctului zg. Deoarece alegerea punctului zy este arbitrara, f(z) este
analitica in domeniul D. De asemeni, functia

r(2) = Y u(2) = £(2) = D ui(2)
j=n+1 j=1

este analiticad in D ca suma finita de functii analitice in D.

2. Fixadm un punct zg € D si alegem un contur C' C D’ care sa inconjure
punctul zg. Fie d distanta dintre punctul zg si conturul C si seria

(Z_fiz))kﬂ - 2% (7.21)

Deoarece min |z — 29| = d > 0, aceasta serie este convergenta uniform pe
zeC
C' in baza ipotezelor teoremei. Prin urmare, integrand termen cu termen

egalitatea (7.21) de—a lungul conturului C' si tindnd cont de formulele lui
Cauchy care exprima derivatele unei functii analitice in functie de integrala
Cauchy, obtinem

FB(0) = 3 u® (z0).
n=1

Deoarece zy € D este arbitrar, concluzia (2) este demonstrata.

. v . A . o=/ . .
3. Consideram un subdomeniu inchis D' C D si construim un contur C' C D,
y . . . . = .
care sa fle situat In exteriorul lui D'. Trasarea conturului C se face astfel
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incat punctele sale sa fie la distanta d de domeniul inchis D’ ceea ce se
traduce prin inegalitatea |z — (| > d > 0. Deoarece restul de ordin n al seria
(7.10), notat cu r,(2), este functie analitica in D, rezultd ca pentru orice
punct z € D’ avem relatia

Lo

21

o0
membrul doi al egalitatii fiind restul de ordin n al seriei Z u'®(2). Din
n=1
convergenta uniforma a seriei (7.10) rezulta ca pentru € > 0 exista N(e) €

IN* astfel incat pe conturul C si pentru n > N are loc evaluarea uniforma

27[.dk+1
T (Q)] < MTE’

unde L este lungimea conturului C. Atunci

(k) ’rn -/
‘rn (2) _27r/]§—z\’f+1ds<€’ (V) ze D,

ceea ce demonstreaza si a treia concluzie a teoremei. [

Observatia 7.2.2 Demonstratia teoremet s—a facut in cazul cand domeniul
D este simplu conex, insa nu este dificild demonstratia sa in cazul unui
domeniu multiplu conez.

Sa observam ca aceastd metodd de demonstratie permite stabilirea uni-
formei convergente a seriei derivatelor numai in domenii inchise arbitrare
D' c D, chiar daci seria initials (7.10) este uniform convergenta in dome-
niul inchis D. Uniforma convergent a seriei (7.10) pe domeniul inchis D nu
implic& uniforma convergentd pe D a seriei derivatelor de un anumit ordin.
Exemplul urmator dovedeste afirmatia.

X _n
z
Exemplul 7.2.1 Seria de functii E — este uniform convergenta in discul
n
n=1

inchis cu centrul in origine de raza 1, iar seria derivatelor de primul ordin
oo _n—1

D

n=1

nu este uniform convergentd pe acest disc.

Solutie. Intr-adevir, in punctele discului inchis |z| < 1 termenii uy,(z) ai

1
seriei date satisfac |u,(2)] < —.
n
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o
Pe de alta parte, se stie ca seria numerica cu termeni pozitivi E —

n=1
este convergenta, fiind seria armonica generalizata cu exponentul @ = 2 >

1. Conform criteriului lui Weierstrass, seria de functii datd este uniform

x©  _n-—1
convergenta in discul inchis |z| < 1. Seria derivatelor, E , u poate
n=1
converge uniform in discul inchis deoarece este divergenta in punctul z =1
[e.9]
1
(seria armonica E — este divergenta). |
n=1

Observatia 7.2.3 Cand s—a demonstrat Teorema 7.2.5, am presupus umni-
forma convergenta a seriei intr—un subdomeniu inchis arbitrar D' cD. Cu
o modificare care se va vedea in teorema urmdtoare, concluziile teoremei
raman valabile si in cazul uniformei convergente a seriei (7.10) in domeniul
inchis D.

Teorema 7.2.6 (A doua Teorema a lui Weierstrass) Dacd functiile
un(z) sunt analitice intr-un domeniu D $i continue pe tnchiderea D si seria
(7.10) converge uniform pe frontiera T a acestui domeniu, atunci seria este
uniform convergentd in D.

Demonstratie. Diferenta a doua sume partiale ale seriei date, Sy4,(2) —
Sn(z), fiind o suma finita de functii analitice, este o functie analitica pe D
si continua pe D. Din uniforma convergenta pe I' rezulta

‘Sn—&-p(g) — Sn(Q)] = |un+1(¢) + uny2(¢) +--- + un+p—1(o + un-l—p(C)’ <e

pentru orice numar natural n > N (), pentru orice numar natural p si pentru
toate punctele ¢ € I'. Conform principiului mazimului, care afirma ca daca
f(2) este o functie analitica intr—un domeniu D i continud pe domeniul
inchis D, atunci sau | f(z)| = constant sau |f(z)| isi atinge valoarea mazimad
pe frontiera domeniului, rezultd ca

|Snp(2) = Sn(2)| <e, (¥) n>N(e), (¥)peIN*, (V)zeD.

Astfel, pentru seria data este satisfacuta ipoteza din Teorema 7.2.2, deci
seria este uniform convergenta in D. [ ]
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7.3 Serii de puteri in complex

7.3.1 Teorema lui Abel

In paragraful precedent s—au considerat serii generale de functii complexe
de forma (7.9) fara a se specifica forma functiilor u,(z). Vom acorda interes
seriilor de puteri, adica acele serii de forma (7.10) in care

un(2) = cn(2z — 20)",

unde ¢, € € si zg este un punct fixat al planului complex. Se obisnuieste sa
se spuna ca seria de puteri este centratd in zg. Termenii seriei de puteri

o0

Z cn(z — 20)" (7.22)

n=0
sunt functii analitice in intreg planul complex si deci teoremele din paragraful
precedent pot fi aplicate acestor serii. Dupa cum s—a vazut, multe proprieta-
ti importante ale seriilor de functii sunt consecinte ale uniformei convergente
ale seriilor respective astfel ca pentru seria de puteri (7.22) este important
sa stabilim domeniul de uniforma convergenta. Este evident ca domeniul

de convergenta a unei serii de puteri este determinat de forma coeficientilor
o0

¢n. De exemplu, seria de puteri in complex Z nl(z — z9)" converge doar
n=0
in punctul zg deoarece raportul a doi termeni consecutivi a seriei modulelor
‘un+1 ’ . (
Un,
si pentru orice n € IN* incepand de la un numar natural N(z). In schimb,

: . — (2 — 20)"
seria de puteri in complex E —
n!

n=0
este convergenta in intreg planul complex.

Teorema de mai jos este fundamentala pentru determinarea domeniului
de convergenta a unei serii de puteri.

n+1)|z — zp| > 1 pentru orice valoare fixata a lui z diferita de 2

, In baza criteriului lui D’Alembert,

Teorema 7.3.1 (Abel) Daca seria de puteri (7.22) converge intr—un punct
21 # 20, atunci ea este absolut convergentd in toate punctele z care satisfac
conditia |z — 20| < |21 — 20|, dar in discul inchis de raza p < |z1 — zo| st
centrul tn zy seria este uniform convergentd.

Demonstratie. Sa luam un punct arbitrar z care satisface conditia |z —
20| < |21 — 20| §1 s& consideram seria

Z en(z —20)". (7.23)

n=0
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Conditia pe care o satisface z implica existenta unui numér pozitiv subunitar
o0

g < 1 cu proprietatea |z — zg| = g|z1 — 2o|. Cum seria Z cn(z1 — 20)" este
n=0
convergenta, conform criteriului general al lui Cauchy, termenul ei general

tinde la zero cand n — oo. In consecinta, exista o constanta M astfel incat
len] - |21 — 20| < M, de unde

Seria (7.23) este atunci absolut convergentd deoarece valoarea absoluta a
termenilor sai satisface inegalitatea

len] - |2 — 20| < M’

’n
Z1 — 20

iar seria geometrica E q", cu ratia ¢ = ‘
n=0
Pentru a demonstra uniforma convergenta a seriei (7.22) in discul

‘ < 1 este convergenta.
Z1 — 20

|2 — 20| < p < |21 — 20,

este suficient, conform criteriului lui Weierstrass (Teorema 7.2.1), sa con-
struim o serie majorantd de numere reale care sa fie convergenta. FKEste
evident ca aceasta serie este

M 7.24
Z T —zoy” (7.24)

Seria (7.24) este majorantd pentru seria (7.22) in domeniul considerat si, to-
todata, este convergenta fiind serie geometrica cu ratia subunitara. Teorema
este astfel demonstrata. [ ]

Din Teorema lui Abel se deduc unele corolarii (consecinte) care sunt utile
in studiul seriilor de puteri in complex. Prezentam in continuare gase astfel
corolarii.

Corolarul 7.3.1 Daca seria de puteri (7.22) este divergenta intr-un punct
z1, atunci ea este divergentd in toate punctele z care satisfac inegalitatea
|z — 20| > |21 — 20]-

Demonstratie. Presupunand contrariul, gasim ca in baza Teoremei lui
Abel seria (7.22) ar trebui sa fie convergenta in orice disc cu centrul in zg si
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razd p < |z — zo| §i In particular in punctul z;, care apartine discului, ceea

ce contrazice ipoteza. [
Consideram marginea superioara R a distantelor |z — 2| cu proprietatea
oo
ca seria de functii corespunzatoare E en(z — 20)" este convergenta.
n=0

Daca R < 400, atunci in toate punctele 2’ cu |2’ — 29| > R, seria de puteri
corespunzatoare este divergenta. Daca R > 0, atunci discul |z — 29| < R
este domeniul maxim de convergenta al seriei de puteri (7.22) si seria este
divergenta in punctele exterioare discului inchis de raza R cu centrul in zj.
Pe frontiera discului, deci in punctele z cu proprietatea |z — zg| = R, seria
de puteri corespunzatoare poate fi convergenta sau divergenta. Domeniul
|z — 20| < R se numeste discul de convergenta al seriei de puteri (7.22), iar
numarul R este raza de convergenid.

Am stabilit astfel

Corolarul 7.3.2 Pentru orice serie de puteri existd un numdr R > 0 astfel
incadt in discul deschis de razda R cu centrul in zo, seria de puteri (7.22) este
convergenta, iar in exteriorul disculut inchis de raza R cu centrul in 2y seria
este divergenta.

Corolarul 7.3.3 Suma unei serii de puteri este o functie analitica pe discul
de convergenta.

Demonstratie. Termenii seriei de puteri (7.22) sunt functii analitice in
intreg plnul complex; seria este uniform convergentd in orice subdomeniu
inchis inclus in discul de convergenta. Deci, dupa prima teorema a lui Weier-
strass, suma seriei este o functie analitica. [

Corolarul 7.3.4 In interiorul discului de convergenta, o serie de puteri
poate fi integrata si derivatd termen cu termen ori de cate ori, razele de
convergenta ale seriilor de puteri obfinute fiind egale cu raza de convergentd
a seriei initiale.

Demonstratie. Afirmatiile acestui corolar sunt consecinte directe ale teo-

remelor lui Abel si Weierstrass. ]

Corolarul 7.3.5 Coeficientii seriei de puteri (7.22) se exprimd cu ajutorul
functiei suma f(z) prin formulele

o = % £ (z). (7.25)
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Demonstratie. Sa notam cu f(z) suma seriei de puteri (7.22) in discul
deschis cu centrul in zg si raza r, B(zo, R) = {z € C': |z — 29| < R. Luand

z = zp In expresia
(0.)

Z (z —2z0)", (7.26)

obtinem f(zg) = co.
Derivand termen cu termen seria (7.26), gasim

= i nen(z—20)""Y, 2 € B(2,R) (7.27)

din care, punand z = zg, obtinem f’(zg) = ¢1.
In mod analog, daca punem z = 2y in egalitatea

f®) (2 Z (n—1)(n—-2)---(n—k+1)ecy (z — 2)" ", (7.28)

obtinuta efectuand derivarea termen cu termen de (k — 1) ori in (7.27) si
adeviratd pentru z € B(z, R), gasim f*)(z) = ¢4 - k. Procedeul poate
continua obtinandu—se astfel derivata de orice ordin.

Analiza rezultatelor demonstreaza corolarul. ]

Corolarul 7.3.6 Raza de convergenta R a seriei de puteri (7.22) este de-
terminatd de relatia *

1
R= 7’ unde ¢ =limsup {/|cy], (7.29)
unde prin limita superioard a sirului ({/|c,|) intelegem cel mai mare punct
limatd? al sirului.
Demonstratie. Sa notam ¢ = limsup {/|c,| si sa presupunem ca 0 < £ <
oo. Trebuie sa aratam ca in orice punct z; care satisface conditia |z; — zp| <

—, seria de puteri (7.22) este convergenta, iar in orice punct zs pentru care

|zo — 20| > —, seria de puteri (7.22) este divergenta.

27
Deoarece ¢ este marginea superioara a girului ({/|c,|), pentru orice € > 0
exista un numar natural N(e) cu proprietatea {/|c,| < ¢ + €. Pe de alta

! Aceasts relatie se numeste formula Cauchy-Hadamard.
*Elementul a € IR = [—o0, +00] se numeste punct limitd al sirului (a,) daci existd un
subgir (a,,) al sirului dat care are limita a.
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parte, pentru acelagi € este posibil sa gasim o infinitate de termeni ai sirului
(/|cnl|) care sa fie mai mari ca ¢ — . Consideram un punct arbitrar z; ce

satisface inegalitatea £|z; — zp| < 1 si luam ca valoare pentru £ numarul real
1-— £|Zl — Zo|

> (0. Atunci
2|z1 — 2|
n 147 21 — 20
Vlenl - 121 — 20| < (£ +¢€)|z1 — 20| = ‘2‘ =qg<1,
o
de unde rezultd ca seria Z cn(2z1 — 20)" este majorata de seria geometrica
n=0
o

Z ¢" cu ratia ¢ numar pozitiv subunitar. Aceasta demonstreaza conver-
n=0
genta seriei de puteri (7.22) in punctul z;. Luadnd acum un punct zo care

lz9g — —1
fea =2l =1 o

satisface inegalitatea £|zo — 29| > 1 si alegand ¢ = | |
22 — 2o

tinem
Vl0enl - |22 — 20| > (0 —€)|z2 — 20| =1
pentru o infinitate de valori ale lui n. De aici rezulta |c,(z2 — 20)"| > 1 si,
oo

in baza conditiel necesare de convergenta a unei serii, seria E cn(zo2 — z0)"
n=1
este divergenta.

Consideram cazurile extreme ale lui ¢.
o0

Pentru ¢ = 0 seria Z cn(z — 20)" converge in orice punct z, adica R =

n=0
oo. Intr-adevar, in acest caz, pentru orice ¢ > 0 existd un numar N ()
a” A . A q
astfel incat {/|c,| < e pentru n suficient de mare. Luand ¢ = ﬁ,
Z— 20

unde z este un punct arbitrar din planul complex gi 0 < ¢ < 1, obtinem
o0

len(z — 20)™| < ¢™. Aceasta dovedeste convergenta seriei Z cn(z — 20)".

n=0
o
Pentru ¢ = oo seria Z cn(z — 29)" diverge in orice punct z # zp, adica
n=0

R =0. intr—adevér, in acest caz, pentru orice numar M existd o infinitate

de coeficienti ¢, astfel incat {/|c,| > M. Sa consideram un punct arbitrar

z # zg si sa alegem M astfel incat M|z — zg| = ¢ > 1. Atunci o infinitate de
o0

termeni ai seriei Z cn(z — 20)" satisface conditia |¢, (2 — 20)"| > 1, ceea ce

n=0
oo

demonstreaza ca seria E cn(z — 2zp)" este divergenta.

n=0
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1
Astfel, formula Cauchy—Hadamard R = 7 unde ¢ = limsup {/|c,|, are

loc pentru orice valoare a lui /. [

oo
Exemplul 7.3.1 Seria geometrica Z(z — 20)" este convergenta in discul
n=0 1
deschis de raza 1 cu centrul in zo $i are suma f(z) = ————.
1—(z— 20)
Solutie. Intr-adevir, tinand ca in aceasta serie de puteri ¢, = 1 si aplicand
formula Cauchy-Hadamard, gasim R = 1 si deci seria geometrica data este
convergenta in discul B(zp,1) ={z € C': |z — 20| < 1} si are suma functia
analitica f(z). Pentru a determina aceasta functie, aplicam definitia sumei
unei serii de functii ca limita a girului sumelor partiale:

n

fz) = lim S,(z) = lim Y (z—2)" =

(7.30)

S—a folosit atat avantajul calculului sumei primelor n + 1 termeni ai unei
progresii geometrice in complex, aceeasi ca in real, cit si posibilitatea trecerii
la limita la numaratorul unei fractii al carui numitor este nenul.

Din (7.30) rezulta ca suma unei progresii geometrice de numere complexe
cu ratia In modul subunitara continand o infinitate de termeni se determina
ca in real. [

Observatia 7.3.1 Studiul seriilor de puteri se poate efectua direct pe seria
centrata in origine

> enz™ (7.31)
n=1

Trecerea de la (7.31) la cazul general (7.22) se face cu substitutia z = ¢ — 2o,
deci printr—o translatie.

(0.)
Teorema 7.3.2 Fie R raza de convergentd a seriei de puteri Z cn2". Daca
n=1
existd in IR limita
lim ‘ =1, (7.32)

atunci raza de convergenta este de R = /7.
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Demonstratie. Asociem seriei de puteri (7.31) seria numerica cu termeni
pozitivi

> lenlr™, (7.33)
n=0

cu r > 0 si notam cu A multimea valorilor lui r pentru care aceasta serie
este convergenta. Atunci, marginea superioard a multimi A, pe intervalul
[0, 00], este tocmai raza de convergenta R a seriei de puteri (7.31). Conform
criteriului raportului al lui D’Alembert, seria (7.33) este convergenta daca

] | Crl | ,r.n-i-l
lim

n—oo |cp|rm

<1 (7.34)

1
Din (7.34) rezulta T < 1 ¢i deci r < ¢1. Evident, marginea superioara a
numerelor r cu proprietatea de mai sus este ¢1 si deci raza de convergenta
este R = /7. [ |
Exercitiul 7.3.1 Sd se determine razele de convergentd ale seriilor de pu-

teri:
0o _n 00 0o 0o
> = Z ; Z > onlz
n= n=1 n=1 n=1

z
n
Solutie. Pentru primele doué serii se foloseste faptul ca nlinolo Yn =1 si deci

3‘1\1:

z"
n!

¢ =1, iar din formula Cauchy—Hadamard deducem ca raza de convergenta
este R = 1 pentru ambele serii.

Pentru a treia serie aplicam Teorema 7.3.2 gi gasim R = oo.

Pentru ultima serie se deduce ca R = 0. [

Exercitiul 7.3.2 Sa se afle multimea de convergentd a seriilor de puteri:

10,3 (cosin)en; 20,3 L2, Z u

o — (n+1)(n+2) (3n —

Solutie. Determinam mai intai numerele nenegative Ri, Ra, R3, razele de
convergenta ale respectiv celor trei serii de puteri.

Aplicand, dupa caz, una din formulele de calcul a razei de convergenta
(7.29) si (7.32), gasim:
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Atunci, discurile de convergenta ale celor trei serii de puteri sunt respec-
tiv

B1<0,é> = {ZGC: |z|<%},
BQ(Q,\}i) = {ZEC: |22|<\}§}a

V2 V2
?) = {ZGCZ |Z—(1—Z)’<?}
Cel de al treilea disc de convergenta are centrul in punctul zg =1 — ¢ si

V2

raza R3 = ? |

33(1 —

Exercitiul 7.3.3 Pentru urmatoarele patru serii de puteri, sa se determine
respectivele functii suma f1(z),..., fa(z) pe multimile lor de convergenta:

00 2n

i) Z nz"; (i) Z %; (4i7) Z n(n —1)2""2 Z
n=1 n=1

n=2 =

o
Solutie. Seria de puteri Z 2" este seria geometricd cu primul termen 1 si

n=0
1

1—=z2

1 = ., .
= Z Z". Apli-

—F n=0

cand teorema de derivabilitate termen cu termen a unei serii de puteri, pe

acelasi disc are loc egalitatea

(1_2 an

Inmultind in ambii membri cu z se obtine

ratia z. Conform Exemplului 7.3.1 suma seriei este functia f(z) =

ce

este olomorfa 1n discul cu centrul in origine gi raza 1.

Pe discul de convergenta se poate scrie egalitatea 1

an )2, z€B(0,1)={z€ C: |z| <1}

Prima serie poate fi integrata termen cu termen pe orice curba neteda
pe portiuni inclusa in discul de raza 1 si centrul in origine. Presupunand ca
aceasta curba are originea in z = 0 si extremitatea intr—un punct oarecare
z cu |z| < 1, obtinem

/Ozg)c"dc:;/:cndc: /Oldfgzzzj
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N 1
Insi, o primitiva a functiei c este —Log (1 — (), unde pentru functia

logaritm am luat determinarea fundamentala (principald) si deci functia
fa(z) = —Log (1 — 2).
Functia f3(z) este suma seriei de puteri obtinuta prin derivarea de doua
o0

ori a seriei E z". Prin urmare,

n=0

2
e
00 2n 0 22n+1
Din f4(z) = nzz:o(—l)”zn_i_ . deducem zfy(z) = nz:%(—l)"m, iar
prin derivare obtinem
> 1
_ n. 2n __
RGN = D =
Integrand egalitatea
> 1
I —1)" 2n _
CAOY = L0 =5

pe o curba neteda ce are ca extremitati originea si un punct arbitrar z,

deducem zf4(z) = arctg z, de unde fy(z) = arctgz. |
z

7.3.2 Serii Taylor

O serie de puteri defineste in discul de convergenta o functie analitica numita
suma sa. Apare In mod natural urmatoarea problema inversa: datd o func-
tie analitica pe un disc, putem asocia o serie de puteri convergentd in acel
disc si avand ca sumd functia datd? Teorema urmatoare raspunde acestei
intrebari.

Teorema 7.3.3 (Taylor) O functie complexda de variabila complexa f(z),
analitica in discul B(zg,R) = {z € C': |z — z0| < R}, se poate reprezenta
in mod unic prin seria de puteri

= n f(n)(ZO)

convergentd in discul B(zp, R).
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Demonstratie. Alegem un punct arbitrar z in discul B(zg, R) si construim
un cerc C), de raza p cu centrul in zy care sa -1 contina pe z, constructie
posibila deoarece distanta de la punctul z la frontiera discului este pozitiva.

Deoarece z este un punct in domeniul de contur C), din formula integrala
a lui Cauchy rezulta ca

1 Q)

1) = 5 Bt (7.35)

Sa observam ca o parte a integrantului din (7.35) se poate scrie in forma

1 1 1 (2 — 29)"
— : 7.36
(—=z ¢ — 20 1_Z_ ; ¢—z)" ( )
¢ — 20

. . .. . . 2= 20
deci sub forma unei serii geometrice de ratie ¢ = ‘ c ‘ < 1.
— 2

Pentru ¢ € C,, seria (7.36) este uniform convergenta fiind majorata de
seria numerica

o0

|z — zo|™
ZW’ cu |z — 2| < p.
n=0

Folosind (7.36) in (7.35) si integrand termen cu termen, obtinem

0= (o [ 2% (7.87

— \2mi Jg, (¢ — zo)t!
Cu notatia ©
1 f(¢
= 57 o, Tz )

egalitatea (7.37) devine o serie de puteri, convergenta in punctul z conside-
rat.
Prin urmare, putem scrie

o)

Z (z —z0)™. (7.39)

In baza teoremei lui Cauchy, in formula (7.38), cercul C), se poate inlocui
cu orice contur situat in domeniul |z — zg| < R care sa contina in interior
punctul zp.

Deoarece z este arbitrar, rezulta ca seria (7.39) este convergenta in discul
|z — 20| < R, uniform convergenta pe discul inchis |z — 29| < p < R si are
suma f(z) pe domeniul de convergenta.
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Prin urmare, functia f(z) poate fi dezvoltata intr—o serie de puteri cen-
trata in zg, serie care este convergenta pe un disc cu centrul in zg si raza R.
Suma acestei serii de puteri este functia f(z).

In baza formulei (6.47), coeficientii (7.38) ai dezvoltarii sunt

1 f(©) ARIEN)
e = — /C : = . (7.40)

2mi ¢ — 2p) n!

Rémane s& demonstram unicitatea dezvoltarii (7.39). Presupunem ca avem
si dezvoltarea

[e.o]

Z (z —20)" (7.41)
unde cel putin un coeficient ¢}, # ¢,. Seria de puteri (7.41) este convergenta
in discul |z — 29| < R si, in baza formulei (7.25), coeficientii acesteia sunt

, fM(z0)

c, = — - De aici i din (7.40) rezulta ¢, = c,. Aceasta demonstreaza

n!
unicitatea dezvoltarii (7.39). n

Aceasta teorema stabileste o corespondenta biunivoca intre o functie
analitica intr—o vecinatate a unui punct zg i o serie de puteri centrata in
acest punct. Aceasta Inseamnd ca notiunea de functie analiticd ca functie
infinit derivabila este echivalentd cu o functie ce poate fi reprezentata in
forma sumei unei serii de puteri.

S& observam ca daca functia f(z) este analitica in domeniul Dsiz € D,

ZO
atunci raza de convergenta a seriei Taylor f(z Z S —z)" a

acestei functii este cel mult egala cu distanta de la punctul zo la frontiera
domeniului D.

Definitia 7.3.1 Dezvoltarea unei functii analitice, in discul |z — 29| < R,
in seria de puteri (7.39) se numeste dezvoltarea Taylor in jurul punctului
20, dar seria (7.39) se numeste seria Taylor a functiei f(z).

Exercitiul 7.3.4 Sd se dezvolte in serie Taylor functia

1

& =12

in vecinatatea originii $i in vecinatatea punctului zg = 1.

Solutie. Aceasta functie este analitica in tot planul complex cu exceptia
punctelor 21 9 = £i care sunt poli simpli ai functiei.
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In baza Teoremei lui Taylor, functia f(z) poate fi dezvoltatd in serie
Taylor in orice disc al planului complex care nu contine polii z; = 47 si
z9 = —1.

Daca dorim sa determinam dezvoltarea functiei f(z) in serie Taylor in
vecinatatea originii atunci, aceasta dezvoltare trebuie cautata in discul |z| <
1, deoarece pe aceastd multime f(z) este functie analitica.

In acest disc, functia f(z) poate fi privitd ca suma unei progresii geo-
metrice cu ratia —z2, subunitard in modul, deci putem scrie

1 - n . 2n
= (=1)"z"" (7.42)

n=0

14 22

Raza de convergenta a seriei (7.42) este R = 1 si reprezinta distanta de

la centrul discului la frontiera domeniului in care functia f(z) = 5 este

N 1+ 2
analitica.

Raza maxima a unui disc cu centrul in zp = 1 in care functia f(z) este
analitici este /2 si prin urmare trebuie si determinim dezvoltarea in serie
Taylor a functiei date in discul |z — 1] < v/2.

Pentru aceasta tinem cont ca functia f(z) se descompune in fractii simple
in complex astfel

1 1 1 1
1) = 1+ 22 _%(zfi_eri)

Folosind formula de calcul a derivatei de ordin n a functiei rationale

z—a
si inlocuind in (7.40), gasim c in discul |z — 1| < v/2 are loc dezvoltarea

1 s 1 1 1
e DM e ) IS A ()

n=0

Cu formele exponentiale ale lui 1 — ¢ §i 144, adica 1 —4 = V2e'T s
1+4i=1/2e'7, (7.43) se scrie
1 00 sin (n + 1)%
= Z(—1)”n7+1(z -1 (7.44)

2 2

Raza de convergenta a seriei obtinute este R = v/2 si poate fi determinata,
si folosind formula Cauchy—Hadamard. ]
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Exemplul 7.3.2 Dezvoltarea in serie Taylor intr—o vecindtate a punctului
z =1 a functiei complexe Logz, analitica in discul |z — 1| < 1, este

- (z-1"

Logz = —1)nt .

09z Z( 1) - (7.45)
n=1

raza de convergentd a seriei fiind 1.

Solutie. intr—adevér, daca se calculeaza coeficientii, se gaseste

_ 1 n—1(n—1)! _ ne1l —
o= SR = =23,
. 1
sico=Logl=0, ¢ =— =1. [
2 1z=1

Exemplul 7.3.3 Functia exponentiald f(z) = e* este analitica pe C, deci
se poate dezvolta in serie Taylor pe orice disc de centru zg st razd oricat de
mare. Derivatele functiei f(z) = e* in zy fiind ™ (zy) = €, rezultd cd
seria Taylor in jurul punctului zg a functiei exponentiale este

—20 (22— 20)? (z — zo)"

z
Z— Zi ) —_— LY
e —eo(l—i— T + 91 + + i + ), (V)ZGC.

In particular, pentru zg = 0,
2 P

Z— Z Z .o oe. —_— e
6_1+ﬁ+5+ +ot , (V) ze (.

Exemplul 7.3.4 In orice vecindtate a originii au loc dezvoltarile:

. P 23 " 22n+1
siny — ﬁ_ﬁ—’_”'—i_(_l)m—i_'”’ (V) z € C;
22 24 nZQ"
cosz — 1_5_}_1_{_...4_(_1) (2n)!+...’ (V) z € C.
Exercitiul 7.3.5 Sa se arate ca are loc egalitatea
1—22 —
—— =Ty +2 T,(t)z" A4
o - 22 T, (7.46)

n=1

unde [t| < 1 gi T, (t) = cos (n arc cost).
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Solutie. In fractia din membrul intéi a relatiei (7.46) punem ¢ = cos si
apoi o descompunem in fractii simple. Obtinem

1—22 1 1

=1 - —
1—2zcosf + 22 +1—ze_19+1—ze’9

In locul fractiilor din membrul doi scriem (pentru 0 fixat si 2| < 1)
seriile geometrice dupa puterile lui z.

Avem
1— 22 _ 0o . ) .
1—2zcos6 + 22 + nZ::lZ cosnb. (7.47)
Comparand (7.46) cu (7.47) rezulta Ty(t) = cosnf = cos (narccost), m

Observatia 7.3.2 Pornind de la identitatea evidenta
cosnb + cos (n — 2)0 = 2cos (n — 1)8 - cos
se poate arata ca are loc relafia de recurentd
To(t) = 2tT,—1(t) — Th—2(t) (7.48)

pe care o verifica functiile T, (t) = cos (n arc cost). Folosind apoi un ratio-
nament prin inductie completa se aratd ca functia T, (t) este polinomul de
gradul n

To(t) = 2" 1" 4 art™ 2 +agt" 4+ - (7.49)

numit polinomul lui Cebasev de speta intai.

Polinoamele Cebagev avand gradele de la 1 pana la 4 sunt

Ti(t) = cos(arccost) = 2%,

To(t) = cos(2arccost) = 2 cos?cos(arccost) —1 =2t -1,
T3(t) = 4¢3 — 3¢,

Ty(t) = 8t —8t2+1.

De altfel, se poate arata ca T,,(t) este solutia ecuatiei diferentiale ordinare
de ordinul doi cu coeficienti variabili

(1 —t)T) — 1T, +n*T,, = 0.



Capitolul 8

Serii Laurent

In acest capitol se va studia comportarea unei functii analitice univalente
in vecinatatea punctelor singulare izolate. Cunoagterea acestei comportari
permite o aprofundare a naturii functiilor analitice.

In capitolul precedent am pus in evidenta rolul pe care il au seriile de pu-
teri, in particular seriile Taylor, in studiul functiilor analitice intr—un dome-
niu unde nu exista puncte singulare ale functiilor.

Un rol asemanator il au si seriile Laurent.

8.1 Domeniul de convergenta al seriei Laurent

Definitia 8.1.1 Se numeste serie Laurent centratd in zy o serie de

forma
oo

Z en(z — 20)", (8.1)
n=—oo
unde zg este un punct fixat din planul complex, ¢, sunt numere complexe,
iar sumarea se face dupad toate valorile intregi ale indicelui n.

Pentru a determina domeniul de convergenta al seriei (8.1), o aranjam
in forma

o0

Z en(z — 20)" Z (z —z0)" Z (8.2)

n=—oo — Z - ZO

Domeniul de convergenta al seriei (8.1) va fi intersectia domeniilor de
convergenta ale seriilor de functii din membrul doi al egalitatii (8.2), care se
numesc respectiv partea tayloriana sau partea requlatd si partea principala
ale seriei Laurent.

225
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Denumirea de serie data expresiei (8.1) se justificd daca analizam mem-
brul al doilea din (8.2) unde avem o suméa de doua serii de functii, prima
fiind o serie de puteri de tipul celor studiate in capitolul precedent.

Domeniul de convergenta al seriei Taylor din (8.2) este discul deschis
B(zp, R1) de raza Ry € [0,+00] si centrul in punctul zg, iar daca fi(z) este
suma acesteia atunci, pe discul de convergenta, are loc

filz) = Z cn(z —20)", 2z € B(z0,R1) < |z — 20| < Ry. (8.3)
n=0

Pentru a determina domeniul de convergenta al seriei de functii care
reprezinta partea principala a seriei Laurent, efectuam schimbarea de vari-

Aceasta serie va deveni serie de puteri centrata in originea planului com-
oo

plex (¢) deci o serie de forma Z c_nC".
n=1
Daca 1/ Rz este raza de convergenta a acestei serii de puteri si ¢(¢) suma

sa pe discul de convergenta

B(0, ;2) ={¢: lI< }%2}

atunci putem scrie

o0 n 1
v(C) _nZ::lenC <5 (8.4)
Revenind la variabila initiala z gi punand ¢(((z)) = f2(z), obtinem
oo Cn
P2) =3 <, |z— 2> R (8.5)

n=1 (Z o ZO)n?

Prin urmare, domeniul de convergenta al seriei de functii care reprezinta
partea principala a seriei Laurent (8.1) este exteriorul cercului |z — zp| = Ra,
unde Ry € [0, c0].

Astfel, seria Laurent (8.1) este convergenta pe domeniul obtinut prin
intersectia domeniilor de convergenta ale seriilor din membrul doi al relatiei
(8.2) si suma sa va fi o functie analitica pe acest domeniu.

Daca Re < Ry, intersectia domeniilor de convergenta ale celor doua serii
este coroana circulard Ry < |z — zp| < Ry si seria Laurent (8.1) are suma

f(z) = fi(z) + fa(2), R2<|z— 2] <Ri. (8.6)
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Deoarece seriile (8.3) si (8.4) sunt serii de puteri, rezulta ca in domeniul
de convergenta al seriei Laurent functia suma f(z) are proprietatile sumei
seriilor de puteri.

In concluzie, seria Laurent (8.1) este convergenta in coroana circulard
Ry < |z — 20| < Ry si suma sa f(z) este o functie analitica in aceasta
coroand.

8.2 Dezvoltarea unei functii analitice intr—o serie
Laurent

Sa cercetam daca este posibil sa asociem unei functii analitice Intr—o coroana
circulara o serie Laurent convergenta in aceasta coroana si care sa aiba drept
suma functia data.

In acest sens, de ajutor este teorema urmatoare.

Teorema 8.2.1 Functia f(z), analitica in coroana circulard Ry < |z—z| <
Ry, se reprezentd in mod unic in coroana printr—o serie Laurent convergenta
in acea coroand.

Demonstratie. Fixam un punct arbitrar z in coroana circulara Re <
|z — 29| < Ry si construim cercurile concentrice C' R, si C R, CU centrul In zg
si raze care satisfac conditiile

Ry < Rh < Ry <Ry, R)<|z—2|<R).

Conform formulei integrale a lui Cauchy pentru un domeniu multiplu
conex, avem
1 f(©)
f(z) = 5=

27 R,C—z 27?2 C—z

(8.7)

La fel ca in cazul seriei Taylor, observam ca

r 1 1 ' 1 _ 1 Z— 20
(-2 ((—2)—(2—20) (-2 12T C—ZOZ(C—ZO)'

n=0
¢—20
Observand cd pe cercul Cp, are loc inegalitatea Z_ 0 <g<lsi
— 2
folosind integrarea termen cu termen intr—o serie de puteri, rezulta
1 f(¢
fils) = S g ch 2 z)", (53)

2mi C,C—z
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unde ) 0
= — —== > 0. 8.
= o /CR/ (¢ — zo)nt1 “ on2 (8.9
1
. . ¢— 2 .
Deoarece pe cercul C r;, are loc inegalitatea ‘ ’ < 1, iar
Z — 20

1 1 & (- z\n
C—z:_z—zoz( ZO>’

=0 Z— 20

din aceleasi considerente ca mai sus, obtinem

" 2mi / C— z - i (8.10)

el Z—ZO

unde
1

cn=—5— | FOE- 20)"LdC. (8.11)
mi Joo,
R2
Schimband orientarea curbei de integrare in (8.11), gasim o alta expimare

pentru c_,, si anume
1 n—1
eon =g [ HOC =20 d (812
mi SO

Sa observam ca functiile de integrat din (8.9) si (8.12) sunt functii ana-
litice in coroana circulard Ry < |z — zo| < Rj.

In baza Teoremei lui Cauchy, valorile integralelor din formulele (8.9) si
(8.12) nu se schimba la o deformare a contururilor de integrare in domeniu
de analiticitate ale functiilor de integrat.

Aceasta observatie permite combinarea formulelor (8.9) si (8.12) intr—o
singura expresie

1 f(Q) _ _ _
cn_Qﬂ'Z/((—ZO)anC’ n—O, n—:l:l, n_:l:27 Ty (813)

unde C este un contur arbitrar inchis situat In coroana circulard Ry <
|z — 20| < Ry.
Revenind la (8.7), obtinem

o0

z) = Z en(z —20)" Z m = Z cn(z — 20)", (8.14)
n=0 n=1 n=-—0oo



Capitolul 8 — Serii Laurent 229

unde coeficientii ¢, se determina prin formula unitara (8.13).

Deoarece z este un punct arbitrar in coroana circulard Ry < |z2—z9| < Ry,
rezultd ca seria (8.14) este convergenta si are suma f(z) in aceasta coroana,
iar in orice coroand inchisd, concentrica si inclusd in coroana Ry < R <
|z — 20| < R} < Ry, seria (8.14) este uniform convergenta si are suma f(z).

Ramane sa demonstram unicitatea dezvoltarii (8.14).

Presupunem ca mai avem si o alta dezvoltare

o0
flz)= Y culz—20)"
n=-—oo
unde cel putin unul din coeficienti ¢, # ¢,. Atunci, oriunde in interiorul
coroanei Ry < |z — zg9| < R1, avem egalitatea
o0 oo
Z en(z — 20)" = Z (2 — z0)"™. (8.15)
n=—00 n=—00

Sa consideram un disc B(zg, R), de raza R, cu Ry < R < Ry, cu centrul in
20. Seriile de functii din (8.15) sunt uniform convergente pe discul B(zg, R).

Inmultim ambii membri ai lui (8.15) cu (z — z) !, unde m este un
intreg fixat pentru care ¢, # ¢, si integram apoi termen cu termen.

Vom intalni termeni care contin integrale de forma / (z—2)" ™ L dz.

YR
Avand in vedere ca pe Cr avem ca z — zp = Re'?, unde ¢ € [0, 27],

obtinem

0, n#m

2r
/ (z—20)" ™ dz = iR”_m/ et = (8.16)
Cr 0 27TZ7 n=m.

Luéand in consideratie (8.16), dupa efectuarea integrarii egalitatii (8.15),
gasim ca seriile numerice care apar in cei doi membri au fiecare doar cate
un termen diferit de zero, §i anume ¢, respectiv .

Asadar, ¢, = ¢),.

Cum numarul intreg m l-am ales arbitrar, rezulta ca ¢, = ¢, pentru toti
intregii n, ceea ce dovedeste unicitatea dezvoltarii (8.14). |

z
(z+1)(z - 1)
plex la distania finitd, are singularitatile —1 gi 1, primul pol simplu, iar al
doilea pol triplu. Se cer dezvoltarile in serie Laurent

Exercitiul 8.2.1 Fie functia f(z) = care, in planul com-

a) in jurul punctului zg = 1;

b) in exteriorul discului inchis B(1,2) ={z € €' : |z — 1| < 2}.
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Solutie. a) Izolam punctul zp = 1 cu un cerc I'y cu centrul in zp = 1 si cu
raza Ri, unde 0 < R; < 2.

Acest cerc, impreuna cu cercul I'y cu acelasi centru si cu raza R, ales
aga fel incat R; < Ro < 2, determind o coroana circulara care, impreuna cu
frontiera sa I'y U I'g, este inclusa in domeniul de olomorfie al functiei f.

Izolam factorul care da singularitatea lui f, punand

1 z

f(z) = m +9(z), unde g(z) = 21

si dezvoltam in serie Taylor functia g(z) in jurul punctului zp = 1. Avem

2 1 1 1 1
= :]_— :1—7:1—7'4 .
9() =5 Z+1 2+ (2 — 1) 2 L2 1
L

z—1
2

cu ratia subunitara ¢ = —

In ipoteza ca ‘ ‘ < 1, ultima fractie este suma unei serii geometrice

, serie care este convergenta pe discul deschis

|z — 1| < 2, deci putem scrie egalitatea

1 z—1 (2-1)? o (z—=1)"
271_1_ 5 + 52 _..._|_(_1) ST 4+ ..
1+ 5

Folosind aceasta egalitate, exprimarea lui g(z) devine

B 1 o (z—1)"
g(z) =1~ B Z(—l) Ton

care, inlocuita in f(z) conduce la dezvoltarea in serie Laurent a acestei func-
tii in coroana circulara 0 < |z — 1| < 2,

£(2) 1 1 + 1 1 1 1 +
2) = —— 4+ = B
2(z—=1)3  22(z—1)2 23(2-1)
1 z-1 (z—1)"
+ 274_725 +...+(_1)n72n+4 4+ ...

Partea principald a dezvoltarii contine un numar finit de termeni. Cel mai
mic exponent este —3, iar 3 este ordinul polului in jurul caruia s—a facut
dezvoltarea in serie Laurent.

b) Coroana circulara va avea centrul tot in zp = 1, raza Re > 2, iar R; > Ra
poate fi oricat de mare.
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Coroana circulara, impreuna cu frontiera sa I'y UT'9, este inclusa in dome-
niul de analiticitate al functiei f.
Cu notatiile de mai sus,

Pentru |z — 1] > 2, urmeaza ‘ 1’ < 1 si ultima fractie din expresia

functiei g(z) este suma unei serii geometrice cu ratia g = -1 Deci,
5

2 n
g(z)zl_zl1(1_221+(z21)2_'”+(_1)n(221)n+”'>'

In acest mod, se obtine dezvoltarea in serie Laurent a functiei f (2)

27’l
(Z _ 1)n+4

1 1 2

f(z): (z—1)3 — (2_1)4 + (2—1)5 _..._|_(_1)n+1

pentru orice numar complex z care satisfac conditia [z — 1] > 2.
Partea principala a seriei Laurent in coroana infinita |z — 1| > 2 are o
infinitate de termeni, iar partea Tayloriana nu exista. [

Exercitiul 8.2.2 Sa se dezvolte in serie Laurent functia

1
&)= ey

in urmatoarele coroane circulare:
(K1): 0<|zl<1l; (K2): 1<|z|<2; (K3): 2<|z| <oo.

Solutie. Functia f(z) este analitica in intreg planul complex cu exceptia
punctelor z = 0, z = 1 gi z = 2 care sunt poli simpli. Fiind o functie
rationala, functia f(z) admite descompunerea in fractii simple

1
z—1

1
z—2

f(z) = é— +%- (8.17)

N | =

In fiecare din coroanele de mai sus functia considerata este dezvoltabila in
serie Laurent dupa puterile intregi ale lui z.
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S& remarcam ca in orice coroana ne-am plasa cu punctul z, primul termen
este deja o functie dezvoltata in serie de puteri ale lui z, din toti termenii
seriei ramanand doar cel cu coeficientul c_; = —.

Considerand ca ne aflam in coroana K, al doilea termen al descom-
punerii in fractii simple a functiei f(z) este suma unei serii geometrice cu
ratia z

1 ) -
=T =ttt =D

Cel de al doilea factor din termenul al treilea al descompunerii in fractii
simple a functiei f(z) este de asemeni suma unei serii de puteri, gi anume

1 11 >
P R R A D e
1-— 5 n=0

Sumand cele doua serii, iInmultite in prealabil cu factorii ce se impun,
obtinem dezvoltarea in serie Laurent a functiei f(z) in coroana circulara K3

% i+§:(1_2n+2>

f(2)

Pentru dezvoltarea in serie Laurent In coroana Ky vom folosi din nou
descompunerea (8.17), pe care o vom scrie in forma

1 1 1 1 1 1
f(Z) = 5 ***** 71 - = 7 (818)

1 z
f‘ < 1lsi ‘5‘ < 1, factorii secunzi
z

Deoarece in coroana circulara Ko,
din termenii al doilea si al treilea ai descompunerii (8.18) sunt sumele unor
progresii geometrice convergente cu ratiile ¢ = — si respectiv ¢ = 3

z

Dupa reducerea termenilor asemenea, seria Laurent a functiei f(z) in
coroana Ko se scrie in forma

11 X1 X e
B ==5 -2 72 33
n=2 n=0

Intr-o maniera similara, luand in consideratie ca |z| > 2, se constata ca
in coroana K3 dezvoltarea Laurent nu contine decat puteri negative ale lui
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z. Pentru a ajunge la aceasta dezvoltare, scriem

SN DU SR SO SO S S S
z—1 =z 1_1_n:02”+1’ z2—2 2z 1_2_n:02”+1'
z z

Folosind aceste dezvoltari, constatam ca seria Laurent a functiei f(z) in

coroana K3 este

f(z) = i (2t -1) anﬂ.

n=2

Exercitiul 8.2.3 Sa se deduca dezvoltarea in serie Laurent a functiei f(z)
de la Ezxercitiul 8.2.2 dupa puterile lui z — 1.

Indicatie. Functia f(z) este analitici in coroana circulara cu centrul in
zo = 1, raza interioara Ry = € si raza exterioara R; = 1. Prin urmare, se
poate deduce seria Laurent a functiei f(z) dupa puterile lui z — 1. [

1
Exercitiul 8.2.4 Flie functia f(z) = m Sa se dezvolte aceasta
z—1)(z—

functie in serie Laurent:

1. in discul |z| < 1;
2. in coroana circulard 1 < |z| < 2;

8. in jurul punctului de la infinit.

A +i,undeA:—1§iB:1.
z—1 2z2-—-2

1. In discul |z| < 1, functia f(z) este suma seriei de puteri

Solutie. Avem f(z) =

1 1_°‘°n1°‘>z”_°"1 n
f(z)_l—z_2—z_nzzoz _2112202”_”;0( B >Z7

Se observa ca pe acest disc dezvoltarea functiei este tayloriana deoarece
f(2) este functie analitica in discul |z| < 1.
2. Sunt evidente egalitatile

1
2n+1

1 1 1 11

1 1 & 2"
2
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Prima serie fiind convergenta pentru |z| < 2, iar a doua pentru |z| > 1, re-
zulta ca dezvoltarea in serie Laurent are loc in coroana circulara 1 < |z| < 2.

X oon-l X1

3. f(z):l.%_l.%zz ZnZZ@”_l—l)}n-
n=1

— — _
1—-— < 1—-— n=1 ~ n=1~

Dezvoltarea determinata este in jurul punctului de la infinit deoarece
|z| > 2. ]

8.3 Clasificarea punctelor singulare izolate

Definitia 8.3.1 Un punct singular al functiei f(z) care nu este pol se nu-
meste punct singular esential.

Definitia 8.3.2 Un punct singular zy este punct singular izolat al func-
tiei f(z) daca f(z) este o functie univalenta si analitica in coroana circulard
0 < |z— 2| < Ry.

Reamintim ca polii unei functii sunt puncte singulare izolate. Deci, daca
o singularitate izolata zy nu este pol, atunci zg este un punct singular esential
izolat. Daca zg este o singularitate neizolata, atunci zg este un punct singular
esential neizolat.

Admitem situatia in care functia f(z) nu este definita in punctul zy si
studiem comportarea lui f(z) in vecinatatea lui zp. In baza celor prezen-
tate In paragraful precedent, intr—o vecinatate a lui zg functia f(z) poate
fi dezvoltata intr—o serie Laurent de forma (8.14), convergenta in coroana
circulara 0 < |z — 29| < Rj.

Sunt posibile urmatoarele trei cazuri:

(1) Seria Laurent rezultatd nu are parte principala, prin urmare nu
contine termeni cu puteri negative ale lui (z — 2p);

(2) Seria Laurent contine un numar finit de termeni in partea principala,;

(3) Seria Laurent contine un numar infinit de termeni in partea princi-

pala.
oo

In cazul (1), seria Laurent a functiei f(z) este f(z) = Z en(z — 20)".
n=0
In acest caz functia f(z) are limita in zo si anume Zlim f(z) = co.
—20
Daca f nu a fost definita in zg, atunci se prelungeste functia prin conti-
nuitate adaugand f(zg) = cp.
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Daca se intampla ca valoarea lui f sa fi fost specificata in zg, dar sia nu
coincida cu ¢y, modificam valoarea functiei in zp punand f(zg) = co.

Functia f(z) astfel definita va fi analitica pe discul |z — zp| < R;. Astfel
s—a inlaturat discontinuitatea functiei f in punctul zj.

Definitia 8.3.3 O singularitate izolata zg a lui f(z) pentru care dezvoltarea
Laurent in jurul punctului zg nu contine termeni cu puteri negative ale lui
(z — z0) se numeste singularitate removabila.

Rationamentul de mai sus, la care adaugam ultima definitie, a demonstrat

Teorema 8.3.1 Dacad 2y este o singularitate removabild a unei functii ana-
litice f(2), atunci existd o valoare limita lim f(z) = cg, unde |co| < oo.
z—20

—

Observatia 8.3.1 In vecindtatea unei singularitati removabile functia f (2)
este marginita si poate fi reprezentatda in forma

f(z) =(2—=20)"¢(2), meIN, ¢(z20)#0. (8.19)

Daca in singularitatea removabila limita functiei f(z) este zero, atunci in
reprezentarea (8.19) m € IN* §i m determind ordinul lui zo ca zerou al

functiei f(z).

Are loc si afirmatia inversa celei din Teorema 8.3.1. Prin urmare putem
formula

Teorema 8.3.2 Daca o functie f(z), analitica in coroana circulara 0 <
|z — 20| < R, este marginitd, deci exista M > 0 astfel incat

|f(2)] <M, pentru 0 < |z— 2| < Ry,

atunci punctul zy este o singularitate removabild a lui f(z).

Demonstratie. Dezvoltam functia f(z) in seria Laurent (8.14) si con-
sideream expresia (8.13) pentru coeficientii seriei, adica

_ f©)

Sa luam drept contur de integrare cercul C' de ecuatie | — zp| = p. Atunci,
din ipotezele teoremei rezulta

len| < Mp™™. (8.20)
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Vom considera coeficientii c_,. Deoarece valoarea coeficientilor ¢_,, nu de-
pinde de p, din (8.20) obtinem c_,, = 0 pentru n < 0, ceea ce demonstreaza
teorema. ]

Cazul (2) in care se poate plasa o dezvoltare Laurent a unei functii f(z)
in vecinatatea punctului zp este analizat in teorema urmatoare.

Teorema 8.3.3 O functie f are in punctul zy un pol de ordin p dacd si
numai daca dezvoltarea in serie Laurent sa in jurul lui zg are forma

= Cip Cip+1 DY Cil —_— —_— 2 DR
f(z) = (z—zo)PJr(z—zo)P*lJr +z—z0 +cot+c1(z—20)+c2(2—20)"+
(8.21)

cu coeficientul c_, # 0.

Demonstratie. Daca functia f(z) are dezvoltarea din enunt pentru 0 <
|z — 20| < Ry, functia ¢ definita prin

0(2) = c_p+cpr1(z — 20) + -+ colz — 20)P + c1(z — 20)P T+ -+

este analitica pe discul |z — zg| < R; fiindca pe acest disc ¢(z) se reprezinta
ca o serie Taylor. Prin urmare, zy este punct ordinar pentru functia ¢(z) si
©(z0) # 0. Dar ¢(z) = (2 — 20)P f(2). Conform definitiei polului de ordin p
al unei functii, rezulta ca zp este pol de ordin p pentru functia f(z).
Reciproc, daca zg este un pol de ordin p al functiei f: D — (', exista o
functie ¢ : DU{z0} — € care are in zp un punct ordinar si ¢(zp) # 0, astfel

incat 1
A EEE

Dar functia ¢ admite o dezvoltare Taylor in jurul punctului zg

o(z), (V) zeD.

p(2) =0 + 7z —20) + -+ mlz —20)" + -

cu v = ¢(z0) # 0, deci functia f admite o dezvoltare in serie Laurent de
forma
0 1

f#) = (z—zo)P+ (z — zo)P~1 o (2~ 20) + o

cu yg # 0. Teorema este demonstrata. [

Sa revenim asupra singularitatilor posibile ale unei functii, eliminand din
discutie punctele critice care pot exista doar pentru functii multiforme i sa
analizam punctele singulare esentiale si pe cele singulare esentiale izolate.



Capitolul 8 — Serii Laurent 237

Recunoasterea unui punct singular esential izolat 2y al functiei uniforme
f(2) se obtine cand ne situam in cazul (3) al dezvoltarii in serie Laurent a
functiei f(z). Conform ultimei teoreme, zp este un punct singular esential
al functiei f(z) daca si numai daca partea principala a dezvoltarii contine
o infinitate de termeni.

Exemplul 8.3.1 Functia f(z) = e: arein zo = 0 un punct singular esential
1zolat.

Solutie. Functia considerata admite urmatoarea dezvoltare Laurent in jurul
punctului zg =0
1 11 1 1 1

1
=14+— -4+ = +“'+7|‘7n+”.'
n. z

e 0 —
11z 21 22

Partea principala a acestei dezvoltari are o infinitate de termeni, deci
zp = 0 este un punct singular care este si izolat deoarece, cu exceptia lui zg,
toate punctele oricarei vecinatati a originii sunt puncte ordinare. [

Fie f o functie complexa de o variabila complexa definita pe o multime
deschisa D, cu valori in planul complex (z) = €. Asociem functiei f, functia

¢ cu valori in planul complex intreg si definita pe multimea D’ = {C e(C:

(= %, zED} prin ¢(¢) :f(z), unde ¢ € D'.

Definitia 8.3.4 Vom spune ca z = oo este punct ordinar al functiei f
daca ¢ = 0 este punct ordinar al functiei . Dacd ( = 0 este un punct

singular al functiei @ vom spune ca f(z) are in punctul de la infinit un
punct singular de aceeasi naturd.

Observatia 8.3.2 Conform Definitiei 8.3.4 si a Exemplului 8.3.1, rezultda
ca functia exponentiald z — e* are in punctul de la infinit un punct singular
esential izolat.

De altfel, natura punctului de la infinit al unei functii f(z) se poate
stabili pornind de la dezvoltarea functiei in seria Laurent

f(z) = _Z 2", (8.22)

convergenta in coroana circulard R < |z| < oo.
Distingem urmatoarele cazuri:
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(1) Punctul z = co se numeste singularitate removabild a functiei f(z)
daca dezvoltarea (8.22) nu are termeni cu puteri pozitive ale lui z, adica are
forma

=3 a5
z z
n=0 n=1

ceea ce este tot una cu a spune ca exista limita finita a functiei cand z — oo.
Aceastd limitd nu depinde de drumul pe care z se duce cétre infinit gi are
valoarea cg. Daca

co=c1=cCca9=+=Cm1 =0, c_pm#0,

atunci punctul de la infinit este un zerou de ordin m al functiei f(z).

(2) Punctul z = oo este un pol de ordin m al functiei f(z) daca dez-
voltarea (8.22) contine un numar de m termeni cu puteri pozitive ale lui z,
adica,

m -1
f(Z): Z cp2" = Z CnZn—l-Co—l-ClZ—l—CQZQ+...+cmzm’

n=—0oo n=—oo

ceea ce este echivalent cu a spune ca modulul valorilor functiei cregte ne-
marginit atunci cand z — oo.

(3) Punctul z = oo se numeste singularitate esentiala a functiei f(z)
daca dezvoltarea (8.22) contine o infinitate de termeni cu puteri pozitive ale
lui z, sau daca oricare numéar complex w s—ar alege, gasim un sir de puncte
in planul complex (z,) cu proprietatea Jim f(zn) = w.

Exemplul 8.3.2 Functia complexa de variabila complexa

FrO\0} =T f(2) = —

sin —
z
are in punctul zg = 0 un punct singular esential neizolat.
Solutie. intr-adevér, zerourile functiei ¢ +— sin ¢ sunt zeroruri simple, deci
1
(x = km, unde k € Z, sunt poli simpli pentru functia ¢ — —C Functia f
sin

1 1
are poli simpli dati de — =k, k € Z, adica z;, = T k € Z. Observam ca
Zk ™

20 = 0 este un punct de acumulare al multimii polilor (in orice vecinatate a
acestui punct exista cel putin un pol al functiei f), deci zp = 0 este punct
singular esential neizolat pentru functia f.
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Definitia 8.3.5 Functia f : D — ' se numeste functie meromorfa pe
domeniul D C € daca in acest domeniu f nu are alte singularitati decat
poli.

De exemplu, functiile rationale (in particular polinoamele) sunt functii mero-
morfe pe €. Functiile z — tgz, z — cotz, z — tanhz, z — cothz sunt
meromorfe pe orice domeniu D C (.

Urmatoarele proprietati ale functiilor meromorfe sunt evidente si doar le
enumeram.

1) Daca o functie f este meromorfa pe un domeniu D, multimea polilor
sai continuti in D nu poate avea un punct de acumulare in D. De aici rezulta
ca o functie meromorfa pe un domeniu marginit D nu poate avea in D decat
un numar finit de poli.

2) Daca f este o functie meromorfa pe un domeniu D, atunci f(z) admite
o dezvoltare in serie de puteri centrata in orice punct zg € D, de forma

o0

f(z) = Z en(z—20)", meZ.

n=m

Daca zy este un punct ordinar al functiei f, atunci m € IN. Daca zg este un
pol de ordin p al functiei f, atunci m = —p si c_, # 0.

3) Suma, produsul si catul a doua functii meromorfe pe un domeniu D
sunt functii meromorfe pe D.

Definitia 8.3.6 O functie complexd de o wvariabilda complexd se numeste
functie intreaga daca este analitica in intreg planul complex (.

De exemplu: polinoamele, functia exponentiala, functiile circulare z — sin z,
z +— cos z, functiile hiperbolice z +— sh z, z +— ch z sunt functii intregi.
Evident, seria Taylor a unei functii intregi, in jurul oricarui punct zg € €,
are raza de convergenta R = oo.
In incheiere vom da doud teoreme referitoare la comportarea unei functii
intregi in punctul de la infinit.

Teorema 8.3.4 O functie intreagd are in punctul de la infinit un punct
singular esential izolat daca $i numai dacd este diferita de un polinom.

Demonstratie. Dezvoltarea in serie Taylor a unei functii intregi f,

f(2)=co+crz+caz+ - +en2 + -,
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are loc pentru |z| < R, cu R oricat de mare. Functia ¢, cu valorile ¢(¢) =

f (E>’ are dezvoltarea in serie Laurent

C1 (6] Cn,
¢ ¢ ¢r
1 . . . .. .
pentru |{| > p = —, cu p arbitrar de mic, deci o dezvoltare in jurul lui

Co = 0. Punctul de la infinit este punct singular esential izolat al functiei
f daca ¢i numai daca (y = 0 este un punct singular esential izolat pentru
functia . Insa, partea principala a dezvoltarii in serie Laurent a functiei
o contine o infinitate de termeni daca gi numai dacd f nu este polinom.
Teorema este demonstrata. ]

De exemplu, functiile z — €®, z +— sinz, z — cosz, z +— shz, z — chz

au in punctul de la infinit un punct singular esential izolat.

Teorema 8.3.5 Dacd o functie intreagd f : C — € are in punctul de la
infinit un punct ordinar, atunci f se reduce la o constantd.

Demonstratie. Daca f are in punctul de la infinit un punct ordinar, func-

1
tia ¢, cu valorile p(¢) = f(E), are in (o = 0 un punct ordinar, deci seria

Laurent ‘ ‘ c
go(():co—i-zl—i-%—i-“-—i-g%—i--“

trebuie sa aiba partea principald nula. Rezulta Lep = 0, (V) n € IN* gi ramane

SO(C) = Co, (V) C € Ca deci f(Z) = Co, (v) S C u

Ca aplicatie imediata a acestei teoreme se poate demonstra

Teorema 8.3.6 (Teorema lui D’Alembert si Gauss) Orice polinom P
de grad n > 1 are cel putin un zerou in mulfimea C.

Demonstratie. Daca P(z) # 0, (V) z € €, atunci functia f, cu valorile

flz) = Iz este o functie intreaga, care, in punctul de la infinit are un
2

punct ordinar, deci f, ca si P, se reduc la cate o constantd. Acest lucru
contrazice Insa ipoteza. [ |

Exercitiul 8.3.1 Sa se determine seria Laurent corespunzdtoare ramurii

~

principale a functiei complexe de variabila complexa f(z) = Wi n
+ z
coroana circulara 1 < |z| < 0.
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1
Solutie. Functia f(z) = —— are doua ramuri, iar ramura care este o
R !
continuare analitica directa a functiei reale f(z) = ——, definita pentru

V1+ 22’

x > 1, este ramura principala sau determinarea principala.

Aceasta functie complexa are, in coroana circulara 1 < |z| < oo, numai
puncte ordinare.

Sa construim seria Laurent a acestei functii in jurul punctului z = oo.

L. P .
Pentru aceasta, punem ¢ = — gi astfel coroana infinitd de mai sus se

z
transforma in discul de raza unitate si centrul in (o = 0, iar punctul z = 0o
trece in punctul ¢ = 0.

Dezvoltam functia

¢

1 V14
¢L+e
intr-o serie Taylor in vecinatatea punctului ordinar (g = 0.

S& observam ca functia ¢(¢) este derivata functiei ¥(¢) = /1 + (2.
Alegerea ramurii functiei multiforme ¢ este determinata de alegerea ra-
murii functiei f(z) si evident ca este vorba de acea ramura a functiei pentru
care 1(0) = +1. Pentru simplificare, notaim w = ¢? si consideram functia
X(w) = v1+w.

Pentru dezvoltarea in serie Taylor a functiei x in vecinatatea lui w = 0
avem nevoie de valorile derivatelor x(™(0).

Se gasegte

o(¢) =

2n — 2)!
Q) — (_qyn-1_2n =2
Astfel, dezvoltarea ramurii alese a functiei x(¢) in discul |w| < 1 este
o L (2n — 2)!
x(w) =vV1+w z:: ol 22n—1(n_ 1)! w

In felul acesta, pentru functia ¥ (¢) si pentru [¢| < 1, obtinem

n— (2 _2)‘ n
P(C) =1+ = 1‘1‘2 1%-@,

iar pentru functia ¢(() se obtine

SD(C) = d/(g) m 2:0 n22n n)l) C2n+1.

n
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In final, pentru ramura aleasa a functiei f(z), in coroana nemarginita
1 < |z| obtinem dezvoltarea Laurent

Tl

n)! 1
f(z)= m Z 22n n[ Z2n+1 :

n=0

Deci, punctul de la infinit este punct ordinar pentru functia f.
Exercitiul 8.3.2 Se considera functia

222+ 1) —4(2% - 1)
I&) = = e 1.6 -

Sa se dezvolte in serie in jurul punctelor zg =0, zo =1, z0 =2, 20 = 3

Solutie. Functia f(z) admite punctele zp = 1, zg = 2, 29 = 3 ca poli simpli
si se poate scrie:

1 z 1
f(z)_z—1+z—2_z—3'

In discul |z| < 1, functia f este analitica si are dezvoltarea Taylor

3 Z: ( 2n 371—}—1)z ’
Pentru a dezvolta functia in serie in jurul punctului z = 1 scriem functia
f(2) sub forma:
1 z—1 1 1 1
1) ==~ 1—(2—1)_1—(z—1)+§‘1_z—1'
2

In discul |z — 1| < 1, avem dezvoltirile Taylor:

1 n 1 &z
ey iap DU _;1—22

si deci dezvoltarea in

serie Laurent a functiei f in coroana circulara 0 <
|z — 1| < 1 are forma

11 &1 .
£(2) 2_1—2—1-;::1(2”“—2)(2—1).
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Vom scrie acum expresia functiei f(z) sub forma

f(2) +1+ 2 + ! .

T 1+(z-2) 2—2  1-(z-2)

Primul si ultimul termen din aceasta expresie sunt sume de serii geomet-
rice convergente 1n discul |z — 2| < 1, dupd cum urmeaza:

1 = n(, _ o\n. 1 _ = 4 9\
1+(z—2):7;)(_1) (z=2)% 1—(2—2)_;}( 2)".

Cu acestea, am determinat dezvoltarea Laurent a functiei f(z) in coroana
0<lz—2|<1
f(z)= 2 +3+2 i(z —2)%,
z—2 =
Pentru a obtine dezvoltarea in serie a functiei f(z) in jurul punctului

z = 3, vom scrie valorile acesteia in forma

1 1 z—3 3 1

f(z)zi'Hz—S+1+(z73)+1+(273)_z—3
2

si, procedand ca mai sus, se obtine dezvoltarea in serie Laurent

o7& 1 .
_3+§+nz::1(—1) (24 5o1) = - ®)

in coroana circulard ¢ < |z — 3| < 1.
Din ultimele trei dezvoltari ale functiei f(z), rezulta ca punctele z = 1,
z =2 si z =3 sunt poli simpli ai functiei f. [

f(z) =

z

1
Exercitiul 8.3.3 Se considera functia f(z) = Log Hiz, unde pentru loga-
z

ritm se considerd determinarea care se anuleazd in origine. Sa se dezvolte
in serie de puteri ale lui z in discul deschis |z| < 1 i in coroana nemdrginita
|z| > 1.

Solutie. Functia f(z) are punctele critice z = +1. Determinarea considerata
este uniforma in domeniile considerate.
In discul |z| < 1, avem:

z z
Loe (1 — = 242 44z 4.
og (1 —2) +2+ +n+

Log(1+2) =
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si deci, In discul |z| < 1, are loc dezvoltarea

o ZQTL
f(z) =Log(l—=z2)—Log (14 z) = Z -
n=1

1
Cu transformarea z = 3 |z| > 1 se transforma in |¢| < 1, iar functia
devine ) co1 ¢
= f(=) = Log>— = 7i + Log ——.
(C) f<C) o e
Folosind rezultatul precedent, putem scrie
o0 C2n
() =mit+ Y .
n
n=1
Rezulta ca pentru functia f(z) avem
=1 1
f(Z) =T+ E . ZTn

Remarcam ca partea principala a acestei serii Laurent are o infinitate de
termeni, deci z = oo este o singularitate removabila a functiei. [

Exercitiul 8.3.4 Sa se dezvolte in serie in jurul lui z =1 functia

. 2—2
f(2) =sin —.
Solutie. Se scrie functia in forma
f(z):Siﬂ(l— 2_1) :sinl-cosz_1 —Cosl~sinz_1

si se tine cont de dezvoltarile in serie ale functiilor sin ¢ si cos(

R G O 2n+1 - (—1)71‘ 2n
Sln(_;@n—i—l)! e COSC‘%(%)! ¢

Revenind la variabila z, gasim ca dezvoltarea Laurent a functiei f(z) in
coroana circulara |z — 1| < R este

= (=D cos 1 1 1
HORDY (2n)! (Sml_2n+1’z—1)(z—1)2n'

n=0

Partea principala a acestei dezvoltari are o infinitate de termeni, prin
urmare, functia f(z) are in z = 1 un punct singular esential izolat. [
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Teoria reziduurilor si
aplicatiile ei

9.1 Reziduul functiei analitice intr—un punct sin-
gular izolat

Fie zp un punct singular izolat (pol sau punct singular esential) al unei func-
tii complexe f(z), univalente si analitice pe un domeniu D. Presupunem c&a
domeniul de analiticitate al functiei f(z) are proprietatea ca exista contururi
v incluse in D astfel incat zg sa fie un punct interior al domeniului A de
frontiera ~.

Conform celor prezentate in capitolul precedent, functia f(z) este dez-
voltabila in mod unic intr—o serie Laurent convergenta pe o coroana circulara
cu centrul in zg inclusa in domeniul D si suma acestei serii, pe domeniul ei
de convergenta, este functia f(z). Prin urmare,

fz)= 3" elz—20)",

n=—oo

unde coeficientii ¢, ai seriei Laurent sunt

ek [ SO

2w Jo (¢ — z0)™H

in particular,
1
1= = d 9.1
e =5z O Ry

iar C' este orice contur inclus in coroana de convergenta R; < |z — 2| < Ra.

245
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Definitia 9.1.1 Se numeste reziduul functiei analitice f : D — € intr—o

singularitate izolata zg a sa, numarul complex o / f(¢)d¢ in care inte-
T Jy
grala se 1a pe sensul pozitiv al unui contur arbitrar v care inconjurd punctul

z0, situat in intregime in D.

Pentru reziduul unei functii f(z) in punctul singular al ei zy vom folosi
notatia Rez [f(2), zo].

Observatia 9.1.1 Daca zg este un punct ordinar sau o singularitate re-
movabila a functiei f(z), reziduul acestei functii intr-un asemenea punct
este zero.

Observatia 9.1.2 Din (9.1) gi Definitia 9.1.1 rezulta

Rez[f(2), z0] = c1.

Exercitiul 9.1.1 Sd se determine reziduurile functiei f(z) = 2" eé, keZ,
in punctele singulare izolate ale sale.

Solutie. Deoarece intuim ca unicul punct singular al functiei este zg = 0,
dezvoltam functia f(z) in serie Laurent in jurul originii. Ne folosim in acest
scop de dezvoltarea in serie Taylor a functiei e¢

RS S S
€—1+1!+2!+ —i—n!—i-
< oa . 1 .
care este convergenta in intreg planul complex. Punand ( = — obtinem
z

dezvoltarea in serie Laurent in coroana nemarginita |z| > 0

Inmultind in ambii membri ai acestei dezvoltari cu 2* gisim dezvoltarea
in serie Laurent a functiei date in coroana nemarginita |z| > 0
<1 1 =1 1

F@) =3 =2

n=0 """ n=0

nl gk

Deoarece partea principala a dezvoltarii are, indiferent de k& € Z, o
infinitate de termeni, punctul z = 0 este un punct singular esential izolat
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al functiei f(z). Atunci, reziduul functiei in punctul zp = 0 este coeficientul

lui — din aceasta dezvoltare. Acest termen se obtine pentru n = k + 1.
z

1
Cum n > 0 pentru k < —1, coeficientul lui — este nul, iar pentru & > —1
z

coeficientul lui } este # Deci
z (k+1)!
0, pentru k< —1
Rez[f(2),0] = 1
W, pentru k Z —1.

9.2 Formule de calcul ale reziduurilor

Pentru a calcula reziduul functiei f(z) intr—o singularitate izolata, putem
folosi formula (9.1). Deci, putem scrie

Rez [£(2), 2] = 2% /C FO)de = c s 9.2)

Exista cazuri particulare in care se pot stabili formule de calcul mai
simple ale reziduului unei functii f(z) intr—un punct singular izolat al ei. In
aceste formule, integrarea din (9.2) se inlocuieste cu calculul unor derivate
in punctul zp.

Sa examinam astfel de cazuri.

(1) Presupunem ca 2 este un pol simplu al functiei f(z). Atunci, f(z)
admite dezvoltarea in serie Laurent

C—1

f(z) = pp— +co+er(z—20) Fealz—20) 2+ +en(z—20)" -+ (9.3)

Intr-o coroana circulara centrata in zg.
Inmultind ambii membri ai egalitatii (9.3) cu (z — zp) si trecand la limita
pentru z — zg, obtinem
c_1 = lim (z — 20) f(2). (9.4)
z—20
In plus, din (9.3) observiim ci intr-o vecinitate a punctului zy functia
f(2) poate fi reprezentata in forma unui raport de doud functii analitice

o) = 555, (9.5
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unde ¢(zp) # 0 si zo este un zerou de ordin 1 al functiei ¥(2).
Asadar, dezvoltarea in serie Taylor a functiei ¢ intr—o vecinatate a punc-
tului zg are forma

(n) (5
(z—z0)2+---+wn§°)(z—z())"+~-, (9.6)

w,/(ZO)

U(2) = (2 =20 (z0)+

in care ¢'(z9) # 0. Atunci, din (9.4) — (9.6) obtinem

¢(20)
¢’(z0). (9.7)

Prin urmare, din (9.2) si (9.7) rezulta ca formula de calcul al reziduului
unei functii f(z) intr—un pol simplu zo al ei este

c_1 =

Res 7(2), 0] = 2L 9.9

Subliniem ca in cazul discutat mai sus functia f(z) are expresia (9.5),
functiile ¢(z) si ¥(z) sunt functii analitice intr—o vecinatate a punctului zo,
iar zp este un zerou de ordinul intai al functiei ¥ (z).

(2) Sa consideram cazul in care zj este un pol de ordin p pentru functia
f(2). Din capitolul precedent stim ca intr—o coroana circulara centrata in z
are loc dezvoltarea
c-1

C_
0= sy

+eotei(z—z0)+-+en(z—20)"+--- (9.9)

Conform relatiei (9.2), pentru a calcula reziduul functiei in punctul zy
trebuie sa determinam coeficientul c¢_; al dezvoltarii (9.9). In acest scop,
inmultim ambii membri ai egalitatii (9.9) cu (z — 20)P si obtinem

(z—20)Pf(2) = cp+cpr1(z—20)+- - +ec1(z—20)P T+ co(z—20)P +-- -

Pentru a determina coeficientul ¢_; trebuie sa derivam aceasta egalitate
de (p — 1) ori si apoi sa facem pe z sa tinda la zp. Odata determinat c_;
avem si reziduul functiei f(z) in punctul singular z.

Asadar, formula de calcul al reziduului unei functii f(z) in punctul sin-
gular zy de tip pol de ordin p este

1 R

Rez [f(2), 20] = (p—1)! ’ zlggo dzp—1

((z= 207 £(2))- (9.10)
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Cum functia céreia i se calculeaza limita in (9.10) este continua in punc-
tul zg, deci limita sa pentru z — zg este egala cu valoarea functiei In zg,
formula de calcul (9.10) poate fi scrisa si in forma

Rez[f(z), z0] = (9.11)

1 dr—1
(p—1) {dzpfl ((Z - ZO)pf(Z))}

z=20
Formula (9.8) este un caz particular al formulei (9.10).

Exercitiul 9.2.1 Sa se determine reziduurile functiilor fi(z), fa(z), f3(z),
fa(z) definite prin

Hi(z) = pray falz) = €® tgz

z _ 1

f3(z) = m? fa(2) W;

unde n > 1 din expresiile functiilor fi1 si fy este un numar natural arbitrar.

Solutie. Functia f;(z) are punctele singulare

25 2% 2%
(2
=V1i=e n :cos—ﬂ—i—isin—ﬂ (k=0,1,...,n—1),
n n

si toate aceste n puncte sunt poli simpli situati pe cercul de raza unitate cu
centrul in origine. Conform formulei (9.8), reziduul functiei fi(z) in polul
simplu z; este

dkm
2k 1 5 1 i dkr . 4dkm
ez [f1(2), z] o 22_1 o= e - (cos - + i sin - )

Sa determinam punctele singulare izolate ale functiei fa(z).

In acest sens observim ci functia se scrie sub forma fo(z) =
oS 2
deci este de tipul (9.5), unde 1(z) = cos z are o infinitate de zerouri simple
T
ZE = §+k:7r, unde k € Z.

Aplicand formula (9.8), obtinem

(e“’ sin Z)
2=z —sin z

etz Sil’lZ) — itk — (_1)k+1_

Rez [f2(2), 2] = (

(cos z) 2=z
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Functia f3(z) are polul simplu z; = —1 si polul triplu zo = 1. Pentru
calculul reziduului in polul simplu folosim (9.8) si gasim

z

(+1(-12)

Rez [f3(2)7 21] =

z=—1 o

1

=1 8"

z
<(z - 13 4+3(z+1)(z— 1)2)
Pentru calculul reziduului in punctul z2 = 1 aplicam formula (9.11). Avem

1

2=1 8"

Rez [f3(2), z2] = % [dd; ((2—1)3f3(z)>} ’221 = % [dci (ﬁ)]

Cea de a patra functie are punctele singulare z; o = +i; ambele puncte
sunt poli multipli de ordin n. Vom calcula reziduul functiei f4(z) in fiecare
din aceste puncte folosind formula (9.11). Obtinem

n—1
Rez [fa(2),1] = (n _1 1)! ' [jzn—l ((Z B Z)n(z’Z-il-l)"ﬂ

Dupa simplificarea cu (z — i)™ se obtine
, 1 dr! 1
Rez [f4(2),2] - (n—l)! ) [dz"—1<(z+z)”ﬂ p—i
Efectuand derivata de ordinul (n — 1), gasim
, nn+1)---(2n—2) 1
— _1 n—1 . .
Rez [f4(z)7 Z] ( ) (n _ 1)' (Z + ,L')Qn—l Py

Folosind artificii simple de calcul, reziduul functiei f4(z) in punctul singular

z1 = 1 este
(2n —2)!

92n=1[(n — )12

Rez [fa(z),i] = —1

(2n —2)!
22— 1](n — )12

In mod analog, se giseste ci Rez [fa(z),—1] =1

9.3 Teorema reziduurilor

In cele ce urmeaza vom stabili cateva aplicatii importante ale notiunilor
introduse mai sus.
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Teorema care urmeaza este esentiala in diverse cercetari teoretice si
aplicatii practice.

Fie A C € un domeniu marginit de frontiera I'. Reuniunea acestui dome-
niu cu frontiera sa este inchiderea domeniului A, notata cu A; prin urmare,
A=AUT.

Presupunem ca in multimea A se afld o multime finita de puncte distincte
S ={z,22,...,2N} care sunt poli sau puncte singulare esentiale izolate ale
unei functii analitice pe un domeniu D.

Teorema 9.3.1 (Teorema reziduurilor a lui Cauchy) Dacad functia
f(2) este analitica in domeniul D gi dacd A\ S C D, atunci

N
/f@ﬁK=2m§:RwU@%%L (9.12)
r k=1

unde conturul I' este parcurs in sens pozitiv.

Demonstratie. Amintim c& daca o functie f(z) este analitica in domeniul
inchis A \ S, atunci toate punctele frontierei I' sunt puncte regulate ale lui
f2).

Izolam fiecare din punctele singulare zj, ale functiei f(z) printr—un contur
g care sa contind numai punctul z;. Consideram domeniul inchis multiplu
conex marginit de conturul I' i de contururile ;. Atunci, functia f(z) este
analitica in tot interiorul acestui domeniu. Prin urmare, conform Teoremei
lui Cauchy pentru domenii multiplu conexe, avem

N
Aﬂ@%+2 F(Q)d¢ =0 (9.13)

k=1""

Trecand suma din (9.13) in membrul al doilea si folosind Definitia 9.1.1
obtinem (9.12) si teorema este demonstrata. |

Importanta practica a formulei (9.12) consta in faptul ca in multe cazuri
este mai simplu si evaludm reziduurile unei functii f(z) in singularitatile
situate In interiorul domeniului limitat de un contur I' decdt sa calculam
direct integrala functiei f(z) pe conturul T', egalitatea intre rezultate fiind
asigurata de teorema reziduurilor.

Mai tarziu vom prezenta unele aplicatii importante ale acestei formule.

Aplicarea teoremei reziduurilor poate deveni laborioasa daca numéarul N
al punctelor singulare este mare. In unele situatii aceasta dificultate poate
fi inlaturata folosind reziduul functiei f in punctul de la infinit si o teorema
pe care o vom prezenta mai jos.
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Definitia 9.3.1 Fie f(z) o functie analitica in exteriorul discului inchis
B(0, Ry), cu centrul in origine si raza Ry, astfel incdt punctul de la in-
finit este pentru f(z) punct ordinar, pol sau punct singular esential izolat.
Reziduul functiei f(z) in punctul de la infinit, notat cu Rez[f(z), oo],
este numarul complex

1
Rea[f(2),00) = = 5~ [ f(Q)dc. (914)
wi Jo+
unde CF este un contur arbitrar inclus in exteriorul discului B(0, Ry), par-
curs in sens pozitiv §i in exteriorul caruia functia f(z) nu confine alte puncte
singulare cu exceptia eventuald a punctului de la infinit.

Din aceasta definitie rezulta, in particular, ca daca punctul z = oo
este o singularitate removabila sau punct ordinar, atunci este posibil ca
Rez [f(z), 0] sa fie nenul, in timp ce reziduul functiei f(z) intr—un punct
singular removabil sau ordinar este intotdeauna egal cu zero.

Observatia 9.3.1 Pentru calcularea Rez[f(z), 00| dezvoltam in serie Lau-
rent functia f(z) in coroana circulard nemdrginita cu centrul in origine
Ry < |z| care sa nu contina singularitatile functiei f(z) situate la distanta
finita. Avem

f)= 3 et en= e / 1) e

- ; n+1
it 21t Jo+ C

Folosind aceasta dezvoltare gi (9.14), deducem Rez[f(z),00] = —c_;.

Formulele (9.12) si (9.14) fac posibild demonstrarea teoremei anuntate
mai sus.

Teorema 9.3.2 Daca functia f(z) este analitica in intreg planul complez,
cu exceptia unui numar finit de puncte singulare izolate z, (k= 1,2,...,N),
care include si z = 0o (zy = 00), atunci

N
Z Rez[f(2), zx] = 0. (9.15)
k=1

Demonstratie. Sa consideram un contur C care sa contina in interior toate
cele N —1 singularitati zj situate la distanta finita. Conform formulei (9.12)
din Teorema 9.3.1, avem

1 N-1
5 [ Q) d¢ =" Rez[f(2), z]. (9.16)
k=1

21 Jo+
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Inss, in baza relatiei (9.14), integrala din membrul stang al egalitatii
(9.16) este, cu semn contrar, reziduul functiei f(z) in punctul de la infinit.
Aceasta demonstreaza teorema. [ ]

Teorema 9.3.2 permite, ocazional, simplificarea calculului unor integrale
pe un contur, aga cum se constata din exercitiul care urmeaza.

1
Exercitiul 9.3.1 Sd se calculeze integrala I = / —— _sinZ dz, unde T
r 1+ 22 z

2 2
este elipsa de ecuajie — + Y 1= 0, 2n urmadatoarele cazuri: 0 < b < 1,
a

b2
b>1.

1
14 22
zo = 0 punct singular esential; z; =i si 20 = —¢ poli simpli.

Pentru calculul reziduului functiei f in origine, dezvoltam functia f in
serie Laurent in jurul punctului z9 = 0.

Pentru aceasta, folosim dezvoltarile Laurent ale celor doi factori ai ex-
presiei functiei in coroana 0 < |z| < 1. Astfel, f(z) devine

Solutie. Functia f, cu valorile f(z) = sinz, are singularitatile:
z

1x 1 3 1 7o
(12 A (2T 2T
==t T G )

. U . .
Coeficientul termenului in — din produsul acestor serii este seria nu-
z

merica
O SH &
nTETE T
care este convergenta si are suma sh. Asadar, Rez [f(z),0] = sh.
Pentru calculul reziduurilor in polii simpli z; = ¢ si 20 = —¢, aplicam
formula (9.8) si gasim:
.
sin — : ~
, sin (—im) 1
R = Z = _— — _— h
ez [f(2), 1] 5 | e 5; 5 Sh;
.
sin — o (
a 2 _osin(im) 1
Rez[f(z),—i] = 5 = —5 = 3 sh

Cand 0 < b < 1, doar punctul singular zy = 0 se afla in domeniul a carui
frontiera este elipsa I'.
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Folosind teorema reziduurilor, avem
I =27iRez[f(2),0] = 2mish.

Cand b > 1, toate cele trei puncte singulare se afla in domeniul limitat
de elipsa si prin urmare

I =2mi(Rez [f(2),0] + Rez [f(2),4] + Rez [f(2), =i]) = 0.

In al doilea caz se poate obtine valoarea integralei I folosind numai
reziduul functiei in punctul de la infinit deoarece I = —2mi Rez [f(z), 00].

Pentru a calcula reziduul functiei f(z) in punctul de la infinit, dezvoltam
f(2) in serie Laurent in |z| > 1. In acest sens, scriem f(z) in forma

. 1 . . .
Deoarece fractia — In domeniul considerat, este suma unei serii geo-
1+ —
z

metrice cu raia —— functia are dezvoltarea
z

1 11 1w 1x% 1x°
O =m(-mrat ) oz aatas )
< o . SN SR
Dar produsul dupa Cauchy al celor doua serii nu are termen in — si deci
z
c_1 =0, ceea ce implica Rez [f(z), 0] = 0. Regasim I = 0. |

9.4 Calculul unor integrale reale folosind teorema
reziduurilor

Teoremele paragrafului precedent isi gasesc aplicatii nu numai in calculul
integralelor din functii complexe de o variabila complexa dar si in calculul
unor integrale definite din functii reale de o variabila reala. Uneori, este mai
convenabil sa folosim metode ale functiilor complexe pentru a gasi valoarea
unor astfel de integrale.

In cele ce urmeaza, vom considera tipuri de integrale definite sau impro-
prii carora li se pot afla mai ugor valorile folosind teorema reziduurilor.
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2m
9.4.1 Integrale de forma / R(sin 6, cos ) do
0

Consideram integrala proprie pe compactul [0, 27] a unei functii rationale in
argumentele sin 6 gi cos @, deci o integrala de forma

2w
I= R(sin 6, cos 9) db. (9.17)
0
Acest tip de integrala se reduce la integrala unei functii complexe daca
se face schimbarea de variabila z = e,
Avem
0 _ —if 2
— 1 1 —1
PP S YA
dz . 2 23 z 2iz
dd=— 4
iz 0 —if 2
e +e 1 1 ze4+1
b = —— = - - = :
o8 2 2 (z+ z) 22

Cand 0 parcurge intervalul [0, 27], variabila complexa z parcurge in sens
pozitiv cercul |z| = 1, ecuatia caruia se poate scrie gi in forma z = et?.

Astfel, integrala (9.17) se transforma in

1 22 -1 224+1\dz
I =- R , —. 9.18
/) /|Z|:1 ( 21z 2z ) z ( )

In baza proprietatilor generale ale functiilor analitice, integrantul din
(9.18), care este o functie rationala de forma
~ ao + a1z + asz® + - - + apz"

R(z) = 9.19
(Z) bo+blz+b222+...+bmzm’ ( )

este functie analitica In discul inchis |z| < 1, cu exceptia eventuald a unui
numar finit N < m de puncte singulare zi, cu |z;| < 1, care sunt zerourile
numitorului din (9.19).

Prin urmare, dupa Teorema 9.3.1,

N
I =21 Rez[R(z), 2] (9.20)
k=1
Punctele z;, sunt polii functiei 75,(2)
N N
Daca o este ordinul polului zx, atunci Z ar < m. Situatia Z ap <m
k=1 k=1

corespunde cazului in care numitorul functiei R(z) are si radacini situate in
exteriorul discului |z| < 1.
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In baza formulei (9.10), valoarea integralei (9.17) este dati de

Yo dox—! S
= . —_ k
I 271'];1 EnR = (2 = 2)™R(2)] . (9.21)
o . . , 2 de
Exercitiul 9.4.1 Sa se calculeze integralei I = / —) a> 1.
o a-+sinf
Solutie. Notand z = e, se obtine egalitatea
1 d 2
I'= / 2 _ 1 i - 2o %
|2|=1 z¢—1 iz |z|=1 2% + 2aiz — 1
a+ ——
2iz
Unicul pol simplu al functiei R(z) = 2 inut in discul |z| =
nicul pol simplu al functiei R(z) = R continut in discul |z| =
1, este z; = i(\/ a?+1— a) si reziduul acestei functii in acest pol se poate
~ 1 1
calcula cu formula (9.8), deci Rez [R(z), z1] = — = .
z1+ia  iva?—1
Obtinem
1= [T omiRer R (), ) =
~ Jo a+sinz mheslie) Al = a2—-1
|

Exercitiul 9.4.2 Sa se calculeze integralele:

2 cosnb 2 sin nf
! /0 1 —2acosf + a2 2 o 1—2acosf + a?

unde a € IR, |a| < 1.

Solutie. Determinam cele doua integrale simultan considerand combinatia

27 cosnf + isinnd 2 (cosf +isinf)"
I+l = dg = db.
Lkl / 1 —2acosf + a2 /0 1 —2acosf + a2

0

Efectuand schimbarea de variabila z = e, se obtine

. 2" dz ) 2"

11-1—212:/ 5 ‘,7:7// 3 5 dz

=1 7 +1—|—a2 iz =1 az? —(1+a?)z+a
z



Capitolul 9 — Teoria reziduurilor si aplicatiile ei 257

Zn

az? —(1+a*)z+a

Aceasta functie rationala are un singur pol in discul de raza unitate
cu centrul In origine, gi anume z; = a, iar reziduul functiei in acest pol,
determinat cu ajutorul formulei (9.8), este

In acest caz, R(z) = i

~ P
Rez [R =1 .
ez [R(z), 1] 202 — (14 a?) 21

n n
1 .

Conform Teoremei reziduurilor,

n n

_ 2ma
a?—1 1—a?

I +ily =2mi - @
Separand partea reala si partea imaginara, gasim:

I I, =0.

T1_g2

Remarcam ca daca se doreste determinarea separata a celor doua inte-

grale, calculele sunt foarte dificile.

0

De exemplu, cu schimbarea z = e%, integrantul lui I; este functia

rationala
~ i(1+ 22m)

R(2) = 22[az? — (14 a?)z + 1]

si are pe z; = a pol simplu si pe zo = 0 pol de ordin n.

Calculul reziduului acestei functii in z; este usor de efectuat, in schimb
pentru a afla reziduul in punctul z; ar trebui gasita derivata de ordin (n—1)
a raportului

1 4 ZQn
az? — (1+a?)z+1’

care necesita multe calcule. [ ]

Exercitiul 9.4.3 Sa se calculeze urmatoarele integrale:

10 2 1+ cosf 26 0 /27r 1+C089d9'
“Jo 544cosf "’ o b5+4sinf

2r 1+sin6
o [ Ltsnt
o (5—4cosh)?
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Solutie. Ne vom ocupa doar de a treia integrala.

/2” 1+sinf / z—l—z) &
o (5—4cosf)2 2 e (22 —1)2(z—2)2

1 /)?
Trebuie sa calculam reziduul functiei f(z) = 3E (zl;; (Z) L
z— z—

lul dublu z; = 1/2 care se afld in discul de raza 1 cu centrul in origine.

in po-

Gasim p
1 z41\2 5%
Rez [f(2), z1] = ) <dz<z— 2) > am1j2 27
107
si integrala are valoarea o> [
2w do
Exercitiul 9.4.4 Sa se calculeze integrala I = / —— unde a €
o l+4+acosf
R, |a| < 1.

Solutie. Punand z = %, obtinem

I—l/ 1 dz_2/ dz
S \z|:11+a(z2+1) z  iJp=1az2+2z2+a
2z

1 1

Zerourile numitorului 212 = —— £ 4/ — — 1 sunt poli simpli pentru functia
a a

de integrat. Deoarece 21 - zo = 1, numai unul din acesti poli se afla in discul

D 1 1
de raza 1 cu centrul in origine, iar acesta este z; = —— + — = 1.
a a
Conform Teoremei reziduurilor,

1 1 2T
e a22+22+a’zl} 7ra(z—,zg) =z /1 — a2

|

2T 1 4+ 2cosf

Exercitiul 9.4.5 Sa se calculeze integrala proprie I = ;C-OS

0o D+4sinf

2
; 1
Solutie. Cu z = e, se obtine I = / Gl Z‘+ dz, unde C este
c 2(22% + 5iz — 2)

cercul de ecuatie |z| = 1. Integrantul are polii simpli zg = 0, 21 = —1/2,
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z3 = —2isi numai primii doi se gasesc in discul |z| < 1. Reziduurile functiei
f(2) in acesti doi poli sunt

224241 1
R 0 - |l= 1" _ .
ez[f(2),0] 222 +5iz — 2| l2=0 2’

1 224241 1 1.

Rez [f(z)’_i] Z(4Z+5’L) ‘Z:_} - 5_7%

deci

I=2mi (Rez [f(2),0] + Rez [f(z),—ﬂ) = 21

9.4.2 Integrale de forma / f(z)dx

Vom vedea cum se aplica teoria reziduurilor pentru a evalua integrala im-
oo

proprie convergenta / f(z)dz.
—0o0
Sa presupunem ca functia f(x) este definita pe intreaga axa reala si poate

fi prelungita prin analiticitate in semiplanul superior astfel incat functia ob-
tinuta sa satisfaca unele conditii suplimentare cuprinse intr—o teorema care
va fi demonstrata mai jos.

Lema 9.4.1 Fie f(2) o functie analiticd in semiplanul superior Imz > 0, cu
exceptlia unui numdar finit de puncte singulare izolate. Presupunem cd existd
numerele pozitive Ry, M gi § astfel incat pentru toate punctele semiplanului
superior care satisfac conditia |z| > Ry are loc marginirea

M

Atunci
lim [ f£(¢)d¢ =0, (9.23)
R—oo C’;{

unde conturul de integrare C', este semicercul |z| = R, Imz > 0, R > Ry,
situat in semiplanul superior al planului complex (z).

Demonstratie. In baza unei proprietati a integralelor in complex referi-
toare la modulul unei integrale dintr—o functie complexa pe o curba neteda
pe portiuni, pentru R > Ry, avem

$Qdc| < [ 15Q)1ds < T = T

’ | ——=—- —0, cind R — o0
1+5 5 )
cr, cr. R R
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si aceasta demonstreaza lema. [ ]

Observatia 9.4.1 Daca ipotezele Lemei 9.4.1 sunt satisfacute intr—un sec-
tor de cerc o1 < argz < @y din planul complez (z), atunci formula (9.23)
este adevarata cu precizarea ca domeniul de integrare este arcul din cercul
C’%, cuprins in sectorul dat.

Observatia 9.4.2 Ipotezele Lemei 9.4.1 sunt evident satisfacute daca func-
tia f(z) este analitica intr—o vecindtate a punctului de la infinit si acest
punct este un zerou de cel pufin ordinul al doilea al functiei.

Intr-adevar, in acest caz, dezvoltarea in serie Laurent a functiei f(z) in ve-
cinatatea lui z = oo este
c_9  cC_ ¥(2)

=2 8
f(Z)_22+23+ 227

unde functia ¥(z) este astfel incat [(z)| < M, ceea ce inseamna ca are loc
estimarea (9.22) cu 6 = 1. |

Teorema 9.4.1 Daca functia reald de variabila reald f, definita pe intreaga
aza reald (—oo, 00), poate fi prelungita prin analiticitate la semiplanul Imz >
0 si daca prelungirea sa analitica f(z) satisface conditiile Lemei 9.4.1 gi

(o ¢]
nu are singularitati pe axa Oz, atunci integrala improprie / f(x)dx este
—0o0

convergenta st

%) N
/,OO fz)dr =2mi y | Rez[f(2), 2], (9.24)

k=1
unde zy, sunt singularitatile functiei f(z) din semiplanul superior.

Demonstratie. Prin ipoteza, functia f(z), definita in semiplanul superior,
are un numar finit de singularitati zj pentru care |zx| < Ryp.

Consideram un contur inchis compus din segmentul de dreaptd —R <
z < R (R > Ry) si semicercul C’% din semiplanul superior.

Conform Teoremei reziduurilor

R Al
/—R f(z)dx + /% f(z)dz = QWZ];RGZ [f(2).2k]. (9.25)

Fiind satisfacute conditiile Lemei 9.4.1, limita termenului al doilea din
membrul stang al relatiei (9.25) este zero cand R — oo, In timp ce membrul
doi este independent de R pentru R > Ry.

Rezulta ca limita lui (9.25) exista si obtinem (9.24). |
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Exercitiul 9.4.6 Sd se calculeze integralele improprii

oo g2 ®  dr
I = —dx; I, = .
! /—ool+$4 . 2 /—oo]-+l’4

Solutie. Prelungirile analitice in semiplanul superior ale functiilor de inte-
grat satisfac ipotezele Teoremei 9.4.1. Punctele singulare ale acestor functii,
situate in semiplanul superior, de tip pol simplu, sunt
T+ 2k K 3

2172:62 4 (k=0,1) = 2’1:6127 Z2:€ZZ.
Prin urmare

L = 27Ti(Rez [f1(2), z1]+Rez [f1(2), 22]),

L = 2mi(Rez[fo(2), 1] + Rez[fo(2), 29]).

Reziduurile celor doua functii in respectiv cei doi poli simpli se calculeaza
cu (9.8). Avem

) ) 3
2D
Rez [f1(2),z1] = 13 = 1'6 4
1
) . ks . T
—— —i—
— PR — P 4 = — . 4 N
Rez [f1(2), z2] o 1 e 1 e ;
T
2 N
Zl 1 -1 .
Rez [fa(2), z1] = 123 = 1€ 4;
5 ) 3T
22 -1
Rez[fa(2),22] = 123 = 1€ 4.

Cu aceste reziduuri si tinand cont ca e*? = cos ¢ + 7sin @, se gaseste
) >

Ty2

L == 5

Observatia 9.4.3 Daca f(z) din egalitatea (9.24) este o functie pard si
satisface ipotezele Teoremei 9.4.1, atunci

. N
/ f@)do =i S Rez[f(2), 2], (9.26)
0 k=1

unde zy sunt singularitatile functiei f(z) din semiplanul superior.
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Intr-adevir, dacd f (x) este functie para, atunci

/OOO @) dz = ;/_O:o F(z) dz. (9.27)

Din (9.24) si (9.27) rezulta (9.26). |

Observatia 9.4.4 O teorema similard Teoremei 9.4.1 are loc in cazul cand
exista o prelungire analitica a functiei f(x) in semiplanul inferior care sd
satisface ipotezele Lemei 9.4.1.

Exercitiul 9.4.7 Sa se determine valorile integralelor improprii de prima
speta:

I_/OO dx .I_/OO de I_/OO dr
1= 700.%4—1'24-1’ 2= 0 (1‘24-1)27 37 0 8 4+1’

I_/OO a?dx I_/°°(:U+2d:v _/ :c—}—lx
1 oo 284+ 17 5T 0o (z*+16)2’ zd4+17

9.4.3 Integrale de forma [ :/ r*R(x)dx, a € (—1,0) U (0,1)
0

P
Fie R(z) = (z) o functie rationala care satisface conditiile:

Q(x)
Q(x) #0, (V) z€[0,00); a+1+gr(P)<gr(Q),

unde gr (P) si gr (Q) sunt gradele polinoamelor P(z) si Q(z).
Astfel, integrala I este convergenta si putem scrie

p
I= ling/ zR(z) dz.
e— c
p—00

Dorim sa vedem cum se aplica teorema reziduurilor pentru calculul aces-
tui tip de integrale improprii de prima speta.

Pentru aceasta, avem nevoie de doua leme.

Precizam ca Sy este sectorul circular cu varful in zq si raza Ry,

So={z=2+re®|0<r <Ry, p1 <p <2}, 0<py—p <2m,

Frontiera lui Sy este o portiune din cercul de raza Ry si centrul in punctul
zo la care se adauga doua raze ale cercului, care fac cu axa Oz unghiurile

1 1 o
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Lema 9.4.2 Fie f o functie continud pe sectorul circular Sy cu varful in

punctul fizat z9. Daca  lim _[(z—20)f(2)] = 0, atunci lim / f(z)dz =0,
z—20,2€50 p—0 y

unde v C Sy este un arc de cerc de razd p $i cu centrul in punctul zg.

Demonstratie. Continuitatea functiei f pe sectorul Sy asigura existenta
integralei pe 7. Prin ipotezd  lim [(z — z0)f(2)] = 0, deci (V) € > 0,

2—20,2€80
(3)0(e) > 0 astfel incat
[(z—20)f(2)] <e, (V) z€Sy cu |z— 2z <d(e).

Alegand p < 6(¢), avem

Lf(z) dz

unde L(7) este lungimea arcului de cerc .

[Y(Z_Z‘J)f(z)dz‘ < L),

Z—Z0 p

< 2me di

Deoarece L(y) < 2mp, rezulta ca p < d(¢) implica

/7 f(z)dz

lema este demonstrata. [ ]

Lema 9.4.3 Daca f(z) este o functie continud pe multimea

So={z=2z+7re®| >Ry, p1 <<}

st daca lim [(z — 20)f(2)] = 0, atunci ple /f(z) dz = 0, unde
o0 Jy

|z—20|—00,2€85]

v C S} este un arc de cerc de raza p §i cu centrul in punctul zp.

Demonstratie. La fel ca mai sus, existenta integralei pe orice arc de cerc
v C S este asigurata de continuitatea functiei f pe multimea Sj. Din ipoteza
rezultd ca oricare ar fi € > 0, existd numarul d(¢) > 0 astfel incat pentru
orice z € S} cu |z — zp| > d(¢), avem |(z — 20) f(2)| < e. In particular, pentru
p>6(e), [(z—20)f(2)] <&, (V) z €7.

Din aceleasi considerente ca in lema anterioara, avem ca p > d(¢) implica

Lf(z)dz medz <%-27Tp:27r5,

Z— 20
deci lim /f(z) dz = 0. |
v

p—00

Consideram acum functia multiforma z — z*R(z), taietura

T={z€(C, z=x+1iyly=0, x >0}
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si s& notam D = €'\ T. Alegem una din ramurile acestei corespondente,
definite pe D, de exemplu f : D — (', cu valorile

[(z) = exBTHAR ),

unde 7 si ¢ sunt modulul si respectiv argumentul numarului complex z; prin
urmare z = re'’?.

Functia f(z) astfel introdusa nu are alte puncte singulare pe domeniul
D decat polii functiei rationale R(z).

Fie A={z=re"%|e<r<p, 0< <2}, deci coroana circulard cu
centrul in origine, cu raza interioara € si cu raza exterioara p, din care s—a
scos segmentul [, p| C T. Evident, A C D.

Aplicam teorema reziduurilor functiei f prelungita prin continuuitate pe
cele doua borduri ale taieturii 7. Vom lua ¢ suficient de mic gi p suficient de
mare astfel incat A sa contind toti polii functiei f.

Tinand seama ca pentru ¢ = 0 avem

2=z, T=uzx, ea(lnaz-{—zgo) — elnz _ z,

iar pentru ¢ = 27 avem

=z, r=ux, ea(ln:c+i<p) _ ea(lnz+27ri) — $a62m‘a’

integrala de—a lungul frontierei A are valoarea

>
(2)dz = /p TR (x) dx—i—/rf(z) dz—i—ez”m/ TR (x) da:—/f(z) dz,
15
’ T (928

unde I este cercul de raza p cu centrul in origine, iar v este un cerc de raza
€ concentric cu primul din care s—au inlaturat punctele de pe axa Oz.

Ambele cercuri sunt parcurse in sens pozitiv (semnul minus din fata
ultimei integrale se datoreaza faptului ca s—a schimbat orientarea cercului
7).
Din teorema reziduurilor, rezulta

0A

N
f(2)dz = 2mi Z Rez [f(2), k] (9.29)

0A k=1

Sa demonstram ca

lim/f(z)dzzo; lim/f(z)dz:O.
Y r

e—0 p—00
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Pentru aceasta sa verificam daca sunt satisfacute ipotezele Lemei 9.4.2
si Lemei 9.4.3.

Avem atl|p

1Q(2)]

Dar, prin ipoteza, o > —1, deci a+1 > 0 si i%[zf(z)] = 0. De asemenea,
deoarece a + 1 + gr (P) < gr (Q), obtinem Zlirgo[zf(z)] = 0.

Agadar, se poate aplica Lema 9.4.2 gi Lema 9.4.3.

Folosind eceste leme si trecand la limita in relatia (9.28), cu luarea in
consideratie a relatiei (9.29), obtinem

_ 2mia o a _ ; ad
(1 — e2mier) /0 1°R(x) do = 27 S Rez [£(2), 2], (9.30)
k=1

de unde se poate deduce valoarea integralei I.

Exercitiul 9.4.8 Sa se calculeze integralele improprii de prima speta:
o @ >~
I:/ ——dx, a>0, ae(—1,1); I:/ dx.
L= ) a2 ¥ a2 ( )i I . 143
Solutie. Ambele integrale se incadreaza in tipul studiat mai sus. Pentru
I, ramura principala a prelungirii analitice a functiei de integrat este

1 ) .
f(z) = P eI +i9) - ynde 2z =re.
Reziduurile functiei f(z) in polii ei 21 = ia §i 22 = —ia sunt
1 (1 + ) a/a*l i Oél
_ = pa(lnr4ip — . 2
Rez [f(z)a Zl} (22 € ) P 2 € )
) o1 S0
_ & a(lnr+ip) _ _a’ . t 9
Rez [f(2), 22| (22 e ) . 5 e
Conform formulei (9.30), avem
am Bam

(1—6271’1’0[)[1:7('&&71(617 —e 2 )

Insa, 1 — e?™® = 1 — cos2ma — isin2ma = —2i sinwae’™, astfel ca

putem scrie
am Sam

. 1T 1T
—2isin7roze”ra-11:7raa_1(e 2 —e 2 )
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Inmultim in ambii membri cu e™*™ gi obtinem

. _ .. T«
I - 2 sinma = ma® 1 - 24 sm?

de unde

7l.oécyfl

h=—7a
2 -
COS B

Pentru calculul integralei I» putem aplica teorema reziduurilor functiei
N
Vre 2

= _ _ =rel®
9(2) T80 O z=re?

si domeniului A din Lema 9.4.3. Functia g are polii simpli

s 2
o :e"(§+k§) k=0,1,2.

)

. . . T
Procedand ca mai sus, se obtine I, = 3 [

Exercitiul 9.4.9 Sa se calculeze integralele

V2 3
(e’ 3 e’} 00 2
11:/ 7‘/52@;; IQ:/ T2 13:/ T .
0 ( 0 0 +x

z+1) z? +4 1

o0

9.4.4 Integrale de forma / e™? f(z) dr. Lema lui Jordan
—0o0

Calculul unei importante clase de integrale improprii prin intermediul teo-

remei reziduurilor se bazeaza pe lema lui Jordan.

Lema 9.4.4 (Lema lui Jordan) Daca functia f(z) este analitica in semi-
planul superior Imz > 0, exceptand un numar finit de puncte singulare izo-
late, i tinde la zero uniform in raport cu argz cand z — oo, atunci pentru
w>0

lim €S f(¢)d¢ =0, (9.31)

R—o0 C;?,

unde C, este un arc din cercul |z| = R din semiplanul Imz > 0.
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Demonstratie. Ipoteza ca f(z) tinde la zero cand z — oo, uniform in
raport cu argumentul lui z, implica evaluarea

F(2)| < i, pentru |2] = R, (9.32)
unde pur — 0 cand R — oo. Pentru a folosi (9.32) efectudm schimbarea de

variabild ¢ = Re'? si luam in calcul faptul ca

2
sing > — pentru 0< ¢ < g (9.33)
v

Obtinem
‘/C’ ei“’Cf(C)dC‘ §,uR~R/O |ewc|d<,0:uR-R/0 e~ wltsine g, (9.34)
R

Dar,
/71' e_szingo dp = 2/5 e_szingod(p. (9'35>
0 0

Folosind (9.33), obtinem majorarea

/05 ef“’RSin‘Pd4p</0567¥30d<pzi(1—67“’}z). (9.36)

Din (9.34) — (9.36) rezulta
\/kei%f(g) al < TR — ), (9.37)

Trecand la limita in (9.37) pentru R — oo, obtinem (9.31) si lema este
demonstrata. m

Lema lui Jordan se foloseste la calculul unor integrale improprii de al
doilea tip.

Teorema 9.4.2 Daca functia f(x), definita pe intreaga axd a numerelor

reale, poate fi prelungita prin continuuitate in semiplanul superior Imz >

0 si prelungirea sa f(z) este functie analitica, satisface ipotezele lemei lui

Jordan in semiplanul superior $i nu are singularitati pe axa reald, atunci
o°] .

integrala improprie de prima spefd / e f(x)dx, w > 0, exista si este

—0o0
egala cu

N
co . .
/ e f(x)dx = 2mi Z Rez[e"? f(2), zk), (9.38)
- k=1
unde zy sunt singularitatile functiei f(z) situate in semiplanul superior.
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Demonstratie. Punctele singulare z;, £ € 1, N, ale prelungirii analitice
a functiei f fiind la distnta finita de origine rezulta ca ele satisfac con-
ditia |zx| < Rp. Consideram conturul din semiplanul superior Imz > 0
compus din segmentul [-R, R| de pe axa reala Ox si semicercul C, de e-
cuatie |z| = R, Im z > 0, unde raza acestuia este astfel incat R > Ry. Dupa
teorema reziduurilor,

R . N .
/ e f(x)dx + // e“"cf(C) d¢ = 2mi Z Rez[e"? f(2),zk].  (9.39)
4% k=1

—R "

Folosind Lema lui Jordan, deducem ca limita pentru R — oo al celui de
al doilea termen din membrul intai al relatiei (9.39) este zero, primul termen
avand limita egald cu integrala din (9.38). |

Observatia 9.4.5 Daca f(x) din (9.38) este functie para si satisface ipo-
tezele Teoremet 9.4.2, atunci pentru w > 0
/ f(z) coswzdr = 7 Re (z Z Rez[e"™* f(2), zk]> =
0 k=1
(9.40)

N
=7 Imz Rez[e™* f(2), z1].
k=1

Observatia 9.4.6 Daca f(x) este functie impara si satisface ipotezele Teo-
remet 9.4.2, atunci pentru w > 0

/ f(z) sinwzdx = 7 Re (Z Rez[e™? f(z), zk]> . (9.41)
0 k=0

Exercitiul 9.4.10 Sa se arate ca au loc egalitatatile:

e COoS ax T
d — (he e — —aby.
/0 @2+ )2 +2) ™ Sz ) (e e
(9.42)
©© x sinazx m
d — L (,—acC __ —ab.
/0 @2+ )2 +2) " R R

Solutie. Functiile fi(2) si f2(z) din Observatia 9.4.5 si respectiv Observatia
9.4.6 sunt:
1 z
fi(z) =

FreEre) O mErmeE ey
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Pentru ambele functii, N = 2, z; = ib si 2o = ic. Reziduurile in z; si 29 ale
functiilor:
eiaz 2 6iaz
(224+02)(22+ %) (22+02) (22 + 2)

sunt
R [ elaz ] e—ab
e = ———
z (22 + %) (2% + ¢?) (z + zb (22 4+ ¢2) ) lz=n 2ib(c? — b2)’
R [ elaz ] e—ac
ez S
| (2% +b%)(22 + 02)_ (22 + b2 (z+ic) | lz=2 2ic(b? — c2)
R [ PR ] e—ab
e - -
z (22 +b2)(22 + ¢2) z+zb (22 +2) ) lz==n 2(c2 — b2)’
R [ 20z ] e—ac
ez - -
| (22 +b%) (22 —1—02)_ 22+b2 )(z+ic) | =2 2(b%2 — c2)
Daca aplicam formulele (9.40) si (9.41), se obtine (9.42). |

‘s o . ©  sinwz
Exercitiul 9.4.11 Sa se calculeze integrala I = / ———————dx,w > 0.
0o x(x?+ a?)?

> sinwx 1 [ sinwx
Solutie. Scri I:/id:—/ ——————dz sial
olutie. Scriem 0 (1 PP z=3 T T D) x si alegem
eZLUZ

functia ajutatoare f(z) = Conturul de integrare va fi format

2(22 + a2)?
din doua semicercuri concentrice cu centrul in origine, situate in semiplanul
superior, primul de raza r notat cu v, al doilea de raza R > r, notat cu I, la
care se adauga segmentele de dreapta [—R, —r] si [r, R]. Sensul de parcurs
al conturului este cel pozitiv. In interiorul conturului se afli polul dublu

z1 = ta avand reziduul

Rez [f(2), 21 = ia] = (=~ ia) f(2)) | _, =
- etw? / o 24aw g,
=) lma™ aar
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Folosind teorema reziduurilor, scriem

R oWz g €'z T T gy €% .z
/T 2(22 + a?)?2 +/rz(z2+a2)2 +[R 2(22 + a?)?2 +[yz(22+a2)2 =

= 2miRez [f(z),1a].

(9.43)
Suma integralelor pe cele doua segmente de pe axa reala este

R giwz _ o—iwz R sinwz
—_———dz = 22'/ ——dx.
/r z(a? + a?)? rx(2? 4+ a?)?

Pe semicercul T, functia g(z) = Tt ad) satisface inegalitatea |g(z)| <

1
——————— i tinde la zero, uniform in raport cu argumentul lui z, cand
R(R? — 12)2 $ p g
R — oo. Intrucat w > 0, potrivit lemei lui Jordan,
eiwz dz

li ———5 =
Rgréo r 2(22 +a?)?

In ultima integrald din (9.43) considerm seria Laurent a functiei f(z) in
jurul punctului z =0

-2
11 . 22
- .. 14+ = -
flz)=— - e + 3
Cat oz 1! 21 1! a2 2! g4
pe care o scriem sub forma
1 1 1
f(z)—g‘; A v(2),
w?

unde ¢(z) = iw — (7

a originii. Pe semicercul v avem z = re?, cu 6 € [r,0], si

+ —Q)z + - - - este o functie analiticd Intr—o vecinatate
a

1 [dz 1 i [0 ir [0 o i
/Wf(,z)d,z:a4 7'Z+a4[y<p(z)dz:a4/7r d@—l—g/7r p(re*)e” do,

de unde )
lim/f(z) dz ="
g

r—0 a4 '
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Trecand la limita in (9.43) pentru R — oo si r — 0, obtinem

o0 : . 2
2 [ oy e~ o = 2w Ren[f(2), 2 = ia] = —2wi= i

—aw
dat ¢

de unde, dupa impartirea cu 27, deducem

/"0 sinwzx T 24aw  _,,
————a5 dt — 5 = T ——— e .
0o x(a?+a?)? 2a* 4a*

Prin urmare, valoarea integralei date este

©  sinwz 7 Caw

Exercitiul 9.4.12 Folosind metoda de la exercitiul precedent, sa se arate
ca au loc urmdatoarele egalitati:

o
/ ST e = g, (Integrala lui Dirichlet);
0o T

/OO 22 —a? sinwz
0

1
P . da:zw(e_“w—i), w >0, a>0;

/°° cos ax — cos bx
0 z?

da::g(b—a), a>0,b>0.

+oo
Exercitiul 9.4.13 Sa se calculeze integrala I = / __TesE x.
oo T2 —62+13

Solutie. Observam ca

too xel®
1=R([ S
( e T2 —61+13 z)
si integrala din membrul drept se incadreaza in tipul celor studiate de Te-

orema 9.4.2, unde f(z) = ﬁ
22 — 6z

al functiei f(z) situat in semiplanul superior este polul simpluz; = 3 + 2i.
Conform relatiei (9.41),

si w = 1. Singurul punct singular

e~ amiRen]e”
/_OO m X = 4Tl eZ[C f(Z),Zl].
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Calculam
ZeZZ

2=z - 22— 6

ZeZZ

(22 — 6z + 13)’

Rez [ f(2), 21] =

z=z1

(3cos3 —2sin3 4 i(2cos3 + 3sin 3)).

T ide?
Rezulta
/+OO QLdaz = i(3(:083 —2sin3 +(2cos 3 + 3sin 3))
o x4 —6z 413 2¢2 ’
de unde
I= 22(30053 2sin 3).

Odata cu valoarea lui I mai obtinem

rsinx ™
T=[ T gr— T (2cos3 + 3sin3).
/oo 6o 13" T gz (o3 3sin)

o0

9.4.5 Integrale de forma [ :/ 2*R(xz)lnxdr, cu a € (—1,1)
0

In integrala I, R(x) este o functie rationali al ciirei numitor Q(z) nu se
anuleaza pe intervalul real [0, 00). Pentru convergenta integralei improprii
I, presupunem

l+a+gr(P)<gr(Q),

unde P(z) este numaratorul functiei rationale R(x).
Integrala I se calculeaza folosind teorema reziduurilor pentru domeniul

A de la calculul integralelor de forma / z*R(z)dx si functia f: D — (C,
0
definita prin
f(2) = R(z)(Anr + ip)enrtiv) o — peiv, (9.44)

ramura principala pe domeniul D (determinarea fundamentald) a corespon-
dentei z — R(2)e®L08*Log 2. Trecand la limita in (9.28), in care f(z) este
functia (9.44), se obtine

/ 2R (z) Inx dx — e*™ / *R(z)(Inz + 27mi)dr =
0 0
(9.45)

N
=27mi »_ Rez[f(2), 2],
k=0



Capitolul 9 — Teoria reziduurilor si aplicatiile ei 273

unde zj sunt toti polii functiei f(z).
Din compararea partilor reale gi imaginare din cei doi membri ai ultimei

o0
egalitati, se obtine atat I cat si o integrala de tipul / TR(x) dx.
0

o0 1
Exercitiul 9.4.14 Sa se calculeze integrala improprie I = \/25_:19; dx
x?+a
Solutie. Aplicam f la (9.45) 1 1R() !
olutie. icam formula (9.45) in care « = = ¢i R(r) = ———, ceea ce
P 9 % 22+ a?’

inseamna ca functia f(z) are expresia

1 e(;(lnr + up))

R (Inr +ip), z=re".
22+ a

flz) =

Avem
OO\/:Eln:I: flnx—i—Qm)
0 3:2+a2 o 22+4a2

= 27 (Rez [f(2),ia] + Rez [f(z), fz'a])

Daca se efectueaza calculele in (9.46), se gaseste

[ Yz 7T :
2]"‘27” 0 mdl‘:ﬁ(ﬂ""2lna+2ﬂ'l)7

din care va rezulta atat valoarea integralei I cat si a unei alte integrale

T oz T
I=——(5+na); dr = ——.
\/Za(Q na) o 2+a2 v V2a

(9.46)

Exercitiul 9.4.15 Sa se calculeze integralele improprii:

7 /°° / Inx
= = dz.
! 0 x4—1—1 4+ 1

Solutie. Am putea sa aplicam formula (9.45) care presupune calculul
reziduurilor functiei f(z) in cei patru poli simpli. Este insd mai simplu
daca reducem conturul la primul cadran, caci functia

Inr 4+ i

_ i
Z=Tre
24417

f(z) =
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va avea doar un singur pol in domeniul Ay limitat de contur, si anume
T Ve
2
axa Oz, reunit cu sfertul de cerc I' de ecuatie z = pe®, § € [0,7/2], cu
segmentul de dreapta [p,e] de pe axa Oy si cu sfertul de cerc v de ecuatie
z =€ unde T € [1/2,0].
Teorema reziduurilor pentru functia f(z) si domeniul Ay, conduce la

21 = ¢4 = (14 4). Conturul domeniului A este segmentul [e, p|] de pe

K
vl dz+ dz+ 8712/ szm—i— dz =2mi R
+ / + / . T
/E ] T /Ff(z) z+1 ) 1 7f(z) z iRez [f(2), z1]

(9.47)
Deoarece lir%(zf(z)) = 0 si ZIL%O(zf(z)) = 0, afirmatii usor de demon-

strat in baza Lemelor 9.4.2 si 9.4.3, rezulta:

lim[yf(z) dz=0; lim /Ff(z) dz =0. (9.48)

e—0 p—00

Daca trecem la limita in (9.47) pentru e — 0 gi p — oo si tinem cont de
(9.48), obtinem

(1—i)Ip + gh = 2mi Rez [f(2), 21].

Dar reziduul functiei f(z) in polul simplu z; este

3
_am —iz B ™2

=z Ee N 32

2
2
si egalitatea (9.47) devine Iy + g[l —ily = ﬂ-lgf
7T\/§. w22

Rez [£(2), 1] = (h”"+i¢) i1 + 1)

423

(14 4). de unde gasim

I = Iy =— : n

4 16

Exercitiul 9.4.16 Folosind (9.45), sa se determine valoarea integralei

[:/ \/filnaédx.
o (1+x)

L
Indicatie. Se considera functia complexa multiforma f(z) = m in
z

care pentru radical si logaritm se iau determinarile principale. Se efectueaza
integrarea pe frontiera coroanei circulare cu centrul in origine avand razele
e i p din care se scoate segmentul de dreapta [e, p] de pe axa Ox. Rezulta
I =m. [ |
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Serii trigonometrice si serii
Fourier

10.1 Serii trigonometrice

Definitia 10.1.1 Se numegte serie trigonometrica, seria de functii reale

ao + Y _(ag cos kwt + by, sin kwt), (10.1)
k=1

unde w, ag, ag, by sunt constante reale, iar t este o variabild reald.

Deoarece functiile cosx si sinx sunt periodice de perioada 27, functiile

m
coswt gi sinwt au perioada T'= —. Verificarea este imediata
w
27
coswt = cos (wt + 2m) = cosw(t + —);
w

2
sinwt = sin (wt + 27) = sinw(t + i)
w

La fel se arata ca functiile cos kwt si sin kwt, k numar natural, au o
. . T 12«
aceeasi perioada T, = — = ——.
k kw

Observatia 10.1.1 Cea mai mare dintre perioadele functiilor
cos kwt, sinkwt, k€ IN,

27
notatda cu T, este perioada seriei trigonometrice. Prin urmare, T = —.
w

275
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Tinand seama de aceasta observatie, putem afirma ca daca seria trigono-
metrica este convergenta intr-un punct tp, iar suma sa este S(tp), seria va
fi convergenta gi in punctele tg +nT, n € Z, si avem

S(to +nT) = S(to).

De aici rezultd ca este suficient sa cunoastem natura seriei Intr—un in-
terval [,  + T| pentru a putea spune care este natura seriei pentru orice ¢
real.

In ipoteza ca aj i by nu sunt simultan nuli, suma seriei

S(t) =ao+ Z(ak cos kwt + by, sin kwt)
k=1

: Ce . 2m . < <
este o functie periodica de perioada T' = —, definita pe toata axa reala.
w

Constanta w se numeste pulsatie.

10.2 Seria Fourier a unei functii periodice

Seriile trigonometrice se intalnesc in studiul fenomenelor periodice din acus-
tica, electrotehnica, vibratia sistemelor mecanice etc., unde se pune deseori
problema reprezentarii unei functii periodice f(t) printr—o serie trigonome-
trica

oo
f(t)=ao+ Z(ak cos kwt + by, sin kwt). (10.2)
k=1
Daca perioada functiei f(t) este T, atunci pulsatia este w = 2% Se ridica

doua probleme:

1. In ipoteza ca f(t) este egala cu suma unei serii trigonometrice, sa se
determine coeficientii ag, ax, bg.

2. Precizarea unor conditii in care f(t) poate fi dezvoltata in serie trigono-
metrica de forma (10.2).

Ne vom ocupa intai de prima problema. In acest sens presupunem ca
functia f(t) este integrabild Riemann pe intervalul [, o+ T si ca seria (10.2)
poate fi integrata termen cu termen. Avem

a+T a+T o a+T a+T
f(t)ydt = ao/ dt + Z (ak / cos kwtdt + by, / sin kwtdt).
k=1

« (e « «
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A a+T a+T 5 3
Insa, / cos kwt dt = 0, / sinkwtdt =0; k€ IN*, astfel ca daca
folosim aceste rezultate in egal(iltatea de integrale de mai sus, obtinem

a+T
/ F(t)dt = ao T. (10.3)

[e7

Inmultind ambii membri ai egalititii (10.2) cu cos pwt, unde p este un
numar natural oarecare, gi integrand pe intervalul [o, o« 4+ T'], obtinem

a+T T
/ F(#) cosputdt = ap. (10.4)

(67

Pentru determinarea coeficientilor by se inmulteste egalitatea (10.2) cu
sin pwt, unde p este un numar natural oarecare si se integreaza apoi termen
cu termen pe intervalul [, a« + T|. Se gaseste

a+T T
/ 7(t) sinpot dt = by, (10.5)

(e

Din (10.3) — (10.5), cu o schimbare de notatie, avem

1 a+T

w = = /a £ dt,
2 a+T

@ = T f(t) cos kwt dt (10.6)
2 a+T

by = T f(t) sinkwtdt, ke IN*.

«

Aceste egalitati se numesc formulele lui Fuler si Fourier.
Fie f(t) o functie periodica de perioada T, integrabila Riemann pe in-
tervalul [a, o + T.

Definitia 10.2.1 Constantele ag, ay, by, determinate de integralele definite
(10.6), se numesc coeficientii Fourier ai functiei f(t), iar seria trigono-
metrica (10.1), cu acesti coeficienti, se numeste seria Fourier atasata
functiei f(t) chiar dacd seria (10.1) nu este convergentd in nici un punct
sau, convergentd fiind, suma sa nu este egald cu f(t) pentru nici o valoare
a lui t.

In formulele (10.6), integralele nu depind de «, fapt care rezulta din
teorema urmatoare.
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Teorema 10.2.1 Daca F(t) este o functie periodica de perioada T, inte-
grabila pe orice interval marginit, integrala acestei functii pe orice interval
de lungime egala cu perioada este aceeast,

a+T B+T
/ F(t)dt = /ﬁ F(t) dt. (10.7)

Demonstratie. In egalitatea evidenta

a+T 8 B8+T a+T
/ F(t) dt = / F(t) dt + / F() dt + F(t)dt,  (10.8)
« a Jé] B+T

ultima integrala se mai poate scrie

a+T o «a «a
/ Ry dt = / F(O+T)do = / F(6)do — / F(t)dt,  (10.9)
B+T B B g
ca urmare a faptului ca s—a facut schimbarea de variabila ¢t = 0 + T si s—a
tinut cont de periodicitatea functiei F'(t).

Avand in vedere (10.9), prima si ultima integrala din membrul al doilea
a egalitatii (10.8), se reduc si obtinem (10.7). [

Fie f(t) o functie definita pe un interval [a,b], exceptand eventual un
numadr finit de puncte din acest interval, cu mentiunea ca functia poate fi
prelungita dandu—i valori arbitrare. In urma acestei operatii de prelungire
coeficientii Fourier ai functiei raman neschimbat;i.

Definitia 10.2.2 Se spune ca f(t) satisface conditiile lui Dirichlet pe
intervalul [a,b] dacd :

1. f(t) este marginita si are cel mult un numar finit de puncte de discon-
tinuitate in [a, b];

2. intervalul [a,b] poate fi impartit intr—un numar finit de subintervale
astfel incdt, pe fiecare subinterval, f(t) sda fie monotona.

Observatia 10.2.1 Discontinuitatile functiei f(t) in intervalul [a,b] nu pot
fi decat de prima spetd.

Referitor la cazul in care seria Fourier a unei functii f(t) este convergenta
si are suma f(t), vom da (fara demonstratie) o teorema in care se prezinta
conditii suficiente ce trebuie sa le satisface functia.
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Teorema 10.2.2 (Dirichlet) Daca functia f(t), periodica de perioada T,
satisface conditiile lui Dirichlet pe un interval de lungime perioada [o, a+T],
seria sa Fourier este convergenta pentru orice t.

Suma S(t) a seriei Fourier este egala cu f(t) in toate punctele in care
f(t) este continud. Intr-un punct de discontinuitate, ¢ € [a,b], S(c) este
egala cu media aritmetica a celor doua limite laterale ale functiei f(t) in

punctul c,
st = Lm0 410

Determinarea seriei Fourier a unei functii f(¢) se reduce la calculul coefi-
cientilor dati de formulele (10.6). Teorema 10.2.2 constituie un criteriu dupa
care se poate reprezenta o functie prin seria sa Fourier sau, altfel spus, de a
dezvolta o functie in serie Fourier.

In unele aplicatii este necesar sa derivam sau sa integram functia f(t) si
seria sa Fourier. Teorema urmatoare, pe care o dam tot farda demonstratie,
este utila In acest sens.

Teorema 10.2.3 Seria Fourier a unei functii f(t) converge uniform cdatre
f(t) pe orice interval inchis pe care f(t) este continud.

Observatia 10.2.2 In conditiile Teoremei 10.2.3, seria Fourier poate fi in-
tegrata termen cu termen.

Exemplul 10.2.1 Sa se dezvolte in serie Fourier functia periodica f(t), de
perioadd m, definitd pe intervalul (0,m) prin f(t) = e 9.

Solutie. Mai intai prelungim functia prin periodicitate, noua functie fiind
notata cu acelagi simbol. Daca presupunem a > 0, atunci functia f(t) este
strict descrescatoare pe orice interval (k7, (k+ 1)7). Exista puncte din IR in
care f(t) nu este definiti; acestea sunt de forma km, unde k € Z. In aceste
puncte atribuim functiei f(¢) valoarea

B 1_‘_67047'('

flkm) = ==

care coincide cu media aritmetica a limitelor laterale in punctul k7 a functiei
f(t). Se vede ca functia f(t) astfel construita satisface conditiile lui Dirichlet,
deci seria sa Fourier este convergenta pentru orice ¢ € IR si are suma egala
cu f(t) pentru toate valorile lui ¢.
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2
Deoarece T'=m, w = % = 2, avem

f(t) =ao+ Z(ak cos 2kt + by, sin 2kt),
k=1

coeficientii ag, ag, b, fiind dati de formulele (10.6). Mai intai

1 /™ 1
ag = —/ e Udt = —(1—e 7).
0

m am
Apoi, integralele care dau coeficientii ay si by,

2 T —at 2 T —at s
ap = —/ e cos2ktdt, by = —/ e % sin 2kt dt,
0 0

s ™

pot fi calculate impreuna

2 (7 ;
ap — Zbk — 7/ e—(a-i—?kz)t dt =

m™Jo
2 1 : 2 a— 2ki
“ 1 — —(a+2ki)m el 4 (P s
7Ta+2k:i( ¢ ) 7ra2+4k2( ),
de unde
20 1—e 97 4 (1—e "k
ah=—+'—5 75 bh=—'"—5 5
T a?+ 4k? T a? 4+ 4k?

Dezvoltarea in serie Fourier a functiei date este

1—e 9 /1 >\ a cos 2kt + 2k sin 2kt
t)=—(—+2
f®) T (a + kzjl a? + 4k? )
Aceasta serie Fourier este convergenta pe IR si suma sa este f(t). [

Exemplul 10.2.2 Sa se reprezinte printr—o serie Fourier functia f(t), pe-
riodica de perioada 27, definita prin

1,  pentru te€ (0,m)
f(t) =
-1, pentru t € (m,2m).

2
Solutie. Pulsatia este w = % = 1. Seria Fourier a functiei f(¢) este de

forma

ap + Z(ak cos kt + by, sin kt).
k=1
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Coeficientii ag, ax, si ¢ se calculeaza cu formulele (10.6)

w@ = ;ﬂ %f() ;T(/Oﬁdm/%(—ndt):w—w:o,

1 1
ar = — f(t) cos ktdt = —(/ cos ktdt —I—/ ) cos ktdt)
7 Jo 2\ Jo
1 2T ) 1
b, = —/ f(t) sinktdt = —(/ sin ktdt —i—/ ) sin ktdt)
™ Jo 2 0
1 1 21— (—1)*
= (—(1 — coskm) + —(cos 2km — cos /mr)) = —A.
k k T
Expresia lui by, se mai poate scrie in forma
0, pentru k = 2n
bk=9 4 1
——, pentru k=2n-—1.
m2n—1

Atunci, seria Fourier a functiei f(¢) este

4 Z sin(2n — 1)t _ é(sint n sin 3t n sindt sin (2n — 1)t +>
2n—1 T\ 1 3 5) 2n —1

Conform Teoremei 10.2.2, acesta serie este convergenta pentru toate valorile

lui ¢ i suma este egala cu f(¢) pentru orice t # km, unde k este orice numar

intreg.

In punctele ¢t = kn functia f(¢) nu a fost definitd. Dacs ludm f(0) =
f(m) = 0, datorita periodicitatii, f(km) = 0 pentru orice k intreg, iar suma
seriei va fi egala cu f(t) si in punctele de discontinuitate. Deci, oricare ar fi
t € IR, avem

4 /sint  sindt  sin5t sin (2n — 1)t
f0)= (5 + P e +o ).

Seria Fourier a functiei f(¢) este o serie trigonometrica numai de sinusuri.m

Exemplul 10.2.3 Sa se dezvolte in serie Fourier functia periodica F(t), de
perioada 2w, definita pe intervalul [0,2m) prin

t, pentru t € [0, 7]
F(t)=
27 —t, pentru t € (m, 27).



282 Ion Craciun

Solutie. Observam ca pentru t # krm, k € Z, F'(t) = f(t), unde f(t) este
functia din exemplul precedent. Integrand seria corespunzatoare lui f(t)
termen cu termen, fie in intervalul (0, 7), fie in intervalul (7, 27), obtinem

4 X cos(2n — 1)t

F)=C-_2 (2n —1)2

n=1

Deoarece F(g) = g si cos (2n — 1)t = 0, rezulta C = g Deci,

:7_72005271—1)

n—l

Seria Fourier obtinuta este o serie trigonometrica numai de cosinusuri. =

Observatia 10.2.3 In cele de mai sus, functia f(t) poate fi si una cu valori
complexe, deci de forma f(t) = ¢(t) + i(t).

Teorema 10.2.4 Pentru functia f(t) cu patrat integrabil pe [, + T are
loc egalitatea

1fotT a2 4 1 & 2
f/a fA(z)dx = ad iz::a +02) (10.10)
unde ag, an, by, sunt coeficientii Fourier ai functiei f(t).
Relatia (10.10) se numeste formula lui Parseval.

Exercitiul 10.2.1 Sa se gaseasca seria Fourier a functiei periodice f(x) =
T

5 sk ' definitd pe intervalul (—m, «| de perioadd T = 2r. Tindnd seama
sinh
de seria obfinuta si si folosind formula lui Parseval sa se determine sumele

seritlor numerice
n o0 1

— (
Zl+n2’ nz::llJrnz'

n=1

Solutie. Se constata ca

(1" (-5
RN

2 OO nt + Z(—l)”“% sin nt. (10.11)
n n
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Pentru a afla suma primei serii numerice luam in (10.11) ¢ = 0 si obtinem

i (-1)" 7w —sinh7
“~1+n?  2sinhm

Suma celei de a doua serii numerice rezulta din formula lui Parseval

1 /7r 0 2 gy 1+1§:{ 1 n n? }

Y L S T P 7

21 J_x 4sinh® 4 242~ 1(1+n%)?  (1+n?)?

=1 mcosh — sinh 7
d d = . |
e e;HnQ 2sinh

10.3 Seriile Fourier ale functiilor pare si impare

Functiile pare si functiile impare au proprietatea ca seriile lor Fourier iau
forme particulare.

Definitia 10.3.1 O functie F(t), definita pe un interval cu centrul in ori-
gine, se numeste functie para daca F(—t) = F(t).
In cazul cand F(—t) = —F(t), functia F(t) se numeste impara.

Observatia 10.3.1 Graficul unei functii pare este simetric in raport cu axa
ordonatelor, iar graficul unei functii impare este simetric fata de originea
reperului.

Teorema 10.3.1 Daca F(t) este o functie para i integrabila pe intervalul
[—¢, 0], atunci

4 Y4
/ F(t)dt = 2 / F(t)dt. (10.12)
—/ 0

Daca F(t) este impara pe [—¢, 0] si integrabild pe acest interval,

/ ZF(t)dt 0. (10.13)

Demonstratie. Avem

/_Z F(t)dt — /_Z F(t)dt + /OK F(#)dt. (10.14)



284 Ion Craciun

Cu schimbarea de variabila ¢t = —0, prima din integralele membrului drept
a egalitatii (10.14) devine

/iF@Mh:—AOFGﬂMH:%fF@ﬂMQ:ZfF@¢ﬁ

De aici rezulta urmatoarele: daca F'(t) este o functie para,

0 l
/F@ﬁ:/F@% (10.15)
—/ 0

iar daca F'(t) este impara, atunci

0 Y4
l/F@ﬁ:f/F@ﬁ (10.16)
—L 0

Din (10.15) si (10.14) rezulta (10.12) iar (10.13) se obtine daca inlocuim

(10.16) in (10.14). n
In cele ce urmeazi vom considera ci intervalul pe care sunt definite
functiile pare sau functiile impare este de forma [—%, %]

Teorema 10.3.2 Daca f(t) este o functie pard, seria sa Fourier este

o
ap + Z ay, cos kwt,

k=1
unde
2 (% 4 (%
ap = T/oz f(t)dt, T/Q ) cos kwt dt.
Seria Fourier a unei functii impare f(t) este
o
Z by, sin kwt,
k=1
unde
T
4 [z )
b = —/ f(t) sinkwt dt.
T Jo

Demonstratie. Mai intai, in formulele (10.6) de calcul a coeficientilor, vom

lua drept interval de integrare pe [—%, %]
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Cu aceasta alegere, avem
1 (% 2 [
ap = f/_z F(t)dt, ay, = T/_z F(t) cos kwt dt,
2 2

2 %
by, = T/—g f(t) sin kwt dt.

Daca f(t) este o functie para, f(t) cos kwt este para, iar f(t) sin kwt este
functie impara.
In baza Teoremei 10.3.1, rezulta

2 % 4 (3
ap = T/ f(t)dt, a = */ f(t) cos kwtdt, by, = 0.
0 T Jo

Daca f(t) este functie impara, atunci functia f(¢) cos kwt este impara,
iar f(t) sin kwt este functie para.
In baza aceleiasi teoreme, avem

4 Z
ap=0, ar=0, bsz/o2 f(t) sinkwt dt

si teorema este complet demonstrata. [

Exemplul 10.3.1 Sa se reprezinte printr—o serie Fourier functia f(t) =
| sint|.

Solutie. Functia data este para, are perioada T' = , este continua si condi-
tiile lui Dirichlet sunt satisfacute. Prin urmare seria Fourier a functiei f(t)
este convergenta, este o serie numai de cosinusuri si are suma egala cu f(t)
pentru orice ¢ real. Avem

™

2 (2 2
ao:—/2sintdt:—, bkzo,
™ Jo ™

4 13 2 [z
ap = —/2 sint cos 2kt dt = —/Q(Sin(1+2k)t+sin(1 —2k)t)dt =
™ Jo m™Jo
B g<cos(1 +2k)t  cos(1— Qk)t) 5 _é 1
- - 1+ 2k 1—2k o T(k—-1)(2k+1)

Deci seria Fourier a functiei f(t) = |sint| este

7\2 1.3 3.5 5.7 2n—1)(2n+ 1)

. 4,1 cos2t cosdt cosb6t cos 2nt
|sint| = ( )
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sau
4,1 & cos 2nt
\sint\:—(f—z )
T\2 = (2n—-1)(2n+1)
Cum era de asteptat, seria Fourier a functiei f(t) = |sint| este o serie
trigonometrica numai de cosinusuri. [

Exemplul 10.3.2 Sa se dezvolte in serie Fourier functia periodicd de pe-
rioadd T = 2a, unde a > 0, definitd prin

) = { t, daca te€ (—a,a)

0, daca t=a.

Solutie. Functia dati satisface conditiile lui Dirichlet. In punctele de dis-
continuitate, functia ia valoarea data de media aritmetica a limitelor sale
laterale. Pentru toate valorile lui ¢, seria Fourier a functiei f(¢) este conver-
genta si are suma egala cu f(t).

. . < 7T
Deoarece functia este impara gi w = — avem dezvoltarea
a

flt)= Z b, sin kzt,
k=1 a

cu coeficientii

2 [a T 2 a TN
by = - tsink—tdt=—( — —t k—t
K a/o St a a( km o8 a )‘0+
2a [@ T 2a
= — k—tdt = ~—(=1)k1,
+ akm Jo o8 a lm( )
Seria Fourier a functiei date este
20 1
= S t
)= s

Am obtinut o serie trigonometricd numai in sinusuri si aceasta pentru
ca functia data este impara. [
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10.4 Forma complexa a seriei Fourier

Fie f(t) o functie reala sau complexa, periodica de perioada T, integrabila
pe intervalul [, « + T]. Seria sa Fourier,
27

ag + kX::l(ak cos kwt + by, sin kwt), W= (10.17)

este determinata, coeficientii ag, ag, by fiind dati de formulele (10.6).
Folosind formulele lui Euler

eikwt te tkwt ) eikwt e~ tkwt
coskwt = ———— sSinkwt= —————,
2 21

seria Fourier (10.17) devine

a 3 (% — bk ket | Okt bE g
0+ Z 5 e + 72 e . (1018)
k=1

Cu notatiile

—1b b
Co = ag, Cp = L k ¢ = 1Ok i (10.19)
2 2
seria (10.18) se poate scrie
0 . .
co+ > (cpe™ 4 cpem ), (10.20)

k=1

Folosind (10.19) si (10.6) constatam ca obtinem

1 a+T
co = T/a £t dt,

1 a+T 1 a+T .

% = 7 / f(t)(cos kwt — i sin kwt)dt = T / f(t) e *tat,
1 a+T 1 a+T .

. = f/ f(t)(cos kwt + i sin kwt)dt = T/ f(t)e™tat.

Observam ca toti acesti coeficienti se pot obtine din

1 a+T .
Cn = —/ f(r)e "™ dr, n=0,+1,+2,...,
T Ja
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pentru n = 0, n = k si n = —k. Deci seria Fourier (10.20) a functiei f(¢) se
mai scrie
o0
co + Z(Ck eikwt +e g e—ikwt)
k=1
sau inca

1

00 ) a+T .
> epe™, ¢ = 3 / f(r)e " dr.
«

n=—00
Aceasta este forma complexd a seriei Fourier.
Daca f(t) satisface conditiile lui Dirichlet si daca in fiecare punct de
discontinuitate valoarea functiei este egalda cu media aritmetica a limiteleor
sale laterale in acel punct, atunci

f(lt)=l i /a+Tf(T)e"””‘tT)dr. (10.21)

n=—oo0 "%

Exercitiul 10.4.1 Sa se dezvolte in serie Fourier functia periodica f(t), de
perioada 2w, definita pe intervalul [—m, ) prin

o re[-m-T]u[on)
£(t) = t+g, te(—g,o]
—t~|—g, (o,g).

Indicatie. Functia este para si se obtine: ag = —, a, = — - -
: 8 7'(' n
Deci
f(t)_E+g<cost+20052t+cos3t+cos5t+2(:os6t+ )
8w\ 12 22 32 52 62 :

Seria obtinuta contine numai cosinusuri deorece f(t) este functie para.m

Exercitiul 10.4.2 Sa se dezvolte in serie Fourier functia
sin 6
)= ——.
1) 13 — 12 cos
Indicatie. Se va calcula ay, + by, folosind teorema reziduurilor. Se va obtine

1 & /2\F .
f(0) = s ];::1 (g) sin k6,
deci o serie numai de sinusuri, lucru previzibil deoarece functia f(0) este
impara. [
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Integrala Fourier si
transformate Fourier

11.1 Forma complexa a integralei Fourier

Sa consideram o functie neperiodica f(t), reald sau complexa, definita pe
toata axa reala. Evident, functia f(¢) nu mai poate fi dezvoltatd in serie
Fourier. In schimb, in anumite conditii, care vor fi prezentate in teorema ur-
matoare, f(t) poate fi reprezentata printr—o integrala dubla improprie care
este oarecum analoga cu seria Fourier.

Definitia 11.1.1 Se numeste integrala Fourier a functiei f : R —
R((), integrala dubla improprie pe intreg planul IR? depinzind de parame-
trul t

1 u(t—) 1 oo oo tu(t—T)

//f(r)e dudr = / du/ fr)e™ =D dr. (111
2m ; 27 J—oo —00

R

Teorema 11.1.1 Daca functia reald sau complexa f(t) are proprietatile:
1. satisface conditiile lui Dirichlet in orice interval de lungime finita;

2. in fiecare punct ¢ de discontinuitate, valoarea functiei este egald cu
media aritmetica a limitelor laterale (finite) in acel punct,

£(6) = 1f(e = 0) + f(e+0));

289
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3. este absolut integrabila pe intervalul (—oo, 00), adicd integrala im-

—+00
proprie de speta intdi / |f(t)| dt este convergentd,
[o¢]

atunci are loc identitatea
1 +oo “+oo .
() = 7/ du/ f(r)e™ =) dr, (11.2)
T J—oc0 —00

Demonstratie. Vom schita calea pe care, plecind de la forma complexa a
seriei Fourier (10.21), se poate ajunge la egalitatea (11.2).
Fie F(t) o functie periodica, de perioada 2¢, definita prin

F(t) = f(t), te[-t1]. (11.3)

Aceasta functie indeplineste conditiile lui Dirichlet, deci poate fi dez-
voltata in serie Fourier.
Vom folosi dezvoltarea sub forma (10.21),

1 I ¢ ) 2T 2T T
N inw(t—T) _ et _an 7
F(t) 2 2 |, F(r)e dr, w T=% =7

sau, tinand seama de (11.3), in forma

F(t _ 1 S 7) e ™ t=") gr. 11.4
(=5 2 [, 1) (11.4)

Egalitatea (11.3) are loc pe un interval oricat de mare se doreste deoarece
valoarea pozitiva a lui £ poate fi aleasa oricat de mare. Este de asgteptat ca
din (11.4) sa obtinem o reprezentare a functiei f(t) trecand la limita pentru
{ — o0.

Cu notatia nw = uy, pentru un ¢ dat, integrala definita din (11.4) este
o functie de doua variabile

d(un,t) = /j f(T)ei""(t_T) dr.

A N 27 i
Apoi, tinand seama cd w = — = —, avem

T 20
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si (11.4) devine

400
F(t):% S Gtnt) - (i — tn_1).

n=—oo

Aceasta serie este asemanatoare cu sumele folosite in definirea integralei
Riemann ale functiei ¢(u,t) pe compactul [—¢,¢], in care ¢ se considera ca
parametru. Cand ¢ — oo, U, — u,_1 = w — 0. Este plauzibil sa consideram
ca , trecand la limita pentru ¢ — oo, ultima egalitate devine

f)= 5 [ olustdu

= % .
unde
+o0 .
dut) = [ fr)etTar,
—0o0
deci tocmai formula (11.2) si teorema demonstrata |

Definitia 11.1.2 Egalitatea (11.2) se numeste formula lui Fourier.

Exemplul 11.1.1 Sa se reprezinte printr—o integrald Fourier functia
1, pentru |t| < a,

ft) = pentru t = +a,

1
27
0, pentru |t| > a,

unde a este un numdr pozitiv. Aceasta functie se numeste factorul discon-
tinuu al lui Dirichlet.

Solutie. Se observa ca toate conditiile din Teorema 11.1.1 sunt satisfacute,
deci se poate aplica formula lui Fourier. Avem

“+oo . a . . T=a .
/ f(r) elt=") qr — / ewlt=") qr — —,iew(t_ﬂ = gemt sin au.
U

— 00 —a U T=—a

Introducand in (11.2), obtinem
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Daci se inlocuiegte e ““! = cosut + i sinut, f(t) se poate scrie ca o suma de
doua integrale

1 /+°° sin au cos ut 7 /*OO sin au sin ut

ft)=— du + — du.

T J—00 u T J—0c0 u

Cum integrantul primei integrale este functie para in u, iar al doilea este
functie impara in raport cu aceeasi variabila, rezulta

f(t) = 2 /+°° sin au cos ut g
7 Jo u
|
11.2 Forma reala a integralei Fourier
Deoarece A
e™=T) = cosu(t — 1) + i sinu(t — 7),
formula lui Fourier se poate scrie in forma
1 400 +00
f@) = 2—/ du/ f(7) cosu(t —7)dr+
T J—o00 —o0
T 1)
e du/ﬁOO f(r) sinu(t — 7)dr.
Observam ca functiile
+oo +oo
g(u,t) = / f(r) cosu(t —7)dr; h(u,t) = / f(r) sinu(t —7)dr

au proprietatile

g(—u,t) = g(u,t), h(_uvt) = —h(u,t),

+oo +o0 +o0o
/ g(u,t)du = 2/ g(u,t) du, / h(u,t)du =0
0

—00 —0o0

deci

si (11.5) se reduce la

) = i/omdu/zo F(r) cosult — ) dr. (11.6)
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Definitia 11.2.1 Relafia (11.6) se numeste forma reald a formulei lui
Fourier.

Definitia 11.2.2 Integrala dubla improprie din membrul drept al formei
reale a formulei lui Fourier se numeste forma reala a integralei Fourier.

Denumirile: forma reald, respectiv forma complexd a integralei Fourier,
sunt justificate numai in cazul cand f(t) este o functie reala; totusi acestea
se folosesc gi in cazul cand f(t) este o functie complexa. Aceasta observatie
este valabila si pentru seriile Fourier.

Observatia 11.2.1 Deoarece ultima integrala din (11.5) este egald cu zero,
egalitatea (11.2) se poate inlocui prin

fity = ;ﬂ/;oo du/:)o f(T)e_i“(t_T) dr. (11.7)

Deoarece cosu(t — 7) = cosut cosut + sinut sinur, egalitatea (11.6) se
mai poate scrie

fit)y = 1/+OO cosutdu/+oo f(7) cosurdr+
0

i e (11.8)

1 +00 +oo
+ —/ sin ut du/ f(1) sinur dr.
0

T —00

Daca notam

Au) = 71T/+OO f(r) cosurdr, B(u)= 71T/+oo f(7) sinurdr,

avem

f(t) = /0+Oo (A(u) cosut + B(u) sin ut) du.

Analogia cu seria Fourier este evidenta.

11.3 Integralele Fourier ale functiei pare respectiv
impare

Sa vedem ce devine integrala Fourier in cazul cand f(t) este o functie para,
respectiv impara.
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Teorema 11.3.1 Daca f(t) este o functie pard, formula lui Fourier se re-
duce la

2 +oo 400
ft) = */ cosutdu/ f(1) cosurdr. (11.9)
m™Jo 0
Daca f(t) este impara, atunci
2 400 +o00
f(t) = —/ sinutdu/ f(7) sinur dr. (11.10)
m™Jo 0

Demonstratie. Intr—adevar, daca f(t) este o functie para, atunci functia
f(7) cosut este para in raport cu 7, iar f(7) sinur este impara si avem

+o0 —+o00
/ f(7) cosurdr = 2/ f(7) cosurdr,
0

—0o0

+00
/ f(7) sinurdr = 0.
—0o0

Cu aceste relatii, egalitatea (11.8) se reduce la (11.9).

Analog se arata ca pentru f(t) functie impara avem egalitatea (11.10).m

Pentru a vedea utilitatea formulelor (11.9) si (11.10) in simplificarea
calculelor, este suficient sa se reia Exemplul 11.1.1. Functia pe care am
numit—o factorul discontinuu al lui Dirichlet este o functie para.

In exemplul urmator vom considera o functie impara.

Exemplul 11.3.1 Sa se reprezinte printr—o integralda Fourier functia

sint, |t| < nm,
f(t) =
0, |t] > nm,

n fiind un numar natural.

Solutie. Functia f(t) satisface conditiile Teoremei 11.1.1, deci poate fi

reprezentata printr—o integrala Fourier.
Vom folosi formula (11.10). Avem

+o0 nm
/ f(7) sinur dr = / sinT sinur dr.
0 0

Pentru calculul integralei din membrul drept, transformam produsul de si-
nusuri in diferenta de cosinusuri, integralele astfel aparute fiind imediate.
Gasim
(—=1)"sin num

u? —1

+oo
/ f(r)sinurdr =
0
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Cu aceasta, egalitatea (11.10) da

2(—1)" [T°° sinnurm sinut
t) = —du.

11.4 Transformata Fourier

Integrala Fourier are aplicatii variate. Unele din acestea sunt legate de
notiunea de transformata Fourier.

Fie f(t) o functie care poate fi reprezentata prin integrala Fourier (11.2).
Pentru aceasta, functia f(¢) trebuie sa satisfaca ipotezele Teoremei 11.1.1.
Egalitatea (11.2) se mai scrie

e = - /Jrooei“tdu " by e= T dr, (11.11)

21 J oo _
Daca notam

1 400 . 1 +o0 .
g(u) = \/%/oo flr)ye "“Tdr = \/ﬂ/oo f(t)e™ ™ dt,

atunci (11.11) se scrie in forma
1 +oo wut
10 =—= [ " gwedu
Definitia 11.4.1 Functiile
== [ f0e a0 =—= [ gweta 1112
u) = — e s = — u)e U .
g 21 J—o0 \/ﬂ —00 g

se numesc una, transformata Fourier a celeilalte.

Am vazut ca integrala Fourier mai poate fi scrisa si sub forma (11.7).
Pornind de la aceasta, se obtin functiile

1 oo iut _L too u e—iut U
o) = o= [ fwean f)= 0 [ gme

ca transformate Fourier una a celeilalte. Prin urmare cele doua functii au
roluri simetrice.
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Analog, daca in egalitatea (11.9) se noteaza

400 9 [t
\/7/ ) cosut dr = \/7/ f(t) cosutdt,
™Jo

aceasta egalitate devine
2 [F>®
= —/ g(u) costudu,
T™Jo

iar daca in (11.10) se noteaza

+00 +°°
\/>/ ) sinutdr = \/> / ) sinut dt,

egalitatea (11.10) se scrie
2 [t
= \/—/ g(u) sin tu du.
™Jo

Definitia 11.4.2 Functiile

g(u) = \/z/(:oo f(t) cosutdt,
f&) = \/E/OJFOO g(u) costudu

se numesc una, transformata Fourier prin cosinus a celeilalte.

(11.13)

Definitia 11.4.3 Functiile

g(u) = \/E/OHXJ f(t) sinut dt,

(11.14)
—+00
fit)y = \/7/ ) sintu du
se numesc una, transformata Fourier prin sinus a celeilalte.
Sa consideram, de exemplu, a doua egalitate din (11.12)
+00 ot

— uw)e™ du = f(t), 11.15
= o £t (11.15)

unde f(¢) este o functie data care satisface conditiile Teoremei 11.1.1. Aceas-
ta egalitate este o ecuatie in care functia necunoscuta figureaza sub semnul
de integrare. Solutia ei este data de prima din egalitatile (11.12).
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Definitia 11.4.4 In general, daca intr—o ecuatie functia necunoscuta figu-
reaza sub semnul de integrare, se spune cd acea egalitate este o ecuatie
integrala.

Definitia 11.4.5 Ecuatia integrald (11.15) se numeste ecuatie integrala
de tip Fourier.

Tot ecuatii integrale de tip Fourier sunt si ecuatiile:

\/z/(:oog(u) costudu = f(t); (11.16)

\/z/o-koo g(u) sintudu = f(t), (11.17)

cu f(t) definita pentru ¢ > 0 si indeplinind conditiile cerute de prima teorema
referitoare la integrala Fourier. Solutiile acestor ecuatii integrale sunt func-
tiile g(u) din (11.13);, respectiv (11.14);.

Observatia 11.4.1 Daca functiile g(u) si f(t) sunt definite pe aza reald,
relatiile (11.13) cer ca g(u) i f(t) sa fie functii pare. De asemenea, relatiile
(11.14), cu f(t) si g(u) definite pe toatd axa reald, nu pot fi satisfacute decdt
pentru f(t) si g(u) functii impare. Spre exemplu, daca functia f(t) este
definita numai pentrut > 0, aceasta nu poate fi prelungita pentrut < 0 decdt
intr—un singur fel dacd vrem ca (11.13) sau (11.14) sd existe. In primul caz
se prelungeste prin relatia f(—t) = f(t) (deci prin paritate), in al doilea caz
prelungirea se face prin relatia f(—t) = —f(t) (deci prin imparitate).

Exemplul 11.4.1 Sa se determine transformatele Fourier prin cosinus i
prin sinus ale functiei f(t) = e~ unde t € (0,00) iar a > 0.

Solutie. Pentru ca transformatele Fourier prin sinus si cosinus sa functi-
oneze oricare ar fi ¢ real, functia f(¢) se prelungeste in intervalul (—oo, 0]
astfel:

e in cazul transformatei prin cosinus,

e” % t>0
f(t)Z{

e <0
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e in cazul transformatei prin sinus,

e” ¥ t>0
fit)y=4 0, t=0
—e® t<0.

In ambele cazuri, functia f(¢) poate fi reprezentata ca o integrald Fourier.
Fie g.(u) transformata Fourier prin cosinus si gs(u) transformata Fourier
prin sinus,

2 [t 2 [t
gec(u) = —/ e cosutdt, gs(u)= —/ e “sinut dt.
™ Jo m™Jo

Aceste integrale se pot calcula simultan, luand

2 [t
ge(u) +igs(u) = /= / e~ (cosut + isinutdt =
™ Jo
— . /+OO e~ (amwtgy =
T™Jo

_ _\/7 1 (e—(a—iu)t)‘+oo — \/7a+zu
Ta—iu 0 ma? + u?’
de unde rezulta

() 2 a (u) 2 u
u) =\——5— °) =4 ———.
ge ma? +u?’ 9s T a4+ u?

Introducand aceste functii in (11.13) si (11.14), se obtin formulele

oo costu T _at o0y sintu T _at
———du= —e ", ———5du= e
0 a‘+u 2a 0 a‘ +u 2

care se numesc integralele lui Laplace. [

Exercitiul 11.4.1 Sd se calculeze transformata prin cosinus a functiei

1
f(ﬂ?) - (1 +$2)2
st din rezultatul obtinut sa se deduca relatia
+° r sinux Tue ¥
———dr = —— 11.18
/0 A+a22 ™~ 4 (11.18)
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Solutie. Transformata Fourier prin cosinus a functiei f(z) este

[2 [1T° cosux
e(u) = / 2 d
—l—:U

Pentru calculul integralei de aici, putem folosi teorema reziduurilor

00 N
/+ f(z) cosuxdx = mRe (z Z Rez [e™* f(z), zﬂ) ,
0 k=1

unde z;, sunt polii functiei f(z) situati in semiplanul superior.
Cum unicul punct singular este z; = 4, care este pol dublu, avem
. ’
. etuz 1+u
Rez [ f(2),2] = | —— =
2[e"(2), 2] <(z+i)2> omi A

—Uu

1
Rezulta F.(u) = V27 Z ue_“, de unde deducem
T cosux 14+u
—— s dr=1——e "
/0 11227 z=m— e

Membrul stang al acestei egalitati este o integrala improprie simpla de-
pinzand de parametrul u. Aplicind teorema de derivare a acestui tip de
integrala depinzand de un parametru, se obtine relatia (11.18). ]

Exercitiul 11.4.2 Sa se rezolve ecuatia integrala

+oo 11—t pentru 0<t<1
/ g(u) costudu =
0 0, pentru t > 1.

Solutie. Ecuatia data este de forma

\/z/;oo g(u) costudu = f(t),

£(t) = \/z(l—t), pentru 0 <t <1

0, pentru ¢t > 1.

unde
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Solutia acestei ecuatii este data de prima egalitate (11.13). Avem

g(u) = \/2/01 f(t) cosutdt + \/z/:oo f(t) cosut dt.

Deoarece f(t) = 0 pentru ¢t > 1, a doua integrala este nula. Asadar,

2 — COS U

(u) ‘/10 £ cosut dt = 2
u) = — — COSUu = —
g 7 Jo T u?

Exercitiul 11.4.3 Sa se reprezinte printr—o integrala Fourier functia

0, pentru |t|>1
f(t) =1 =1, pentru te€ (—a,0)
1, pentru te€ (0,a),

si care ia valorile f(0) =0, f(—a) = —%, fla) = %

Indicatie. Functia este impara. Se obtine

4 [+ sint
f@z—/ T sin? 2 du.
7 Jo U 2

Observam ca, pana la un factor, f(t) este o transformata Fourier prin
sinus. [

Exercitiul 11.4.4 Sa se determine functia f(t) care satisface ecuatia

+oo 1
/0 (@) costxdt:m, x>0,

unde a este o constanta reald pozitiva.

Solutie. Se aplica a doua formula din (11.12) i avem

2 [T costx
)= = ——dx.
==

Integrala se poate calcula fie utilizdnd teorema reziduurilor fie folosind

1
integralele lui Laplace. Se obtine f(t) = —e ™. ]
a



Capitolul 11 — Integrala Fourier gi transformate Fourier 301

Exercitiul 11.4.5 Sa se rezolve ecuatiile integrale:

+00 wsint, pentru t € (0,m)
2/ g(u) sin tudu =
0 0, pentru t > m;

2mcost, pentru t € (0,m)
400
4/ h(u) costudu = ¢ 0, pentru t >
0
-, pentru t = T.

Indicatie. Se aplica teoria de la ultimul paragraf si se gasesgte

sin Tu u sinTu

9w = Mu =70
|

Exercitiul 11.4.6 Sad se determine solufia ecuatiei integrale de tip Fourier

ul, pentru we (—1,1)

—+00

f(t)e™ dt = pentru u = +1
o0

1
— 2’
0, pentru |u| > 1.

/1
Solutie. Exceptand factorul or si schimband intre ele atat variabilele u
T
si t cat gi functiile f si g, rezulta ca ecuatia integrala din enunt este de forma
celei de a doua din egalitatile (11.12).
Solutia acestei ecuatii integrale este data de prima egalitate (11.12).
Avem
1 0 » 1 1 » 1 /1
f(t) = o [1(—u)e_l“tdt+ %/0 we it = ;/0 u cos ut du.
t t

2 t
Se obtine f(t) = 2 (t cos 5 — sin 5) sin 5 |

11.5 Proprietati ale transformatei Fourier

Prezentam mai jos principalele proprietati ale transformatelor Fourier. Pen-
tru a se urmari mai ugor rationamentele, notam cu F'(u) transformata
Fourier a functiei f(t), ¢t € IR. Folosind prima egalitate din (11.12), avem

F:R—R, F(u = \/127/+00f(t)e_i“tdt. (11.19)
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Definitia 11.5.1 Functia f: IR — IR din (11.19) se numeste original.

Teorema 11.5.1 Daca f : IR — IR este functie absolut integrabila, functia
F(u), transformata Fourier a functiei f(t), este o functie continud.

Demonstratie. Proprietatea enuntata se verifica imediat cu ajutorul unui
criteriu de convergenta pentru integrala improprie de prima speta depinzand
de parametrul u din (11.19). |

Teorema 11.5.2 Dacd functiile t* f(t), k € {0,1,2,...,n}, unde f : IR —
IR, sunt absolut integrabile, atunci transformata Fourier a functiei f, definita
de (11.19), este derivabila de n ori gi

F®(u) = (\;;f/mt’“f(t)e—mdt, ke{1,2,...,n}. (11.20)

Demonstratie. Integrala improprie (11.19) depinde de parametrul real w.

In baza unui criteriu de convergenta uniforma al integralelor de acest tip,
rezulta ca integralelor din (11.19) si (11.20), unde k € 1,n — 1, 1i se poate
aplica formula de derivare a lui Euler si obtinem (11.20). ]

Teorema 11.5.3 Daca primele r — 1 derivate ale functiei f : IR — IR tind
la zero cand [t| — oo iar fU)(t) este absolut integrabild, atunci

+oo dT‘

\/271'/00 dtr

e~ Mdt = (iu)" F(u). (11.21)

d f

Demonstratie. Sa notam cu F,(u) transformata Fourier a functjiei e (t)

+oo d?"
vV 27 /oo dtr

Integrand prin parti in (11.22), tinand cont ca
drfl f

m
[t|—o0 dt’l‘—l

F.(u) = et (11.22)

() = 0

si ca functia complexa e~ este marginitd (are modulul egal cu 1), se

gaseste urmatoarea relatie de recurenta

Fr(u) = (iu)Fr_1(u).
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Daca la aceasta relatie de recurentd adaugam faptul ca Fy(u) = F'(u), ob-
tinem

F.(u) = ()" F(u). (11.23)
Egalitatea (11.21) rezulta din (11.22) si (11.23). |

Teorema 11.5.4 Daca f : IR — IR este absolut integrabila, iar
t
lim f(r)ydr = 0, (11.24)

[t|—o0 Jo
atunci are loc egalitatea
1 +o0 t it 1
— T = — F(u). 11.2
N /_ T /0 flrydr)e=tdt = — F(u) (11.25)

Demonstratie. Integrand prin parti in membrul intai din (11.24) si tindnd
cont de faptul ca

& rar = s,

obtinem

1 +0o0 t .

— (/ f(T)dT)e_Wtdt:

21 J 0

(11.26)

= [ e [ e [ e
B V2 w 0 t=—c0 U J_co ‘
Daca se tine seama de ipoteze, din (11.26) se obtine (11.25). |

Observatia 11.5.1 Transformata Fourier a derivatei de ordin r a functiei
original f(t) este egald cu produsul dintre functia complexd (iu)" si trans-
formata Fourier F(u) a functiei f(t).

Observatia 11.5.2 Transformata Fourier a integralei din functia f(7) pe
intervalul compact variabil [0,t] este egald cu raportul dintre transformata
Fourier F(u) a functiei f(t) si functia compleza (iu).

Analiza ultimelor doua observatii conduce la ideea reducerii unor ope-
ratii complicate ale analizei matematice la simple operatii algebrice asupra
transformatelor functiilor, cu inversarea in final a rezultatului dupa formula

(1) = \/127 [ :o Fu)etdu.

Aceasta idee sta la baza calculului operational.
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“+o0o

Definitia 11.5.2 Func{ia / f(r)g(t — 7)dT, notata f * g, se numeste
—0o0

produsul de convolutie al functiilor f si g pe intervalul (—oo, +00).

Prin urmare, putem scrie

+oo

() = [ fglt=r)ar. (11.27)

—0o0

Exercitiul 11.5.1 Sa se arate ca daca F(u) si G(u) sunt transformatele
Fourier ale functiilor f(t) si g(t), atunci

+o0 .
(f*9)(t) = F(u)G(u)e™" du. (11.28)
Solutie. Avem succesiv
ot = o [ oean [ e
» w)G(u)e"" du = 5= u)e u_oo T)e T =

+oo +0o0 . +0o0
- \/12? [ twar [ cweau= [ frgte - ryan

Rezultatul la care am ajuns, impreuna cu (11.27), conduce la (11.28). m

+oo

Observatia 11.5.3 Deoarece integrala / F(u)G(u) e“du nu se modi-
— 0o
fica cand schimbam intre ele functiile F(u) $i G(u) rezulta ca fxg = g* f.

Exercitiul 11.5.2 Folosind relatia (11.28), sa se obtind egalitatea

+00 . +oo
F(u)e_a’gu%ezmdu = \/5/ f(t+2ayx z)e_Zde. (11.29)

2

Solutie. In relatia (11.28) punem G(u) = e~%***7, de unde rezulti ci func-

tia g(t) corespunzatoare este

t _L oo —a?u?x iutd 11.30
o) = [T, (11.30)
—00

i .. . . —_a2y2 . . v .
Dar, " = cosut +isin ut iar functia e~ “ * sinut este impara. Atunci,

din (6.24) si (11.30) rezulta

1 +oo —a?ulz 1
g(t):\/%/ e cos.utdu:a\/ﬂ
—00

_t2
[ 4a2z .
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Folosind aceasta expresie a lui g(¢) in (11.27) si efectuand apoi schim-
T—t1

2a+/x

barea de variabila

= z, se obtine egalitatea (11.29). |

Exemplul 11.5.1 (Coarda elasticd) Fie o coardd elastica suficient de
lunga incat sa se poatd presupune ca are lungime infinita. Sub actiunea
unor factori externi, coarda vibreazda. La momentul t = 0 configurafia corzii
este graficul functiei f(x) definita pe intreaga axa reald. La momentul t > 0,
datorita vibratiilor, configuratia corzii este alta, sa zicem u(x,t). Functia
u=u(z,t) se numeste sageata. Presupunem cd se cunoaste viteza g(z) cu
care se schimba forma corzii la momentul t = 0, deci cunoastem valoarea in
punctul (z,0) a derivatei partiale in raport cu variabila temporarda t a func-
tiei u(x,t). Din teoria elasticitatii se stie ca legea dupa care vibreaza coarda
este ) )

1w _ O (11.31)

a? ot2 Ox?

Sa se determine pozilia corzii la orice moment i in orice punct al ei.

Solutie. Problema pusa se reduce la determinarea acelei solutii u(z,t) a
ecuatiei (11.31) care satisface conditiile initiale

u(z,0) = f(x), x € (—00,00), (11.32)
Ww,0) = o), e (-00,00). (11:33)

Astfel, avem de rezolvat o problema de tip Cauchy pentru ecuatia dife-
rentiala (11.31) cu conditii initiale (11.32) si (11.33).

Pentru aceasta, vom inmulti ecuatia cu e ~%* dupi care integram in
raport cu x de la —oo la 400.

Derivarea partiala in raport ¢ comuta cu integrarea in raport cu z, astfel
ca putem scrie

1 2 +o00 ] Too 92 '
agth/ u(x,t)e—zéxdx = / %(w,t)e_’&dx' (11.34>

In membrul drept al relatiei (11.34) se aplica Teorema 11.5.3, astfel incat

se obtine ecuatia
1 d*U
a? dt?

unde functia U(,t) este transformata Fourier a functiei u(x,t).

(&, 1) + U, t) =0, (11.35)
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In felul acesta, cu ajutorul transformatei Fourier am inlocuit ecuatia dife-
rentiald cu derivate partiale (11.31) cu ecuatia diferentiald ordinara (11.35).
Conditiile initiale (11.32) si (11.33) se transforma respectiv in

1 oo —i€x _ .
U,0) = \/%/_oo flx)e ®de = F(&); (11.36)
%“’0) - ¢12?/_;w9<x>e"’fxdx = G (11.37)

Astfel, avem de rezolvat o problema de tip Cauchy pentru ecuatia dife-
rentiald ordinara de ordinul doi, liniara, (11.35) cu conditiile initiale (11.36)
si (11.37).

Un sistem fundamental de solutii al ecuatiei (11.35) contine functiile
Ui(&,t) = cosalt, Usz(&,t) =sinakt.
Atunci, solutia generala a ecuatiei (11.35) este
U, t) = ChUL(€,t) + CaUz(€,t) = Ch cosa&t + Casinalt
unde constantele de integrare Cy si Cy sunt functii de €. Insi,
U(E.0) = C1(€) = F(©), - (6,0) = atCa(e) = G(©)

Daca folosim relatiile lui Euler, rezulta ca expresia lui U (&, t) este

U, t) = %F(f)(emE + e~tat) 4 g,(afg(emf — eTtate), (11.38)
Aplicand transformarea Fourier inversa functiei U (&,t), obtinem
(o, ) = —— /+°° U(E,t) " de. (11.39)
) Nz )

Inlocuind in (11.39) pe U(&,t) din (11.38) si tindnd cont de rezultatele

1 +o00 ) 1 oo '
- i(ztat)é _ _ 1 e
m/_m Flg)e de = flekat), glu)= = /_ _Gleend,

[ gwan = [ [ e -

1 [ G(E) [ i(wrat)e | i(a—at)e
v BTl G

gasim
1 1 x+at
u(w,t) = 5(fa+at) + fo—at) + 5 [ glu)du,
2 2a Jr—at
ceea ce arata ca problema considerata are solutie unica. [
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