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Chapter 1

Aplicatii ale calculului
diferential

1.1 Extreme ale functiilor reale de mai multe
variabile reale

1.1.1 Exemple si exercitii rezolvate

Exercitiul 1.1.1 Sa se determine punctele de extrem local ale functiei
f:R*— IR, flz,y) = 2* + y* + 22%y* — 8z + 8y.

Solutie. Determinam punctele critice (stationare) ale functiei f.

Intrucat functia f este de clasi C*(IR?), pentru determinarea acestor
puncte stationare, trebuie sa calculam derivatele partiale de ordinul intai ale
functiei f. Avem

0 0
5;(95, y) = 4a° + dxy® — 8, a“;;(fr, y) = 4y° + 4o’y + 8.

Solutiile sistemului obtinut prin anularea derivatelor partiale de ordinul intai

ale functiei f
4 ay? = 2
vty = =2
vor fi ppunctele stationare ale functiei f. Sistemul obtinut este omogen. Dupa

adunarea ecuatiilor si Impartirea cu y* se ajunge la ecuatia

B2 +t+1=0, t="2
)
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Singura solutie reala a ecuatiei in t este tg = —1 si pentru a determina
punctele statioanre avem de rezolvat sistemul

y=-—x
2?4+ 2y = 2.
Rezolvand acest sistem, gasim ca singurul punct stationar este xo = (1, —1).

Pentru a decide natura acestui punct stationar trebuie sa calculam valorile
derivatelor partiale de ordinul al doilea ale functiei f in punctul x,. Avem:

—82f(x )= (122 +4y%)/  =16; &f (x0) = (8zy)/ = -8
dx2 Y T Yol amny = dzdy Dig-n =%
0*f 9, 42
aiyZ(XO) = (12y + 4ZE )/(1771) = ]_6

Hessiana functiei f in punctul x, este matricea patratica simetrica de

ordinul al doilea
H (x0) 16 -8
X = .
70 —8 16

Minorii principali ai acestei matriec sunt Ay = 16 > 051 Ay = det Hy(xg) =
192 > 0 si, dupa criteriul lui Sylvester, rezulta ca xo = (1, —1) este punct de
minim local al functiei f, iar valoarea minima este fi;, = f(1,—1) = —12.m

Exercitiul 1.1.2 Sa se determine punctele de extrem local ale functies

fDo R Sy = eyt (T g5+ ),

unde D este domeniul format din toate punctele primului cadran al reperulus
x0y.

Solutie. Derivatele partiale de ordinul intai ale functiei sunt:

g(%y)zly—(£+Q)+1(47—x—y)

Ox 2 3 4 3
of 1 x Yy 1
8—y(:p,y) =5 (§+1) +Z(47—x—y).

Sistemul dedus dupa anularea acestor derivate are in final forma

Sr+y = 4-47
r+6y = 3-47.
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Solutia acestui sistem este xg = 21, yo = 20 si deci singurul punct stationar
al functiei este My(21,20).
Derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei f sunt:
o0 f 2 0f 1 0*f 1

Diferentiala a doua a functiei f intr—un punct arbitrar M(z,y) € D este

0 f o0 f o0 f
2 _ 2 2
df(z,y) = 55 (2, y)de” + 28$8y (z,y)dzdy + o (. y)dy”.

In punctul stationar determinat rezulta ca diferentiala a doua a functiei f in
punctul My(zo,yo) este

2 1 1
& f(z = —Zda? — —dxdy — —dy>.
f(0,%0) 3 6 Y 9 Y
Observam ca aceasta forma patratica se poate scrie ca

P f(ro,m0) = —g [ (20w + 3y)" + o]

de unde deducem ca diferentiala a doua a functiei f in punctul stationar
gasit este o forma patratica negativ definita ceea ce atrage ca M, este punct
de maxim. Valoarea maxima locala a functiei f este fiax = f(Mo) =220. m

Exemplul 1.1.1 Functia reala de doua variabile reale
f R — R,  f(x,y)=2%+y>+ 2lay + 362 + 36y

are doud puncte stationare. Unul dintre ele este punct de mazxim iar celalalt
este punct de tip sa.

Solutie. Sistemul ale carui solutii sunt punctele stationare ale functiei f
este

22+ Ty+12 = 0, 22 4+ Ty + 12 = 0,
2 e
v +7r+12 = 0. (x—y)x+y+7) = 0.
Ultimul sistem este echivalent cu doua sisteme dintre care doar
?+T7y+12 = 0,
T+y+7 = 0.



8 Ion Craciun

are solutii reale. Rezolvandu-l, se gasesc doua solutii, (—4, —4) si (-3, —3).
Prin urmare, functia f are doua puncte stationare M gi My, unde M;(—4, —4),
M2<_37 _3)
Derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei f au expresiile
o0 f 0*f o0 f
— =6r, —— =21, — =6
g2 (1Y) = 62, awy(% Y) » Fpz(@y) =6y,

iar valorile acestora in punctele stationare sunt:

2 f 02 f 2 f

—=(M;) =—-24 M) =21, —=(M;)=-24

8:1:2( 1) ’ (%:Gy( 1) ’ 8:1:2( 1) ’

a2f a2f a2f

—= (M) = -1 My) =21, —=(My) = —18.

6x2< 2) 5 8x8y( 2) ’ 0x2( 2) 8

Diferentialele de ordinul al doilea in punctele stationare au expresiile:

df(M,y) = —24dx? + 42dxdy — 24dy?;
d*f(M,) = —18dx? + 42dxdy — 18dy?,

Fiecare diferentiali este o forma patratica definitd pe IR%. Vom incerca
sa scriem aceste forme patratice ca sume de patrate, ceea ce inseamna a le
aduce la expresii canonice ale lor.

Vom folosi metoda lui Gauss de aducere a unei forme patratice la o expre-
sie canonica a sa. Aceasta consta in grupari ale termenilor dupa procedeul:

e dacid termenul care contine dz? are coeficientul nenul, atunci se gru-
peaza toti termenii care au ca factor pe dz;

e in cazul cd nu existd termen care sa contina dz?, se aplica pasul prece-
dent in care dx se inlocuieste cu dy;

e se aduna gi se scade termenul care lipseste din dezvoltarea unui binom
la patrat;

e se reduc termenii asmanatori dupa care se reia procedeul in care rolul
lui dx (sau dupa caz dy) il are dy (respectiv dx);

e daci nu existd termeni care si contind da? si dy?, iar coeficientul
termenului ce contine produsul dxdy este diferit de zero, atunci se
efectueaza schimbarea dr = d¢ + dn, dy = d§ — dn. In acest mod,
expresia diferentialei a doua a functiei f intr—un punct va avea un ter-
men care contine d¢? si se reia procedeul de la primul pas;
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e in final, aplicarea repetata a acestui procedeu conduce la o expresie a
diferentialei a doua a functiei f intr—un punct ca o suma de patrate.

Procedeul de scriere a unei forme patratice ca o suma de patrate se poate
aplica gi atunci cand forma patratica are mai mult de doua variabile, dupa
cum vom vedea intr—un alt exemplu, in care functia careia ii cercetam punc-
tele de extrem are trei sau mai multe variabile. In cazul unei functii de trei
variabile, pasul al treilea se inlocuiegte corespunzator cu pasul:

e se aduna si se scad termenii care lipsesc din dezvoltarea unui trinom la
patrat.

Aplicand aici metoda descrisa, gasim:

7\2 45 7v2 13
2 2. 2
d*f(My) = 6<2dx 2) g dy*;  d°f(My) = 2(3dm 5) + 5 dy”.

Examinarea acestor expresii ale celor doua diferentiale arata ca prima este
o forma patratica negativ definita, iar a doua este forma patratica nedefinita.
Prin urmare, M; este un punct de maxim in timp ce punctul M5 nu este punct
de extrem, este punct sa. |
Exercitiul 1.1.3 Determinati punctele din IR? in care, local, functia
f R — R, f(r,y)=2>+y>—92y+2

are valort extreme.

Solutie. Functia data este infinit diferentiabila iar derivatele sale partiale
de primele doua ordine sunt:

of a2 of a2 o
5p & Y) =327 =9y, o (z,y) =3y~ — 9z;
O f B O f B O f B
axQ (iL‘,y) - 61’, axay('x>y) - _97 8y2 (iL‘,y) - 6y

Sistemul format prin anularea derivatelor partiale de ordinul intai ale
functiei f are doua solutii, O(0,0) si M;(3,3) iar diferentialele corespunza-
toare au expresiile

d*f(0,0) = —18dxdy,
2f(3,3) = 18da® — 18dzdy + 18dy>.
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Diferentiala a doua a functiei f in origine este forma patratica nedefinita
(are valori atat negative cat si nenegative pentru diverse valori ale lui dx si
dy), aceasta aratand ca originea este un punct de tip sa a functiei.

Diferentiala a doua a functiei f in cel de al doilea punct critic este forma
patratica pozitiv definita deoarece, folosind metoda lui Gauss, se poate scrie

d’f(3,3) = 18 (dz — ;dy)2 + ngf]

si, prin urmare, punctul M (3, 3) este punct de minim local. Valoarea minima
locala a functiei este fiim = f(3,3) = 0.
Se constata ca exista o vecinatate V' a punctului M; cu proprietatea

f(x7y) >f(373) =0, (\V/) M(ajay) GV\Mb

fapt ce conduce la concluzia ca punctul M; este un punct de minim local
strict al functiei f. [ |

Exercitiul 1.1.4 Sa se determine punctele de extrem ale functiei z = xy?e® Y
pe domeniul ei mazim de definitie.

Solutie. Domeniul maxim de definitie al functiei este IR?.
Derivatele partiale de ordinul intai ale functiei sunt:

0z o, _— 0z B ey
%—y(ﬁl)e ; =xy(2 —y)e" Y.

Rezolvand sistemul care da punctele stationare se gasesc:
M1<0,0), M2<—1,0>, Mg(—1,2>

Derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei z sunt:

02z
@(x,y) = y(z+2)e"Y,
0%z
920y (,y) = ylz+1)(2—y)e";
0%z
@(w, y) = z(2—dy+yPe” .
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Diferentiala a doua a functiei z intr—un punct oarecare M (z,y) este

0z 0z 0z
2 _ 2 2
@2(z,y) = Ga@y)de + 255 (@ y)drdy + 55 (@ y)dy”
2
Diferentiala a doua a functiei z in M, este d?z(M,) = —=dy? si se constat
e

ca este o forma patratica negativa, deci My este punct de maxim local al
functiei.

Diferentiala a doua a functiei in Ms, d*z(M3) = %(de2 + dy?), este
forma patratica pozitiv definita, ceea ce arata ca Ms; gste punct de minim
local al functiei.

Diferentiala a doua a functiei z in punctul M; este identic nula indiferent
de valorile lui dx si dy.

Prin urmare, nu putem decide asupra naturii punctului stationar M; (0, 0).

In acest caz se poate aplica definitia punctului de extrem si pentru aceasta
se studiaza semnul cresterii f(z,y) — f(0,0) in vecinatatea originii.

Cresterea

fla,y) = f(0,0) = xy’e™™"

nu pastreaza semn constant in oricare din vecinatatile originii si deci punctul
M;(0,0) nu este punct de extrem local al functiei z; este punct de tip sa. =

Exercitiul 1.1.5 Sa se determine valorile extreme ale functies
f:R?* = R, f(x,y) =2+ 3wy* — 152 — 12y.

Solutie. Derivatele partiale pana la ordinul doi inclusiv ale functiei sunt:

0z 0z
ax(x7y) x° + Y ) ay(x7y) zry ,
0%z 0%z 0%z

Din anularea derivatelor partiale de ordinul intai, efectuata pentru a se
determina punctele stationare ale functiei, se obtine

?+y* =5 (z+y)2 = 9 r+y = +£3
— —
Ty = 2 Ty = 2 ry = 2
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Rezolvarea ultimelor doua sisteme conduce la patru puncte stationare
M1(172)7 M2(2a1)7 M3(_17_2)7 M4(_2a_1)

Matricele hessiene corespunzatoare celor patru puncte stationare au ele-

mentele
6 12 12 6
HZ(MI) - s HZ(MQ) - )
12 6 6 12
(M) -6 —12 (M) —-12 -6
S O O N
Vom folosi metoda valorilor proprii pentru a stabili natura formelor patratice

d*z(My), d*z(My), d*z(Ms), d*z(M,) care, cu ajutorul matricelor hessiene,
se scriu in forma

dx
(M) = (dxdy)- H.(M)- |
dx
d*2(My) = (dxdy)- H.(My)- gy )
dx
d*2(M3) = (dxdy)- H.(Ms)- g )
dx
() = (drdy) B0 |

Valorile proprii ale oricarei din cele patru diferentiale sunt aceleasi cu ale
matricei hessiene corespunzatoare.

Valorile proprii ale unei matrice patratice simetrica A, cu elementele a1,
a12 = G91 §1 age, sunt radacinile ecuatiei caracteristice P(A) = 0, unde P(\)
este polinomul caracteristic al matricei

ap — A Q12
P(N\) =det (A—\I,) =

21 aze — A

=A% — (a11 + ax)\ + det A,
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iar I este matricea unitate de ordinul doi.

O radacina a ecuatiei caracteristice a unei matrice patratice simetrica A
se numeste fie valoare proprie a acesteia, fie valoare proprie a formei patratice
f: IR* = IR care in baza canonici din IR* are matricea A.

O forma patratica f : IR* — IR, care in baza canonici din IR? are matricea
A, are expresia analitica

ai; Qg T 5 5
fz1,22) = (21 22) - . = anxi + 2a1271T2 + a3,
Q21 Q22 To

unde x = (21, 2,) este un vector arbitrar din IR?.

Cele patru polinoame caracteristice P;(\), Py(\), P3(\), Py()\) ale respec-
tiv celor patru diferentiale ale functiei z in punctele stationare My, My, Ms,
M, sunt

P(A) = (A+6)(A=18), P(A) = (A—6)(A—18),
Ps(A) = A=6)(A+18), P(A) = (A+6)(\+18).
Criteriul pe care il vom utiliza pentru a determina natura unei forme

patratice f : IR*> — IR, a cirei matrice A in baza canonici din IR* are
radacinile caracteristice A1 si Ao, consta in urmatoarele:

e daca toate valorile proprii ale formei patratice f sunt pozitive, atunci
forma patratica este pozitiv definita;

e daca toate valorile proprii ale formei patratice f sunt negative, atunci
forma patratica este negativ definita;

e daca toate valorile proprii ale formei patratice f sunt nenegative, atunci
forma patratica este pozitiva;

e daca toate valorile proprii ale formei patratice f sunt nepozitive, atunci
forma patratica este negativa;

e daca Ay > 0, iar Ay < 0, atunci forma patratica este nedefinita.

Natura punctului stationar analizat depinde de natura diferentialei a doua
a functiei in acel punct, aceeasi cu natura formei patratice cu care se exprima
aceasta diferentiala.

Aplicand functiei z criteriul descris, gasim:
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e punctele M; si M3 nu sunt puncte de extrem ale functiei z; ele sunt
puncte de tip sa;

e punctul M; este un punct de minim local al functiei i fim = f(Mz) =
—28;

e punctul M este un punct de maxim local al functiei i fiax = f(My) =
36.

Exercitiul 1.1.6 Sa se determine punctele de extrem local ale functiei
fiR— R, f(x,y)=2"—zy+y* -3y

Solutie. Sistemul obtinut prin anularea derivatelor partiale de ordinul intai
ale functiei f are o singura solutie (1, 2). Prin urmare, functia f are un singur
punct stationar My(1,2).

2 -1
Hessiana functiei f in punctul M, este Hy(My) = ( Ly ) - Polino-

mul caracteristic al acestel matrice este

2—A -1
P(\) = det Hy(M,) = N (1-N(B =N,

iar valorile proprii sunt ambele pozitive. Aceasta arata ca diferentiala a doua
a functiei f in punctul M,

d* f(My) = 2dax* — 2dzdy + 2dy*

este o forma patratica pozitiv definita ceea ce atrage ca M, este punct de
minim local.
Sa observam ca expresia algebrica a functiei f se poate pune sub forma

1 3
flay) = 72e =y + 7y —2)° =3,
de unde deducem f(z,%) > 3, oricare ar fi punctul M (z,y) € IR?, egalitatea
avand loc daca si numai daca x = 1 gi y = 2. Aceasta arata ca punctul
My(1,2) este punct de minim global strict iar f(M;) = —3 este valoare
minima globala stricta. [ ]
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Exercitiul 1.1.7 Aratati ca functia

50 20
f:D_>R7 f(‘r7y>:$y+;+?7

definitd pe multimea deschisi D = {(x,y) € IR*|x > 0,y > 0}, are o valoare
minima locald stricta.

Solutie. Functia f fiind infinit diferentiabila, determinam valorile extreme
ale sale stabilindu—i mai intai punctele critice.

Anularea derivatelor partiale de ordinul intai ale functiei f conduce la
un sistem care are (5,2) drept solutie unica. Prin urmare, functia f are un
singur punct critic, My(5,2). In acest punct derivatele partiale de ordinul al
doilea ale functiei f au valorile

0 f 4 O*f

72222 =5 Gy

82
(5,2) =1, ay];(5,2) =5.

Ecuatia caracteristica a matricei hessiene corespunzatoare H (M),
5A? — 29X 415 =0,

are ambele radicini pozitive si deci d®f(My) este o forma patratica pozitiv
definita ceea ce atrage ca M, este punct de minim local strict. Valoarea
minima locala stricta a functiei f este fum = f(5,2) = 30. |

Observatia 1.1.1 Criteriul descris in ultimele douda exercitii poate fi gene-
ralizat astfel incat sa se poata aplica pentru determinarea punctelor de extrem
local ale unei functii reale de trei sau mai multe variabile reale.

Exemplul 1.1.2 Functia reala de trei variabile reale
f R — R, f(r,y,z2)=2%+yz+ 32 — 22
are un singur punct stationar care nu este punct de extrem.

Solutie. Derivatele partiale de ordinul intai ale functiei f au expresiile:

of of 9 of
e (z,y,2) = 2wy + 32, o (r,y,2) = 2° + 2, P (z,y,2) =y —22
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Coordonatele punctelor stationare sunt solutii ale sistemului

of

5 1, Y,z :Oa

aiU( ) xzy + 16 =0, Ty = 2,
0

agj(a:,y,z) =0, =< 22+2=0, = yp= -5,
0 y—22=0 2o = —4.
aﬁ(xvy7z):07

Deci singurul punct stationar este My(2, —8, —4).
Derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei f in punctul curent
M (z,y, z), sunt:

0*f . P . o
ax2<$’yaz) _2y7 agj@y(x’y7z)_2x’ 6m82<x’y’z) _Oa
0*f 0°f 0*f

= 0; =1, = 2.
ayg (Z‘,y,2> 07 83/82(3:,?/,2) ’ 822 (.T,y,Z)

Hessiana asociata functiei f in punctul xo, unde xo = (20, Yo, 20), este

o) ) T x)
9220 dzxdy " dxdz " 16 2 0
0*f 0*f 0*f
H = e =| 2 0 1
f(XU> axay (X()) ayg (XO) ayaz (XO)
o Do M| T
0xdz " ° Oyoz 0 02220
Polinomul caracteristic al matricei H(x¢) este
—16—X 4 0
P\ =det He(xo) —Az=| 4 =X 1 |=-X~18\*~15\+18.

0 1 —2-=2A

Ecuatia caracteristica P(A) = 0 nu poate avea toate radacinile pozitive
caci Ay + Ay + A3 = —18 < 0, dar nici toate negative deoarece produsul
lor este pozitiv, \; - Ay - A3 = 18. Mai precis, folosind sirul lui Rolle pentru
determinarea pozitiilor celor trei radacini constatam ca A\ < 0 gi Ay < 0 iar
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A3 > 0. Exista atunci o baza in spatiul vectorial IR® in care forma patratica
are expresia canonica

&’ f(x0) = M(da’)? + Xa(dy')* + As(d2')?,
rezultat care arata ca diferentiala a doua a functiei f in punctul x( este o

forma patratica nedefinita. Prin urmare X, nu este punct de extrem; este
punct de tip sa. |

Exercitiul 1.1.8 Determinati punctele de extrem local ale functiei

f: R — R, f(z,y,2) = 2% + 3y + 22% — 22y + 222
Solutie. Derivatele partiale de ordinul intai ale functiei f au expresiile
—x(x,y, z) = 2x—2y+2z

0

of

Ky(l’ﬂ% Z) - 6y —2x
0

f _
5 (x,y,2) = 4z+2x.

Functia f fiind diferentiabila, eventualele puncte de extrem local ale sale
se afla printre punctele stationare ale lui f. Pentru a determina aceste puncte
stationare trebuie sa rezolvam sistemul obtinut din anularea derivatelor partiale
de ordinul intai ale functiei f. Dupa simplificarea prin 2 a fiecareia dintre e-
cuatii se ajunge la sistemul

r—y+z = 0
3y — =0
2z +x = 0.

a carui solutie unica este xo = (0,0,0) = 0. Prin urmare, singurul punct
stationar al functiei f este originea sistemului Oxyz.

Pentru a decide asupra naturii punctului stationar trebuie sa determinam
matricea Hy(xo), hessiana functiei f in punctul x¢ = 0.

Aceasta hessiana este o matrice patratica simetrica de ordinul al treilea
care are pe linii componentele gradientilor derivatelor partiale de ordinul intai
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calculate in x(. Efectuand aceste calcule, gasim

2 -2 2
Hi0) = | =2 6 0
2 0 4

Lantul minorilor principali ai acestei matrice este

2 =2 2
2 0 4

Deoarece toti minorii principali ai hessienei Hy(x¢) sunt pozitivi, conform
criteriului lui Sylvester, rezulta ca diferentiala a doua a functiei f in punctul
Xo = 0

d? f(xo) = 2da* + 6dy? + 4dz* — 4dxdy + 4dxdz

este o forma patratica pozitiv definita si deci punctul critic determinat este
punct de minim relativ pentru functia f. ]

Exercitiul 1.1.9 Determinati punctele de extrem local ale functier

TR |
f:D_>]R7 f(m,y,z):x—i———i———l—f,
dc y =z

unde D = {M(z,y,2z) € R* : 2>0,y>0,z>0}.
Solutie. Vom calcula derivatele partiale de ordinul intai ale functiei. Avem:

2 2
Y y oz 2z 2
f’l(m’y’z):1_4x27 f,2<x7yaz>:%_?7 f,3($,y,2>:?—;.

Din sistemul obtinut prin anularea acestor derivate se deduc

2

-5 =0

fa(z,y,2) =0 x2 y = 2z,
y oz

f2x7yaz =0 — 9 02 = 0’ — = =Y

’ 2v  y

f’3<$7yjz): Py 1 0 y = 23,
y 2
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Ultimul sistem are solutia

1
r = =,
2
y = 1
z = 1

1
Prin urmare, singurul punct stationar al functiei este M( Y 1,1).
Determinam diferentiala a doua a functiei in punctul M,
d*f(Mo) = fu(Mo)dx® + faa(Mo)dy® + fa3(Mo)dz*+
+ 2(f12(Mo)dxdy + f23(Mo)dydz + f31(Mo))dzdx.

Pentru aceasta avem nevoie de valorile derivatelor partiale de ordinul al
doilea ale functiei f in punctul M,. Avem:

2 2

_ v 1 22° 2 4

f,ll(-flj,y,Z) - 2%3’ f,22($,y,21) - o + y3 ) f,33(x,y, Z) - y + 2’3’
Y 2z

De aici rezulta ca valorile derivatelor partiale de ordinul al doilea ale functiei
f in punctul M, sunt:

Fuu(Mo) =45 foo(Mo) =3;  fas(Mo) =6
fa2(Mo) = =2;  fa3(My) = —2; f31(Mp) =0

Y

Atunci diferentiala a doua a functiei f in punctul M, este forma patratica
d* f(My) = 4da* + 6dy® + 3dz* — 4dxdy — 4dzdz.

Folosim metoda lui Gauss de aducere a unei forma patratice la o suma
de patrate.

In acest scop, pentru ci existd un termen ce il contine pe dz?, grupam
toti termenii ce au ca factor pe dzx gi alcatuim cu acestia un patrat perfect.
Gasim

1 1
d?f(My) = 4(dx — §dy — de)g + 5dy?* — 2dydz + 2d2°.
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Pentru ca exista termenul ce il contine pe dy?, procedam similar cu termenii
ce contin factorul dy. In cele din urma se obtine

1 1 1
d? f(My) = 4(dx — 50— 5dz)2 + 5(dy — gdz)2 + 2(122,

de unde se vede ca forma patratica care exprima diferentiala a doua a func-
tiei f in punctul M, este pozitiv definita si deci punctul stationar determinat
este punct de minim pentru functia f. [ ]

Exercitiul 1.1.10 Determinati punctele de extrem local ale functier
f R — R, f(x,y,2)=2>+1y*+22+20y —yz—4r —3y — 2z +4.

Solutie. Derivatele partiale de ordinul intai ale functiei f sunt

ox
aof
vJ ) QN — 5 —
ay(yc,y,z) r4+2y—z—3

Sistemul format prin anularea acestor derivate are solutia (1,1, 1) si deci
functia are un singur punct stationar My(1,1,1).
Hessiana functiei f in punctul M, este

2 2 0
Hi(My)=|2 2 -1
0 -1 2

Vom folosi metoda valorilor proprii pentru a stabili natura formei patratice
care reprezinta diferentiala a doua a functiei f in punctul M,. Pentru aceasta
calculam polinomul caracteristic al matricei hessiene

2— A\ 2 0
P\ =| 2 2 -\ —1 [=-(A=2)(A\*—4x—1)

0 -1 2-A
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si apoi rezolvam ecuatia caracteristica P(A) = 0. Constatam ca A\; = 2 > 0,
Ao =2—+/5<0, A3 = 24+ /5. Rezulta ca diferentiala a doua a functiei f in
punctul M, este o forma patratica nedefinita ceea ce atrage ca punctul M,
nu este punct de extrem, este un punct de tip sa. [ ]

1.1.2 Exemple si exercitii propuse

Exercitiul 1.1.11 Sa se gaseasca punctele stationare (critice) si apoi sa se
selectioneze punctele de extrem pentru functia

fR*— R, f(r,y)=2"4+y"— 22+ 4oy — 2> — 1. (1.1)

Raspuns. Punctul critic (0,0) nu este punct de extrem. Punctele critice
(vV2,—v/2) si (=v/2,v/2) sunt puncte de minim local strict. Functia f are
aceeasi valoare minima in cele doud puncte de minim fuim = f(v/2, —v/2) =

F(—v/2,7/3) = 9. .

Exercitiul 1.1.12 Sa se determine punctele de extrem ale functiei
f:R*— R, f(z,y)=2%—32% -3z +y* — 8y + 18> — 8y.
Raspuns. Exista sase puncte stationare:
Mi(1+v2,2); My(1+v2,2++3); Ms(1++v2,2—3);
My(1—+v2,2); Ms(1—+2,2+3); Ms(1—+2,2—3).

My, My si Mg sunt puncte de tip sa; My si M3 sunt puncte de minim; My
este punct de maxim.

Exercitiul 1.1.13 Sa se studieze daca functia
f R — R, f(r,y,2)=2>+4y>+92%+ 6zy — 2z
are puncte de extrem.

4 3
Raspuns. Functia f are punctul stationar M, ( i O) care nu este punct

de extrem deoarece hessiana functiei in acest punct nu are valorile proprii de
acelagi semn: A\ = 5—3v5 < 0; A = 5+3v5 > 0; A3 = 18 > 0. Prin urmare
d? f(My) este forma patraticd nedefinitd ceea ce Inseamna ci M este punct
de tip sa pentru functia f. [ |



22 Ion Craciun

Exemplul 1.1.3 Functia reala de trei variabile reale
fiR — R, f(r,y,2) =22+ 2y + 2° + 2(zy +yz + =+ y + 32)

are in punctul Mo(—3,5,—8) un minim global strict.

1.2 Functii definite implicit

1.2.1 Exemple si exercitii rezolvate
Exemplul 1.2.1 Dacd F € C*(Dy) siy = f(z) este functia definitd implicit
de ecuatia F(z,y) = 0, atunci

Flaa Fy2_ Fﬂ:yEwa F,yy F,asz
R T N )

Solutie. Intr-adevir, din teorema de existenta si unicitate a unei functii
reale y = f(x), de o variabila reala, definita implicit de ecuatia F'(z,y) = 0
rezulta mai intai

oOF
fa) = oz B @) Fue, f(@)
YT ToF T Fy( f(@)

Pentru a calcula derivata secunda a functiei f, aplicam operatia de derivare
in aceasta egalitate. Avem

Em(%f(fff)))'
Fy(x, f(z))

Calculam aceasta derivata folosind regula de derivare a catului si regula
de derivare a functiilor compuse dupa care inlocum valoarea lui f'(x). In
acest mod constatam ca se obtine rezultatul dorit. [ ]

o = e = -

Exercitiul 1.2.1 Sa se arate ca ecuatia
3
F(z,y,2) =2 +y> +2* — §(x2+y2+z2) —3zy =0,

defineste implicit functia reald de doud variabile reale z = f(x,y) intr—o ve-
1 16 Bf (1 1)

3 g 7) st apot sa se calculeze 0220y 5 9

cinatate a punctului M0<
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Solutie. Trebuie sa verificam ca sunt indeplinite ipotezele teoremei de
existenta si unicitate a unei functii definite implicit de ecuatia F'(z,y, z) = 0.
Aceste ipoteze sunt:

e functia F : IR* — IR trebuie si fie de clasa cel putin C3(IR?);
e in punctul M, trebuie ca F'(M,) = 0;

e derivata partiala in raport cu variabila z a functiei F' in punctul M,
trebuie sa fie nenula.

Functia F, fiind o functie polinom, este de clasa C*(IR?), deci prima
dintre ipoteze este verificata.
1 146

Constatam ca F(My) = F(=,—=, —
o . (v 0) <2 2" 79
ipoteza este verificata.

Derivata partiala de ordinul intai a functiei /' intr—un punct oarecare din
IR? este

) = 0, ceea ce arata ca si a doua

oF
—(z,y,2)b= 42> — 3z,
5, (&¥%)

iar valoarea acesteia in punctul M,

87F< )_M
G Zo, Yo, R20) = 5

este diferita de zero si prin urmare ultima ipoteza este satisfacuta.
Conform teoremei de existenta si unicitate a unei functii reale de doua
variabile reale definita implicit de ecuatia F(x,y, z) = 0, exista un disc inchis

E((ﬁo, Yo), h) cu centrul in punctul (xg,yo) si raza h > 0, un numar k > 0 si
o unica functie -
f < B((w0,v0), 1) — [20 = k, 20 + K],
de trei ori diferentiabila, care satisface conditia f(zg,y9) = 2o si identitatea
Fo,y, f(2,9) =0 pe muliimea B((w0,90),h).
Pentru a obtine derivata mentionata in enunt, procedam astfel:

e derivam identitatea F'(x,y, f(x,y)) = 0 in raport cu y si in raport cu

x dupa care luvam z = xg §i y = o, de aici rezultand af(xo,yo) si
)

respectiv ——(xg, 1o);
b &v( 05 Y0)
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e identitatilor obtinute li se aplica operatia de derivare in raport cu z,
2 2

de aici calculandu-se T, Yo) Si respectiv W(a:o, Yo);
x

8x8y<

e aplicand penultimei identitati operatia de derivare partiala in raport
cu x se determina derivata partiala de ordinul al treilea a functiei f
mentionata in enunt,.

Avand in vedere expresia functiei F' rezulta ca identitatea care urmeaza
a fi derivata partial conform procedeului descris este

3+ 4 (f(x,y))4 — 2($2+y2 + (f(x,y)>2> — 3xy = 0.

Cele cinci identitati obtinute prin derivarile specificate sunt:

B
ajyf(x,y) =0,

3 — o~ 9) + (4, ) — 3 () o () = 0

3(y2 — Y- {L‘) + (4f3(x,y) - 3f(£7y))

3437 w0) ~ DFH @G ) + (1 w0) = 3@y ) =0

32— 1) + 80P ) - (L e)) + (4w - 31 L) = 0
24f(0,0) (5 00)) 5 ) + (47 0,0) = 30 ) g )+
#3072 G) - V(G e G @)+ 25 @ @) =0

Din primele doua seturi de identitati se obtin derivatele:

g(1 1> V6 O*f <1 1):19\/6_

gy\2 2 T 12 droy 2’ 2 72
07 1 _1>:_\/5. 82f(l _1>:_5\/5
dr\2° 2 12 922\2" " 2 72

iar din ultima identitate se obtine

& f <1 1> _ 59V6

0x20y 144 °

279
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care este derivata partiala din enunt. [ ]

Exercitiul 1.2.2 Functia z = z(x,y) este definita implicit de ecuatia F(x,y, z) =
0, unde
F(z,y,2) = 2 +y* + 2* — p(ax + By + 72),

a, B siy fiind constante reale arbitrare, iar u — p(u) o functie reala diferen-
tiabila pe un innterval I C IR.

Sa se arate ca derivatele partiale de ordinul intdi ale functiei z = z(x,y)
satisface egalitatea

0z 0z
(’yy—ﬁz)%—l—(az—fyx)a—y—ﬂx—ay.

Solutie. In ipotezele mentionate, functia F este derivabili si

oF de Ou

oy HWz) = 2w——neon = 2w —ay(u)
oF B deo Ou ,
oF B dp Ou ,
g(%%z) - 22_@'% - 22_’790(u)7

unde am facut notatia u =ax + By + v 2.
Derivatele partiale de ordinul intai ale functiei z = z(z,y), definita im-
plicit de ecuatia F'(x,y,z) = 0, sunt

oF orF
0z (;13 y) _ aj(l’,iU,Z([L’,y)) az(m y) _ aiy(ma?%z(ajvy))
oz 7 OF gy T T OF '
v E(xai%z(xay)) Y E(xai%z(xuy))

Inlocuind aceste derivate partiale de ordinul intai ale functiei F, calculate
in punctul (z,y, z(z,y)), gasim ca derivatele partiale ale functiei z = z(x,y)
au expresiile

0z 20 — a ¢ (u(z,y, z(z,y)
2z —y¢'(ulz,y, 2(2,y)

0z 2y — B¢ (u(z,y,2(z,y)
22— ¢ (ula,y, 2(ay)
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unde u(z,y, z(z,y)) = ax + By + v z(z,y).

fnmul’gind derivata partiala a lui z in raport cu variabila  cu vy y—0 z(x, y)
si cealalta derivata partiala a functiei z = z(z,y) cu a z(x, y) — v i sumand
rezultatele, gasim ca

0z 0z

(vy — ﬁZ(x,y))ajc(:c,y) + (az(z,y) — vx)afy(x,y) =fr—ay,

ceea ce arata ca functia z = z(x,y) satisface egalitatea din enunt,. [ ]

Exemplul 1.2.2 Functia F(z,y,z) = @(x—l—z,yjti), unde ® este o functie
y x

diferentiabild pe un domeniu D C IR?, este astfel incat ecuatia F(z,y,2) =0
defineste implicit functia diferentiabila z = z(z,vy).
Derwatele partiale de ordinul intar ale functiei z satisfac egalitatea

0z N 0z
r— — =z —uy.

oz " Yoy Y
Solutie. Intr-adevar, stiind ca exista derivatele partiale de ordinul intai ale
functiei definite implicit de ecuatia F'(z,y, z) = 0, acestea se calculeaza dupa
regula

oOF oF
0z (:L‘ y) . %(mayaz(ﬂi,y)) az(x y) B aﬁy(x,y,z(x,y))
5: Y =~ oF - @Y = —p -
v a(‘ruywz('xay)) Y g(l}y,Z(ﬂj,y))

Pentru a determina derivatele partiale de ordinul intai ale functiei F,
folosim regula lantului de derivare a functiilor compuse. Notand in prealabil
cu u si v variabilele functiei ® si aplicand aceasta regula, obtinem:

OF ob Ou 0P Ov 0P z 8<I>'
9z Ou 0r ov 9r  ou 2ow
OF ob oOu 0P Ov 0P z 0<I>.
T ou oy Tow oy T ov gou
OF ob Ou 0P Ov 100 10®
92~ ou 0z v 0s B

you zov
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Atunci, derivatele partiale de ordinul intai ale functiei z vor fi

od 2 09
92 gu_ o
oz 100 100
you x v
o®  z 00
> B Fou
oy 100 100
you xov

Inmultind aceste expresii cu x i respectiv y si adunand membru cu mem-
bru rezultatele Inmultirii constatam ca egalitatea din enunt, este satisfacuta.
]

Exercitiul 1.2.3 Sa se arate ca functia z = z(x,y) definita implicit de
ecuatia

O(x —az,y —b2) =0, a,b€ R, firati, F € CYD), DcC IR

verifica relatia

Solutie. Vom nota F(z,y,2) = ®(x — az,y — bz) precum si v = = — az,
v =1y — bz In felul acesta functia ® are variabilele v gi v. Determinam
derivatele partiale ale functiei F' folosind regula lantului de derivare a unei
functii compusa. Avem:

oF 0® Ou 0P Ov 0P
) = g m e e T
oF o® oOu 0P v 0P
oy T ey ey T o
oF 0® Ju 0P Ov 0o 0o
2 YA = G e T e T e e

Derivatele partiale de ordinul intai ale functiei z = z(z,y), definita im-
plicit de ecuatia F'(z,y,z) = 0, se calculeaza dupa regula

oF OF
0z 87(%972(%(@)) 0z aﬁy(%@%(%?ﬁ)
%(:U,y) = = 8%‘ ) @(x,y) = — IF

R CATEEN) Sy sy



28 Ion Craciun

Folosind rezultatele precedente gasim ca

0P
0z o
gz &Y = 0% 0%
a - —_— * —_——
ou ov
0P
0z v
aiy@??/) = aq)+b o0
a - —_——  —_——
ou ov
Examinand expresiile acestor derivate partiale constatam ca
0z 0z
Rided [ dad -1
a o (@,y)+ o (2,9)
si deci functia z = z(z,y) satisface egalitatea din enunt,. [

Exemplul 1.2.3 Ecuatia @(g, y) = 0 defineste implicit functia reala dife-
z' z

rentiabild z = z(x,y). Derivatele partiale de ordinul intdi ale acesteia satisfac
ecuatia diferentiala cu derivate partiale de ordinul intai

0z 0z

x%erafy

= z.
Solutie. Intr-adevir, notand F (r,y,2) = <I>(§, y) si aplicand formulele de
2’z

calcul ale derivatelor partiale de ordinul intai ale functiei z = z(z, y), definita
implicit de ecuatia F(z,y, z) = 0, gasim

%(ZE ) _ z(w,y)-®71(u,v)
ar Y T4 Q1 (u,v) +y- Po(u,v)
0z z(x,y) - Po(u,v
—(x,y) — ( y) ,2( ) )
dy z-®i(u,v)+y-Po(u,v)

Variabilele intermediare u si v ale functiei ®, notate la un moment dat cu
1 si 2, sunt functii de x,y si z, insa in relatiile de mai sus z se considera ca
fiind inlocuit cu expresia sa rezultata din ecuatia F'(x,y, z) = 0, adica

z _ 5
z<$7y)7 U(x,y,z(x,y)) - z(x,y)'

u(z,y, 2(2,y)) =
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0z 0z
Se vede imediat ca x - a—(x, y)+y- a—(x, y) = z(x,y), ceea ce arata ca

T Y
z = z(x,y) este o solutie a ecuatiei diferentiale cu derivate partiale de ordinul
intai din enunt,. [ |

Exemplul 1.2.4 Functia reald F € F(D) de clasd C* pe multimea deschisd
D C IR? este astfel incit:

F
(-1'07 Yo, ZO) 7£ 0.

OF oF
F(ﬂfo,yo, Zo) = 0; 7(950#07 Zo) # 0; 7(1’0,%720) # 0, 92

ox dy

Daca functiile reale:

r= (.2 y=glzo) z=hix.y)

sunt solutiile ecuatiei F'(x,y,z) = 0 care satisfac conditiile initiale:

To = f(yo, Zo), Yo = 9(20,960), 20 = h(ﬂfo,yo)7

atuncy of 9 oh
a(yoﬂo) ) a%(zo,xo) ) @($07y0) =—L

Intr-adevar, deoarece

. OF
F e CY(D), F(zo,y0,20) =0 si %(900790720) # 0,
rezulta ca ecuatia F'(x,y, z) = 0 definegte implicit functia z = h(z,y) Intr—o
vecinatate a punctului (xg, yo) si

or
oh ?y(moayOaZO)

afy(%ﬂo) = - OF
@(%7?/0,20)

In mod similar deducem:

oF
g %(530, Yo 20)

%(Zo,yo)z— OF ;
7<5U0,y0720)

dy
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OF )
o - o, Yo, 20
(o, 20) = ——L5

z

7(%7 Yo, Zo)
ox

inmult;ind membru cu membru aceste trei egalitati se obtine relatia dorita.m

Exemplul 1.2.5 Fie F = (F}, %) € F(IR?, IR?), unde

Fi(z,y,2,01,%2) =T+ Yz — e — yi, Fo(2,9,2,01,42) = — y + yi — va.

Sa se arate ca sistemul de ecuatii

Fl(xaya Zay17y2> = 07
FQ(xaya ZaylayQ) = 07

defineste implicit pe y1 si yo ca functii de variabilele x,y, z intr—o vecinatate
a punctului (1,1,1,1,1) € IR® si sd se calculeze derivatele partiale de ordinul
intdi ale acestor functii in punctul (1,1,1) € IR®.

Solutie. Intr-adevir, din expresiile algebrice ale componentelor functiei F
se vede ca F € C®(IR’,IR*). Apoi, existd punctul (1,1,1,1,1) € IR°, cu
proprietatea

F(1,1,1,1,1) =0.

Matricea jacobiana Jyg(x,y, 2, y1,¥2), unde y = (y1,y2), este

oF,  oF,
T ) Oy 0o —Y2 — 21 —
yF\U, Y, 2, Y1,Y2) = =
ok 0k 3yt ~3y3
oy ys

Determinantul acestei matrice este jacobianul

D(Fy, Fy)

Ty, 2,1, 02) = 3y 4+ 3ys + 6y1ys.
D(ylng) ( 1 2) 1 2 192

Se vede ca
D(F\, F)

1,1,1,1,1) # 0.
D(yhyz)( )
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Prin urmare, intr-o vecinatate Vj a punctului xo = (1,1,1) € IR? exista
functiile fi, fo de clasa C* cu proprietatile:

AL, ) =1, fo(1,1,1) = 1;

{Fl(:t,y,z,fl(a?,y,z),fg(x,y,z)) = O,
Fg(x,y,z,fl(m,y,z),fg(x,y,z)) = O’ (V) (.T,y,Z)GVb.

Derivatele partiale de ordinul intai ale functiilor f; si fo se obtin din
sistemele algebrice:

fi dfs dfy

1_78:15 fz—flfaaj —2f178x =0,
dfi Of2
2-J4L 27J2 _ 0.

1+ 3f; o 3f5 o 0;

0fi Ofs ofi
z fzaiy flaiy 2f167y—0’

~1 +3f1288];1 - 3f22%22 = 0;

TR DR CR T
O uh /
0z oz
care se deduc derivand succesiv in raport cu x,y si z egalitatea F(x, f(x)) =
0, unde x = (x,y, z) iar £ = (f1, f2).

Rezolvand aceste sisteme si facand apoi in solutiile gasite x =y =2 =1,
obtinem:

3fi=— =33

df _ 1 Afs — 1
or (17171)_6’ ox (L]-v]-)_ 2;
0f1 _1 afZ —_N-
By (1,1,1) = 3’ —ay (1,1,1) =0;
dfi 1 dfs 1
(L) =1 2L =

De remarcat ca aceste rezultate se puteau obtine si direct utlizand for-
mulele de derivare partiala a unei functii vectoriale de variabila vectoriala
definita implicit de ecuatia vectoriala F(x, f(x)) = 0. [
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0 0
Exercitiul 1.2.4 Calculati derivatele partiale 8—Z(x, Y) §i 8—Z(x, y), unde z =
T Y
z(x,y) este functia definitd implicit de ecuatia ®(x+y+ 2, 2% +y*+2%) = 0,
iar functia (u,v) — ®(u,v) admite derivate partiale continue pe mulfimea D
deschisd in IR®.

Solutie. Introducem notatiile

u = u(zr,y,z)=x+y+z,
F(z,y,2) = ®(x+y+z2° +y° +2°), s e
v o= v(r,y,z) =x"+y* + 2%

Cu aceste notatii rezulta ca functia z = z(x,y) este definita implicit de
ecuatia F(z,y, z) = 0 gi satisfac identitatea

F(z,y,2(z,y)) =0

pe o submultime a spatiului IR? care rezultd in urma aplicirii teoremei de
existenta si unicitate a unei functii reale de doua variabile reale definita
implicit de ecuatia de mai sus.

Pentru a obtine prima dintre derivatele mentionate in enunt, derivam
identitatea de mai sus in raport cu x tinand cont ca

F(x,y, 2(z,y)) = ®(u(z,y, 2(x,y)),v(z,y, 2(z,y)))

si folosind pentru aceasta regula lantului de derivare a functiilor compuse.
Avem:

ob ou 0P Ov 0P 0z 0P 0z\
Din ultima identitate determinam expresia primei derivate
0P 0P
0z %(U(l‘, Y, Z(Z’, y))v U(l’, Y, Z(l’, y))) + 21’%(“(%’ Y, Z(.CE, y))? U(.’E, Y, Z('Ia y)))
or 00 ‘

Schema de calcul de mai sus se poate aplica si in privinta variabilei y
obtinand in acest mod

(1, 2(2,9)), oy, 2(2,) + 255 (.9, 2(,0), v, 22, )

0z gi)(U(x,y, 2(z,y)), v(z,y, 2(7,y))) + Q?J?})(U(% v, 2(x,9)),v(2,y, 2(2,9)))
oy 00 o2 |

%(U(ZE,y,Z(ZL‘,y)),U(I,y,Z(ZL’,y))) + 22%(”(1'7?/7 z(x,y)),v(x,y, Z(.’L’,y)))
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In expresiile acestor derivate trebuie avut in vedere ca

u(z,y, 2(z,y) =z +y+2(z,y), v(z,y z2(z,y)=2"+y*+ 2*(z,y)

aceste egalitati rezultand din expresiile concrete ale variabilelor intermediare
u Sl v. ]

Exemplul 1.2.6 Sistemul de ecuatii

rT+Yy+z = 0
224+t +22—-1 = 0

defineste implicit, in anumite conditii, functiile x = x(z) si y = y(z). Con-
cluziile teoremei de existenta si unicitate a unui sistem de functii reale de
o variabila reala definit implicit de acest sistem de ecuatii permit calculul
deriwatelor functiilor sistemului.

Solutie. Intr-adevir, functiile F} (r,9,2) =2 +y+2si Folr,y,2z) =22+
y? + 22 — 1 sunt de clasa C°(IR%). In orice punct Mo(xo, yo, 7o) care satisface
sistemul din enunt, §i pentru care xy # 1, determinantul functional

Of oy gy
D(F17F2)( ) am 7y? ay 7y7 1 1
. 5 Y, 2) = - =y—x
D(z,y) OF, OF, Ty

%(Z’,y,Z) aiy(xﬂyaz)

este diferit de zero. Ca urmare, Intr-o vecinatatea punctului M, in care
x # y, sistemul din enunt, definegte functiile infinit diferentiabile z = x(z) si
y = y(2). Aceste functii satisfac sistemul

z(z)+y(z)+z = 0
2(2) +y*(2)+ 22 = L

Sa derivam ambele ecuatii ale acestui sistem. Obtinem sistemul

dx dy

@(z) * dz

2(2)- T ) L) =

(2) = -1
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Rezolvand acest sistem, gasim

de v y) -2
dz( ) z(z) —y(z)’
dy z —x(2)

dz(z) o ox(2) —y(z)

Prin derivarea expresiilor acestor derivate se pot obtine derivatele de orice
ordin ale functiilor x = z(2) si y = y(2). u

Exercitiul 1.2.5 Ardatafi ca functia z = z(x,y) definita implicit de ecuatia

ro(2) +9(2) —y =0,

unde @, € C*(I), I C IR, satisface ecuatia diferentiald cu derivate partiale
de ordinul al doilea, neliniara

0%z 10z\2 0z 0z 0%z 0%z ,0z\2

L e LR

02 \dy Ox Oy Ox0Qy  Oy? \Ox

Solutie. Daca z = z(z,y) este functia definita implicit de ecuatia
F(x,y, 2) = zo(2) +9(2) —y =0,

atunci are loc identitatea F'(z,y, z(x,y)) = 0, adica

zo(2(z,y)) + ¢ (2(z,9)) —y =0,

pe care o vom deriva partial in raport cu ambele variabile independente z si
y, folosind de fiecare data regula lantului de derivare a unei functii compuse
de doua variabile. Obtinem:

0z 0z

w(z(x,y))+w’(2(fc7y))afx(:v,y)+w’(2(x,y))afx(fc,y) = 0;
w’(z<x,y>>§;<x,y>+w'<z<x,y>>§;<x,y>—1 _—

Din aceste egalitati rezulta derivatele partiale de ordinul intai ale functiei
z=2z(x,y):

Oz . _ p(z(z,9)) .
0z Y T TG y) t Gy
) = :

oy Y 20 (2(7,9)) + ' (22, )



Exercitii si probleme rezolvate si propuse 35

Pentru a obtine mai rapid derivatele partiale de ordinul al doilea ale func-
tiei z = z(z,y), derivam expresiile derivatelor partiale de ordinul intai ale
functiei, prima in raport cu x i apoi cu y, iar a doua in raport cu y. Deoarece
in expresiile astfel gasite vor apare derivatele partiale de ordinul antai, acestea
se vor inlocui cu expresiile lor. In felul acesta se obtin derivatele partiale de
ordinul al doilea. De notat ca peste tot unde apare variabila z ea trebuie
considerata ca fiind z(x,y). Expresiile acestor derivate secunde sunt:

Poo | Ad@VENAE) ~ (@6 () i (2)S)
" (20 (2) + 9/ (2)) |
P @R YRR ~ )+ ENPE).
ordy" (29/(2) + 0/ (2)) |
Pz _ 2@V

0" (29(2) + 9'(2))

Pentru a arata ca functia z = z(x, y) este solutia ecuatiei diferentiale din
enunt, sa observam in prealabil ca

S @) (5o @) =25 @) e g o) + 5 ) (G ) =

~ o (g )+ 20 ) S ) + ) S )

Verificarea faptului ca z = z(x, y) este o solutie a ecuatjiei diferentiale este
de acum o banalitate. ]

Exercitiul 1.2.6 Sa se gaseasca cativa termeni a dezvoltaric dupa puterile
lwix—1giy—1 afunctiei (x,y) — z(x,y) definitd implicit de ecuatia

F(z,y,2) =2 +yz —ay* —2° = 0.

Solutie. Observam ca ecuatia F'(x,y, z) = 0 definegte implicit functia infinit
diferentiabila (z,y) — z(x,y) intr-o vecinatate a punctului (1, 1, 1) i aceasta
pentru ca F € C®(IR*), F(1,1,1) = 0, iar derivata partiala a functiei F' in
raport cu z in punctul (1,1, 1) este diferita de zero. Functia (z,y) — z(z,y)
are proprietatile: z(1,1) = 1; F(x,y, z(x,y)) = 0; este diferentiabila de orice
ordin; diferentialele de diverse ordine se pot determina diferentiind de cate
ori avem nevoie identitatea F'(z,vy, z(z,y)) = 0.
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Daca impunem ca dezvoltarea functiei (z,y) +— z(z,y) dupa puterile
binoamelor x — 1 si y — 1 sa contina termeni de cel mult gradul al doilea,
atunci aceasta poate rezulta din formula lui Taylor cu restul de ordinul doi

2(zyy) = 2(1,1)+dz((1,1);(z — 1,y — 1))+

b1 (0~ Ly~ 1), (e~ Ly~ )+

1
+ gdgz((f,ﬁ)é (.Z' - 17?/ - 1)7 (x - 173/ - 1)7 (‘T - 1,Z/ - 1))7
unde punctul (£, 7) apartine segmentului deschis cu extremitatile in punctele

(1,1) si (z,y).
Dupa neglijarea restului, se obtine formula aproximativa

2z, y) = 2(1 1) +dz((1,1); (21, y—l))+;d22((17 )i ((z=1,y=1), (z=1,y=1))).

Pentru determinarea celor doua diferentiale, diferentiem de doua ori iden-
titatea F'(z,y, z(z,y)) = 0. Se obtine:

(322 +y)dz = (322 +y?)dx + (2zy — 2)dy;
(322 +y)d*z = G6xdr® + dydrdy + 2xdy? — 2dydz — 62dz>.

De aici se obtin diferentialele functiei (z,y) — z(x,y) in punctul (1,1)

1
dz(1,1) = dz+ Zdy,
d?z(1,1) = —ldazdy + galy2.
’ 4 64

Considerand ca dr = © — 1 si dy = y — 1 obtinem in final formula de
aproximare

) 21+ =)+ =) - 5= Dy = 1)+ =17,

pentru valori mici ale lui |z — 1| si |y — 1]. u
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1.2.2 Exemple si exercitii propuse

Exercitiul 1.2.7 Sa se arate ca functia z = f(x,y) definita implicit de e-

cuatia
T—x —
e ek T Y
Z— 2y 2 — X

verifica relatia
0 0
(5= 205 (5:9) + (0~ ) 3 (2) = Fla9) — 20

Exercitiul 1.2.8 Sa se arate ca functia z = f(x,y) definita implicit de e-
cuatia
Glxz+y+z,22+y*+22) =0,

verifica ecuatia diferentiala cu derivate partiale de ordinul intai

0= Fe o) o) + (o) = G e = -y

Exercitiul 1.2.9 Sa se arate ca functia z = z(x,y), definita implicit de
ecuatia
F(z,y,z) = (z+y)sinz —y(z +2) =0,

satisface ecuatia diferentiala cu derivate partiale de ordinul intai

. 0z L0z
zsinzg— —y"— =0.
o 7 dy
Raspuns. Derivatele partiale ale functiei z sunt

0z Y 0z r+z—sinz

%:sinz—l—(z%—y)cosz—y’ @:sinz+(z+y)cosz—y

iar pentru a demonstra ca acestea verifica ecuatia data se tine cont de faptul
ca z = z(x,y) satisface identitatea F'(x,y, z(x,y)) = 0. [

Exemplul 1.2.7 Functia z = z(x,y), definita implicit de ecuatia F(x,y, z) =
0, unde

Fr,y,z) =ylz+2) — (y+2)f(2),
tar f este o functie reala de variabila reala, diferentiabila, satisface identitatea

0z 0z
z(m+z)% — (y—l—z)a—y =0.
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Indicatie. Se calculeaza derivatele partiale de ordinul intai ale functiei z =
z(z,y) dupa formulele

OF oF
82_ B 0z aiy

ou " OF gy OF

0z 0z

si in final se folosegte faptul ca functia z satisface ecuatia F(z,y,2) =0. =

Exemplul 1.2.8 Functia z = z(x,y), definita implicit de ecuatia
F(z,y,2) = 2 +y* — 222 — 2y f(2) = 0,
satisface ecuatia diferentiala cu derivate partiale

0z 0z
2 _ 2 oz _ 9% _
(y° — x* 4 2x2) o +2y(z l’)ay 0.

Exercitiul 1.2.10 Se da ecuatia
Flz+2y,y—2z)=1

care defineste pe y ca functie de x. In ipoteza ca F' admite derivate partiale
de ordinul doi continue in domeniul D C IR%, sd se calculeze y' si vy’

Indicatie. Notam x + 2y = u, y — 22 = v gi derivam de doua ori identitatea

unde u(z) =z + 2y(x), v(z) = y(z) — 2z.

Raspuns.
’ i = 2Ealule). o)  Fulufe). o))
2F o (u(x) o(2)) + F.o(ula), v(z))’
) = P () 2P (0) o (0) + F (0]

2F u(u(z), v(x)) + o (u(z), v(2)) ’

in care u'(x) = 1+ 2y'(z), v'(x) = ¢/(x) — 2, urmand ca derivata y'(z) sa fie
inlocuita cu expresia sa de mai sus. [ ]
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Exercitiul 1.2.11 Functia (u,v) — F(u,v) este astfel incat ecuatia
F(y+sinz, x 4+ cosy) =0

defineste implicit functia x — y(x), de doud ori derivabild. Sa se calculeze
derivatele y'(z) si y"(x).

Indicatie. Se deriveaza de doua ori identitatea
F(y(z) +sinz, v+ cosy(z)) =0

folosind regulile de derivare ale functiei compuse f(x) = F(u(x),v(x)) in
care:
u(z) = y(z) +sinz; v(z) =+ cosy(z).
Prima derivata rezulta din
Fu(u(e), o(z)) - (f (2) + cos ) + Fy(u(z),v(x)) - (1 — y/(z) sinz) = 0,
iar cea de a doua din
Fou(u(z), v(x)) -
+EF v (u(z), v(2)) - (v'(2))?

Raspuns.

(0 (2))? + 2F, o (), v(a)) - () - o' (2)+
T Fu(u(@), o(@)) - u'(2) + F(u(), v(z)) - o/ (x) = 0.

N F ,(u(x),v(x))cosx + F, ‘
V@) = B fule) o(e)) siny(e) — Fulula), o@)’

1 E(Fu7FvaFuuaFuvaF’U’U)

-~ (Fysiny(z) = Fu)?* 7
unde E(F ., F , F yu, F yp, Flvp) este un polinom de gradul al treilea cu
coeficienti functii de . [ |

Exercitiul 1.2.12 Sa se afle derivatele partiale de ordinul intai ale func-
tiilor
(z,y) = u(z,y), (z,y)— v(z,y)

definite implicit de sistemul

Fi(z,y,u,v) = z—u>—-v = 0,
Fy(z,y,u,v) = y>—uv+0v* = 0.
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Indicatie. Se poate proceda pe doua cai: fie aplicand formulele care dau
derivatele partiale mentionate in enunt, fie derivand sistemul dat intai in
raport cu variabila x si apoi cu y si rezolvand sistemele obtinute in care
necunoscute sunt derivatele partiale ale functiilor u si v.

Raspuns.

ou u — 2v ov v

or  2u?—4duv —v’ or  duv+v—2u?

ou 2y _ ov duy

oy  duv+v—2u?’ oy 2?2 —duv—v
Variabilele u gi v din membrul doi sunt functii de x si y. [ ]

Exercitiul 1.2.13 Sa se calculeze diferentialele du si dv ale functiilor u =
u(z,y) st v=uv(z,y), definite implicit de sistemul:

e +usinv =x; e —wucosv=y.

Indicatie. Se diferentiaza in ambii membri ai ecuatiilor sistemului si se
rezolva sistemul obtinut in care necunoscutele sunt diferentialele du si dv.
Raspuns.

sin v coS v
1+ (sinv — cosv)e® 1+ (sinv — cosv)et
e' +sinv e* — cosv
dv = : dr — - dy7
u[l + (sinv — cosv)eY] ul[l + (sinv — cosv)eY]
in care se tine cont ca u si v sunt functii de x si y. [ ]

Exercitiul 1.2.14 Sa se calculeze diferentialele de ordinul intai i dov ale
functiei z = z(x,y), definita implicit de ecuatia F(x,y,z) =0, unde

F(z,y,2) =®(x+ 2,y + 2),

iar (u,v) — ®(u,v) este o functie diferentiabila de doud ori pe un domeniu
D cC R*.

Indicatie. Se noteaza u = x + z, v = y + z, se diferentiaza de doua ori
egalitatea ®(u,v) = 0 si se tine cont ca du = dx + dz, dv = dy + dz,
d*u = d*v = d*z.
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Raspuns.
d P
d = — U d —_ v d .
: (p,’u+®7’u v ®7u+¢7y y’
q)v2¢uu_2q)uq)vq)m} q)u2q)m)
d22:—( ), P @+ (20)7°0, (dz — dy)>.

(©u+®.)°

Exercitiul 1.2.15 Functiile F si G, definite pe multimi deschise in IR?, sunt
astfel incat sistemul

Fle+y+z,2y+z2u)—1 = 0,
Glx+y+z,zz+y*+u?) = 0

defineste implicit pe z si u ca functic de x si y. Se cer:

82_ 82. 8u. @

o, du, 22, 2. U
S oy’ Oz’ Oy

Indicatie. Se diferentiaza fiecare ecuatie a sistemului si se obtine sistemul

(Fi+uly)dz + 2zFsdu = —(Fi+ylFa)dr — (F+xFs)dy,
(G1+2Go)dz + 2uGadu = —(G1+2G9)dr — (G +2yGs)dy,

din care se determina dz si du. Derivatele partiale cerute sunt coeficientii lui
dx si dy din expresiile diferentialelor dz si du. [ |

1.3 Extreme ale functiilor definite implicit

1.3.1 Exemple si exercitii rezolvate

Exercitiul 1.3.1 Sa se determine extremele locale ale functiei reale z =
2(x,y) definita implicit de ecuatia

F(z,y,z) =2’ +y*+ 22— 20 +2y —42—10=0

st sa se dea o interpretare geometrica rezultatelor.
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Solutie. Functia F este infinit diferentiabila pe IR® iar derivata sa partiali
in raport cu z, F,(x,y,2) = 2z — 4, este diferita de zero intr-o vecinatate a
oricarui punct xo = (g, Yo, 20) pentru care F'(xq) = 0 si 29 # 2.

Daci xo € IR® este un astfel de punct, atunci conform teoremei de
existenta gi unicitate a unei functii reale de doua variabile reale definita
implicit de ecuatia F(x,y,z) = 0, intr-o vecinatate Vj € V(xq) ecuatia
F(z,y,2z) = 0 definegte implicit functia reald z = z(z,y), infinit diferen-
tiabila pe discul inchis

B((xo, y0):h) = {(w,9) € B*: /(2 —20)” + (y — yo)* < h} C 20y.
Valorile functiei z = z(x,y) sunt in intervalul [zg — k, 29 + k] iar multimea
B((w0,y0); 1) x [z0 — K, 20 + k] C Vg

este o portiune din cilindrul circular de raza h si inaltime 2k, cu generatoarele
paralele cu axa Oz, ale carui baze sunt doua discuri de raza h situate in
planele z = 2y — k si z = 2o+ k. Ambele discuri sunt paralele cu planul 2Oy,
centrele lor fiind in punctele (xg, o, 20 — k) si (zo, Yo, 20 + k).

Functia z = z(x,y) astfel definita are in plus proprietatile:

z20 = Z(x07y0); F(I’,y,Z(l‘,y)) = 07 (V) (ZL‘,y) € E(($07y0); h)

Derivatele partiale de ordinul intai ale functiei z = z(z,y), in punctele
discului B((xq,yo); h), sunt date de:

o oL ey 2e0)

%(.ﬁ,y) = - OF )
&(fpaya Z(I7y))
on (1.2)
7(1‘73% Z(ZL’,y))

%(as,y) = = g% .

ay g(m,y,z(x,y))

Pentru a determina punctele de extrem ale functiei z = z(x,y) trebuie
sa rezolvam mai intai sistemul format prin anularea derivatelor partiale de
ordinul 1 ale acesteia.

Dar, din (1.2) rezulta ca anularea derivatelor partiale de ordinul intai ale
functiei z = z(x,y) implica anularea derivatelor de ordinul intai ale functiei
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F. In plus, trebuie avut in vedere ca intereseaza doar acele puncte (x,y, 2)
in care F'(x,y,z) = 0. Rezulta ca punctele stationare ale functiei z = z(z, y)
sunt date de sistemul

OF
55 By =0, 2 —2 =0,
or — {2 +2=0,

67(5177.%2) = 07
y 2?42 422 —2r + 2y — 4z — 10 = 0,

F(z,y,z) = 0,

(1.3)
cu solutiile (1, —1,—2) si (1, —1,6), pentru care z # 2. Fiecare din punctele
(1,—1,-2) si (1, —1,6) poate fi interpretat ca punct de forma (zo, yo, z0) din
rationamentul descris la inceputul exercitiului.

Corespunzator primului punct, avem functia definita implicit z = 2y (z, y),
cu punctul stationar (1,—1) si in care valoarea ei este 2z;(1,—1) = —2.

Acelagi punct stationar il are si functia z = z9(z,y), definita implicit de
ecuatia F(z,y,z) = 0 in vecinatatea punctului (1, —1,6).

Pentru a decide natura punctului stationar pentru fiecare din cele doua
functii trebuie s& calculam d?z;(1, —1) si d*29(1, —1).
Diferentiind de doua ori ecuatia F(z,y, z) = 0, obtinem:

{ (x —Vdz+ (y + Ddy + (z —2)dz = 0; 1.4

de? + dy? + dz* + (z — 2)d*z = 0.

Daca in a doua din relatiile (1.4) luam drept z, pe rand, cele doua functii
definite implicit de ecuatia F(x,y, z) = 0, gasim:

dx? + dy? +(d21 x y) + d?*z(x,y) = 0;
(1.5)
da? + dy? —|—(dz2 x y) + d*z(z,y) = 0.
Din aceste relatii, considerand =z = 1 g y = —1, z(1,-1) = -2 4i

25(1,—1) =6, dz;(1,—1) = 0 si dz(1, —1) = 0, rezulta
1 1
d’z(1,-1) = Z(d:cQ +dy?), d?z(1,-1) = — Z(dar;2 + dy?).

Aceste diferentiale sunt forme patratice pe IR?, prima pozitiv definitd, a
doua negativ definita. Asadar, functia z = 2z;(z,y) are in (1, —1) un punct
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de minim, iar pentru functia z = z(x,y), acelagi punct este un punct de
maxim. Valoarea minima a functiei z = z(z,y) este z(1,—1) = —2 iar
valoarea maxima a functiei z = 2z3(x,y) este z5(1, —1) = 6.

Pentru a interpreta geometric rezultatele, sa scriem ecuatia F'(z,y,2) =0
in forma echivalenta

(=12 +@y+1)>*+(2—22-16=0 (1.6)

ce, in IR?, reprezint sfera cu centrul in punctul C(1, —1, 2) si raza 4. Punctele
sferei in care nu se poate aplica teorema de existenta si unicitate sunt cele
de pe cercul mare al sferei aflat in planul z = 2. In oricare alt punct xq al
sferei nesituat pe acest cerc, ecuatia F'(z,y,z) = 0 definegte implicit pe z ca
functie de x i y. Daca acest punct este situat oriunde pe semisfera inferioara
planului z = 2, din (1.6) rezulta ca functia z = z(z,y) are expresia

2a,y) =2 — /16 — (x — 1) — (y + 1)2,

iar daca punctul x, se afla pe cealalta semisfera, functia z = z(z,y) are
expresia

z(:z:,y):2+\/16—(x—1)2—(y+1)2.

Cele doua puncte determinate prin rezolvarea sistemului (1.3) sunt, primul
pe emisfera inferioara (z < 2), iar cel de al doilea pe semisfera superioara.
Asgadar, functiile z = 2z, (z,y) §i 2 = 22(x, y) sunt

z(z,y) = 2—\/16—(x—1)2—(y+1)2,
2o(z,y) = 2+\/16—(x—1)2—(y+1)2.

Cum punctele M; (1, —1,—2) si M5(1, —1,6) au aceleasi abscise si aceleasi
ordonate cu centrul sferei, rezulta ca M; este polul sud al sferei iar My polul
nord, ele fiind si puncte sferei de cote extreme.

Punctele M; si M sunt puncte de extrem global ale respectiv functiilor
21 81 Zo. |

Exercitiul 1.3.2 Sa se determine extremele locale ale functiei reale z =
2(x,y) definita implicit de ecuatia

F(xay,z):ﬁg—y2+22—3$+4y+2—820
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Solutie. Functia F' satisface ipotezele teoremei de existenta gi unicitate a
unei functii definite implicit de ecuatia F(z,y, z) = 0, deoarece F' este dife-
rentiabila pe IR®, existd puncte, de exemplu M;(1,2,2), in care F(M;) =0
iar F,(1,2,2) = (2241)|(1,22) = 5 # 0. Prin urmare, in vecinatatea punctului
M, exista functia z = z(z,y) definita implicit de ecuatia F'(z,y,z) = 0.
Pentru determinarea punctelor de extrem ale functiei definite implicit de
ecuatia F(z,y,z) = 0 intr-o vecinatate a unui punct din IR3, calculdm

oF OF
%(x, y,2) = 32% — 3, 8—y(x, y,2) = =2y + 4,
iar apoi rezolvam sistemul
OF
ar @92 =0, 322~ 3 -0,
aj(xvyaz) = Oa - _2y+4:07
?Z(J ) . 2 —y?+ 22 -3z +4y+2—-8=0.
'T7y7z - 7

Acest sistem are solutiile:
(1,2,-3); (1,2,2); (-1,2,-2); (-1,2,1),

care pot fi interpretate ca puncte in IR®. In toate aceste puncte, F,(z,y,2) =
2z + 1 este diferita de zero.

Pentru functiile z = z(z,y), i = 1,2,3,4, definite implicit de ecuatia
F(z,y,z) = 0 in vecinatati ale punctelor:

M1(17272)7 M2(1727_3)7 M3(_1727_2)7 M4(_17271)
exista punctele stationare
MI(1,2); My(1,2) = M}y Mjy(—1,2);  Mj(=1,2) = M;,

Pentru a determina natura acestor puncte stationare, calculam diferen-
tiala de ordinul doi pentru fiecare din functiile z = z;(z, y)

1
dQZi €,y = - F:C:E T, Y, Zi\T, Y d$2—|—
@) = ~F Gy gy @ 5@ )

+ 2Exy(x> ya Zi<$7 y))dl.dy + F,yy(xa ya Zi(xa y))dQZ)
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Inlocuind derivatele partiale secunde ale lui F, gasim:

2

&zi(1,y) = -
w@y) = o T

(3xdx® — dy?).

Corespunzator celor patru puncte si totodata celor patru functii, avem:

Pa(12) = S(3de’ - dy?)
Px(1,2) = —i(deQ — dy?);
d*z(-1,2) = —z(deQ + dy?);
P?24(—1,2) = §(3dx2 + dy?).

Primele doua diferentiale sunt forme patratice nedefinite pe IR?, a treia
este forma patratica negativ definita in timp cea de a patra este o forma
patratica pozitiv definita. In concluzie,

e punctul Mj(1,2) este punct de tip sa atat pentru functia z = z(x,y)
cat gi pentru functia z = zo(z,y);

e Mj(—1,2) este punct de maxim al functiei z = z3(x, y);
o Mj(—1,2) este punct de minim al functiei z = z4(z, y);
e valoarea maxima a functiei z = z3(z,y) este —2;

e valoarca minima a functiei z = z4(z,y) este 1.

Nu putem sa ne pronuntam daca punctele de extrem ale functiilor z =
z3(x,y) si z = z4(x,y) sunt globale. In mod cert insa ele sunt puncte de
extrem local. m

Exercitiul 1.3.3 Sa se determine extremele functiei z = z(x,y) definita
implicit de ecuatia

(x2+y2—|—22)2:a2—x2—z2.
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Solutie. Ecuatia data este echivalenta cu
F(l‘,y, Z) =0, (17)

unde
F(z,y,z) = (2*+y* + 2*)* — a® + 2% + 2%

Functia F' satisface ipotezele teoremei de existenta si unicitate a functiilor
definite implicit de ecuatia (1.7), deci exista functia z = z(x,y) care satisface
identitatea

F(z,y,z(z,y)) =0, (1.8)

intr—o vecinatate a unui punct xo = (o, %o, 20), cu zo # 0 si F(xq) = 0.
Functia definita implicit pe o vecinatate a punctului (zg,yo) este infinit
diferentiabila si in orice punct al acestei vecinatati

oF oF
0z o @y 2(@y) afy(x,y,z(x,y))
o W = Tor e e
Oz T, Y, 2T, Y Bl T, Y,z\T,Yy
oF

g(%ya Z(‘T’y)) 7é 0.

Se pot indica cel putin doua puncte xy care se incadreaza in ipotezele
teoremei de existenta gi unicitate:

\/1—|—4CL2—1)

. —V1+4a2_1)7 (1.9)

X = (0,0,— 5

;o X0 = (07 07
in vecinatatea carora exista functiile z = z1(z,y) si 2z = 29(z,y) definite
implicit de ecuatia F(x,y,z) = 0.

Pentru a determina punctele de extrem ale functiei z = z(z, y) trebuie sa
determinam mai intai punctele sale critice, solutii ale sitemului

oOF

%(l’;y,z) - 07
fj;@:,y,z) 0,
F(z,y,2) =0.

Acest sistem are doua solutii si acestea sunt date in (1.9). Prin urmare,
fiecare din functiile z = z;(z,y), i = 1,2, au originea (0, 0) ca punct stationar.
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Pentru determinarea naturii punctelor stationare ale celor doua functii,
calculam d?z;(0,0), i = 1,2, fie dupa formula de calcul

1
F.(0,0,2(0,0))

+ 2F.4(0,0, (0, 0))dwdy + Fyy (0,0, 2(0,0))dy?),

d?2(0,0) = — (Faa(0,0,2(0,0))da’+

fie diferentiind de doua ori in egalitatea (1.7) dupa care se ia = = 0,y = 0,
z = 2(0,0), cui=1,2. Gasim:

1
2(0,0)(1 + 222(0,0))

d*2(0,0) = — ((1 +222(0,0))dx? + 222(0, O)dyz).

Se observa ca natura formei patratice prin care se exprima diferentialele
de ordin doi in origine ale respectiv functiilor z = zi(z,y) §i 2 = 29(z, )
depinde doar de semnul lui 2;(0,0),7 = 1, 2.

Cum 2z;(0,0) < 0 si 22(0,0) > 0, rezultd c& d*21(0,0) si d*22(0,0) sunt
forme patratice, prima pozitiv definita, iar a doua negativ definita.

In concluzie, z = z (2, y), 2 = 2(x,y) au in origine un punct de minim,
respectiv punct de maxim. [ ]

Exercitiul 1.3.4 Sa se determine extremele locale ale functiei z = f(x,y)
definita implicit de ecuatia

F(xawa):$2+y2+z2—:Cz—yz+2x+2y—|—2,z—2:0,

Solutie. Domeniul de definitie al functiei reale F' de mai sus poate fi con-
siderat ca este intreg spatiul IR®, prin urmare F € F (R3). Functia F' este
infinit diferentiabila iar derivatele sale partiale de ordinul intai sunt:

OF oF oF
a—x(x,y,z) = 2r—2+2; a—y(x,y,z) = 2y—2z2+2; g(x,y,z) = —r—y+2z+2.

Putem afirma ca ecuatia F'(z,y, z) = 0 definesgte implicit pe z ca functiie reala
f de variabilele reale x si y in vecinatatea oricarui punct My(zo, yo, 20) € B3

pentru care avem indeplinite conditiile: F'(xg, yo, 20) = 0; a—(:vo, Yo, 20) 7 0.

Nu este dificil de constatat ca astfel de puncte M, exista. Presupunand ca
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My este un astfel de punct, atunci punctele critice ale lui f se determina
rezolvand sistemul de ecuatii

oF

5 @12 =0, 2 —y+2=0,

ai(x,y,z)zo, —= | 2y—2+2=0,

dy 24P+ -z —yz+20+2y+22—-2=0.
F(z,y,z) =0,

Acest sistem are solutiile

x1:_3+\/67 IQZ_S_\/ga
yl:_3+\/67 §1 y2:_3_\/67
2 = —4 4 26, 29 = —4 — 24/6.

Consideram acum punctele Mi(xy,y1,21) si Ma(x2,ys, 29). Derivata partiala
a lui F' in raport cu z in aceste doua puncte este diferita de zero.

In acest mod s-au obtinut doua puncte stationare ale functiei f si anume
M (=346, -3 +/6) si M|(=3 — /6, —3 — \/6), valorile corespunzitoare
ale functiei f fiind f(M]) = —4 + 2v/6 respectiv f(Mj) = —4 — 2y/6. De
asemeni, utilizand regulile de diferentiere si considerand variabila z drept o
constanta gasim:

d? VF(z,y,2) = 2(dz*+dy?); day)F(Ml) = 2(dz*+-dy?); d%x,y)F(M2> = 2(dz*+dy?).

(zy
Daca precizam ca:

oF OF
E@“yl’zl) =2V6; @(@73/2,2’2) = —2V/6,

atunci folosind formula de calcul a diferentialei de ordinul al doilea a unei
functii definite implicit de ecuatia F'(z,y, z) = 0, obtinem
1 V6
d2 f(ajla yl) = _aF’— d%a:,y) F(ajl)yla Zl) = _?(d:pQ + dyQ)a
02 (21,91, 21)

din care tragem concluzia ca diferentiala a doua a lui f in punctul M| este
negativ definita si ca atare punctul M; este punct de maxim local pentru
functia f si valoarea maxima a lui f este zmax = f(71,71) = 21 = —4 + /6.
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In mod similar gasim

1 V6
&’ f(zo,y2) = ~9F d%x,y) F(x2,Y2, 20) = ?(dﬁ + dyz),

&(%792,22)

de unde deducem ca diferentiala a doua a lui f in punctul M} este pozitiv
definita fapt care duce la afirmatia ca punctul M) este punct de minim local
iar valoarea minima a lui f este zymin = f(22,12) = 20 = —4 — /6. ]

1.3.2 Probleme propuse

Exercitiul 1.3.5 Sa se determine extremele locale ale functiei y = f(x),
definita implicit de ecuatia

Flr,y) =y’ +2° —a2y —3r—y+4=0.
Raspuns. Punctul My(5/8,—7/4) este singurul punct critic al functiei y =

f(z) definita implicit de ecuatia F(z,y) = 0, intr-o vecinatate a lui M.
Derivata secunda a functiei f intr—un punct al acestei vecinatati este

(f'(2) =2)B3f*(x) —x = 1) + (22 = f(x) = 3)(6f(x)f'(x) = 1)

" .
o= B72() — o 17
Avand in vedere ca f'(5/8) = 0 si ca f(5/8) = —7/4, din expresia
derivatei secunde a functiei f deducem f”(5/8) = —32/121 < 0.
Rezulta ca zy = 5/8 este punct de maxim pentru functia y = f(x),
valoarea sa maxima fiind fi.x = —7/4. ]

1.4 Extreme conditionate. Metoda multipli-
catorilor lui Lagrange

1.4.1 Exemple si exercitii rezolvate

Exercitiul 1.4.1 Sa se determine punctele de extrem conditionat ale func-
tiei scop f(x,y) = x* +y* stiind cd coordonatele sale sunt supuse legdturii

F(r,y) = (- V2’ +(y—v2) = 9=0

st apot sa se dea o interpretare geometrica rezultatelor stabilite.
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Solutie. Analiza enuntului arata ca avem de rezolvat o problema de extrem
conditionat a unei functii scop de doua variabile x si y, supuse unei singure
legaturi.

Pentru rezolvarea acestei probleme introducem functia lui Lagrange

L(z,y;A) = f(x,y) + AF(2,y)

si determinam punctele stationare ale acesteia. In acest scop, anulam derivatele
partiale de ordinul intai ale functiei £. Se obtine in acest fel sistemul de trei
ecuatii
27 + 2\ (x — /2)
2y + 2\(y — V2)

(2= V2P +(y—v2)P —9=0,

Y

0
0

I

care are solutiile

27 27 3

V2 V21 5v2 5v2 5
(_7 ');(2’2;3)

Prin urmare, functia f are punctele stationare conditionate

(-2 -2 (320,

5
corespunzatoare valorilor A\ = -3 si Ay = —3 ale multiplicatorului A a lui

Lagrange.

Pentru a determina natura acestor puncte stationare conditionate ale
functiei f cercetam natura punctelor critice corespunzatoare ale functiei lui
Lagrange. In acest sens, calculim diferentiala a doua a functiei £ in cele
doua puncte. Avem:

AL(x,yN) = 2(1+ M) (de? + dy?) + 2[2(x1 — V2)dx + (11 — V2)dyld);
d2£($2, Ya; )\2) = 2(1 + )\2)(61&72 + dy2) + 2[2(1’2 — \/§>d$ + (yz - ﬂ)dy]dA

Dar, din faptul ca luam in calcul numai puncte M(z,y) ale caror coordo-
nate verifica legatura F(z,y) = 0, prin diferentierea acesteia i inlocuirea
punctului M (z,y) cu punctele M;(x1,y1) si Ma(xs,ys) obtinem

2y — V2)dx +2(y1 — V2)dy = 0,  2(x5 — V2)dx + 2(y2 — V2)dy = 0,
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din fiecare egalitate rezultand in plus dy = —dx.
Astfel, diferentialele de ordinul al doilea a functiei lui Lagrange in punctele
sale stationare devin

8 8
dzc(xl’yh /\1) = §d$2§ d2£(x2,y2;)\2) = _§d$27

constatand totodata ca prima dintre aceste diferentiale este o forma patratica
pozitiv definita, iar cea de a doua este forma patratica negativ definita.

Prin urmare, M; este punct de minim conditionat al functiei f, iar M,
este punct de maxim conditionat. Valorile extreme ale functiei scop sunt
fmin = f(Ml) =1lsi fmax = f(M2) = 25.

Pentru a interpreta geometric rezultatele gasite sa observam mai intai ca
legatura reprezinta cercul de raza 3 cu centrul aflat pe prima bisectoare in
punctul C (\/5, \/5), apoi ca functia scop este patratul distantei de la originea
reperului zOy la punctul M (z,y).

Atunci, problema de extrem conditionat poate fi reformulata astfel: dintre
toate punctele cerculut sa se determine punctul cel mai apropiat de origine §i
punctul cel mai indepartat de origine.

Cum originea este punct interior cercului, rezulta ca cele doua puncte
sunt extremitatile diametrului prin origine al cercului, diametru care se afla
pe prima bisectoare a reperului zQOy. Valorile extreme ale functiei scop arata
ci originea se afli la o unitate de punctul M sila /25 = 5 unitati de lungime
de punctul M. m

Exercitiul 1.4.2 Determinati extremele conditionate ale functiei scop u =
2?23 cu legatura x + 2y + 32 = a, unde x > 0, y > 0, z > 0, iar a este o
constanta pozitiva data.

Solutie. Observam ca functia scop u are aceleasi extreme ca gi functia
Inu = v. Atunci, putem transfera problema data la determinarea extremelr
conditionate ale functiei scop

v=Inzr+2lny+3lnz,

legatura fiind aceeasi.
Introducem functia lui Lagrange a acestei probleme

L(z,y,z;\) =lnz+2Iny+3Inz+ Az +2y+ 3z —a)
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si rezolvam sistemul

1

—+A=0,

x

2

-+ A=0,

Y

3

-+ A=0,

z
r+2y+3z—a=0.

obtinut prin anularea celor patru derivate partiale de ordinul intai ale functiei
L. Acest sistem are solutia

wo— (2,24, §)
0 67 67 67 a )
care reprezinta punctul stationar a functiei L.

a a a
Rezulta ca functia scop v are punctul stationar conditionat Mo(é, 3 6)

o . 6
corespunzator multiplicatorului Lagrange \g = ——.

a
Diferentiala a doua a functiei lui Lagrange intr-un punct oarecare al
domeniului ei de definitie este

1 1 1
PL(x,y, 2 N) = ——da® — S dy* — —dz° + 2d\(dx + 2dy + 3dz).
x Y z
Dar, din diferentierea legaturii rezulta dx + 2dy + 3dz = 0, care scrisa in
forma echivalenta dr = —2dy — 3dz si introdusa in expresia diferentialei a
doua in care x = —2y — 3z, conduce la
1 1
d’L A = —————(2dy + 3d2)* — —dy* — —d2?

care, calculata in punctul stationar da

dZE(Mo; Ao) = dQﬁ(Wo) = - 5

553 (29dy? + 12dydz + 34dz?).

Hessiana acestei diferentiale,

29 - 36 6- 36
| 2542 © 25q2
He(wo) = 6- 36 34.36 |’

2542 2502
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e 29 - 36
are minorii principali Ay = —
25a2

form criteriului lui Sylvester, d*L£(wy) este o form# patratica negativ definit.
Rezultatele stabilite demonstreaza ca M este un punct de maxim condi-
tionat pentru functia v, prin urmare si pentru functia u. Pentru ca

< 01 Ay = det Hz(wg) > 05si deci, con-

a6
u(z,y,2) = 2y? 23 < Upax = u(My) = <6)

rezulta ca Mj este un punct de maxim conditionat global pentru functia u.m

Exercitiul 1.4.3 Numerele pozitive x,y, z satisfac conditia x +y + z = g

Care sunt atunci valorile extreme ale functiei u = sin x siny sin 27

Solutie. La fel ca in exercitiul precedent, vom determina extremele condi-
tionate ale functiei scop

v=Inu=Insinz + Insiny + Insin z,

cu legatura intre variabilele sale data de

0
F(z,y,2) :x+y—|—z—§ = 0.

Punctele astfel determinate vor fi identice cu punctele de extrem conditionat
ale functiei u = u(z,y, z) cu legatura F(z,y, z) = 0.

Functia lui Lagrange corespunzatoare functiei scop v si legaturii F'(z,y, z) =
0 are punctul stationar

T T
Wy = (87 67 67 _\/g)

Daca tinem cont de faptul ca prin diferentierea legaturii rezulta dz =
—dx — dy, diferentiala a doua a functiei lui Lagrange in punctul stationar wy
are expresia

d*L(wo) = —8(dz® + dxdy + dz?).

Pentru ca aceasta diferentiala este o forma patratica negativ definita,
T T

666
punzator multiplicatorului lui Lagrange A\ = —+/3, avem un punct de maxim
conditionat al functiei v si la fel va avea si functia data u, valoarea maxima
a celei din urma fiind
T™TTm 1
u( )=z

6676/ 8

rezulta ca in M0< ), punct stationar conditionat al functiei v cores-
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Mai mult, putem afirma ca in ipotezele:

m—i—y—i—z:g; x>0, y>0; z>0,

au loc inegalitatile

0 <sinz-siny-sinz <

egalitatea realizandu—se daca i numai daca r =

Exercitiul 1.4.4 Utilizand un rationament geometric, sa se determine for-
mula de calcul a distantei euclidiene de la punctul My(xo, Yo, 20) la planul
(P) de ecuatie carteziana

(P): Az+By+Cz+ D =0,

unde A, B,C,D € IR si A> + B?> + C? > 0.
Sa se deduca apoi aceeasi formula folosind metoda multiplicatorilor lui
Lagrange.

Solutie. Fie M (z,y, z) un punct oarecare al planului (P). Coordonatele sale
trebuie sa verifice ecuatia planului, deci

F(z,y,2) =Ar+ By+Cz+ D = 0.

Distanta euclidiana intre punctele M € (P) si M, este

d(Moy, M) = \/(x —x0)2 + (y — yo)* + (2 — )2

Distanta d(My, (P)), de la punctul M, la planul (P), este cea mai mica
valoare a distantelor d(My, M) cand M descrie planul (P)

d(My, (P)) = min{d(Mo, M)| M € (P)}.

Este evident ca acest minim al distantelor euclidiene d(Mg, M) se reali-
zeaza cand punctul M este proiectia ortogonala M) a punctului M, pe planul
(P), prin urmare

d(My, (P)) = d(Mp, Mo).

Punctul M| este intersectia dintre planul (P) si normala (N) la planul
(P) care trece prin M. Vectorul director al normalei (N) la planul (P) este
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coliniar cu vectorul normalei planului N = Ai+ Bj+ Ck. Un punct oarecare
al spatiului M (x,y, z) apartine dreptei (V) daca gi numai daca vectorul

—

MoM= (z — zo)i+ (y —y0)j + (z — 20)k
este coliniar cu vectorul IN. Acesti vectori sunt coliniari daca si numai daca

coordonatele lor sunt proportionale. Rezulta atunci ca ecuatiile canonice ale
normalei (V) sunt

T—To Y—Y _ 22— %20
N): = =
(V) A B C
Daca egalam rapoartele cu t € IR, deducem ecuatiile parametrice ale

normalei

r = xg+ At,
(N) : Yy = Y+ Bt,
Z = zyo+ Ct.

Coordonatele punctului M sunt egale cu componentele corespunzatoa-
re ale solutiei sistemului format de ecuatiile parametrice ale dreptei (N) si
ecuatia planului (P)

T = xo + At,
?J:?JO"‘Bt»
Z:ZO+Ct,

Ar+By+Cz+D = 0.

Introducand valorile lui x,y, z din primele trei ecuatii ale sistemului in
cea de a patra deducem ca
_A$0+By0+CZO+D
A2+ B2 + (C?
Revenind cu aceasta valoare a lui ¢ in primele trei ecuatii ale sistemului re-
zulta coordonatele xj, v, 2, ale punctului M

t =

;L Am0+By0+C’zo+D
S Y 2 o
;o Al‘o—l-Byo—i-OZQ—i-D
yo_yo_ A2—|—B2+02
;L ASE‘O+BZ]O+CZO+D
0 = 20 A2+ B2+ (2
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Acum putem determina d(M{, M) caci aceasta este distanta d(My, (P))
de la punctul My la planul (P). Avem

d(Mg, M) = \/(xh — )2 + (4 — y0)? + (2 — 20)2.

Daca se efectueaza calculele, se gaseste ca distanta de la punctul M la planul
(P) este data de formula

. :*:AIO + Byo + CZO + D
VAZ+ B2+ C?

Semnul plus corespunde cazului in care vectorul M{jM, are acelasi sens cu
vectorul normalei N a planului (P), ceea ce este totuna cu a spune ca acest
semn se ia atunci cand F'(My) > 0.

Ne propunem sa determinam acest rezultat folosind insa metoda multi-
plicatorilor lui Lagrange.

Daca vom considera ca functia scop u = f(x,y, z) este patratul distantei
de la punctul M, la un punct M € (P)

d(Mo, (P))

fl@,y,2) = (x = 20)* + (y — 90)* + (2 — 20)*,
atunci avem o problema tipica de extrem conditionat in care legatura este
F(z,y,z) = Ax+ By+Cy+ D =0.
Functia lui Lagrange este
L(z,y, 2z A) = f(z,y,2) + AF(z,y,2),
iar daca avem in vedere expresiile functiilor f si F
L(z,y,2;0) = (x —20)* + (y — w0)* + (2 — 20)* + AM(Az + By + Cy + D).

Sistemul care da punctele stationare ale functiei lui Lagrange este

2(x — o) + AN = 0,
2(y — yo) + BA = 0,
2(z —29) + CA = 0,
Az +By+Cz+D = 0.
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inmult;im prima ecuatie cu A, a doua cu B, a treia cu C, adunam rezultatele
si tinem cont de ultima ecuatie a sistemului. Obtinem

A$0+By0+CZO+D

A2+ B% + (2
Inlocuind aceastd valoare a lui A in primele trei ecuatii ale sistemului, de-
ducem coordonatele punctului stationar conditionat al functiei f. Analizandu—
le, constatam ca sunt coordonatele lui M.

Diferentiala a doua a functiei £ in punctul ei critic (xy,yp, z0; Ao) are
expresia

d?L(x), s, 20; No) = 2(dz* + dy® + d2?) + 2d\(Adz + Bdy + Cdz).

Ao =2

Daca se tine cont ca M(z,y, z) verifica legatura, prin diferentierea acesteia
gasim

Adzx + Bdy + Cdz = 0,
astfel ca diferentiala a doua a functiei lui Lagrange in punctul stationar
(20, Yo, 203 Ao) devine

d?L(x}, yh, 20; Mo) = 2(da® + dy® + dz?).

In aceastd ultima expresie a diferentialei a doua a functiei £ in punctul ei
stationar ar trebui sa inlocuim pe dz, in ipoteza ca C' # 0, cu expresia
care rezulta din diferentiala legaturii, insa se vede ca si fara aceasta operatie
d*L(x}, yp, z0; No) este o formd patratica pozitiv definita, ceea ce arata ca
punctul stationar conditionat My(x{, vy, 20) este punct de minim conditionat
pentru functia f si

(ALL’Q + Byo + CZO + D)2
A2 + B2 + 02
De aici, prin extragerea radicalului, se obtine formula distantei de la

punctul M la planul (P), aceeasi cu cea care a fost dedusa mai sus pe cale
geometrica. n

fmin = f(x67y67 ZU) =

Exercitiul 1.4.5 Sa se determine valorile extreme ale functiei
flz,y,2) =2+ 2y — 22
stitnd ca variabilele sale sunt supuse restricties
F(z,y,2) =2 +y* + 2> - 16 = 0.

Sa se dea o interpretare geometrica rezultatulus.
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Solutie. Analizand enuntul constatam ca avem de a face cu o problema de
extrem conditionat in care functia scop este f iar legatura este F'(x,y, z) = 0.
Pentru a determina extremele conditionate al functiei scop f cu legatura

F(z,y,2) =0,
introducem functia lui Lagrange
L(z,y,z;\) = f(x,y,2) + A F(x,y, 2).
Rezulta ca aceasta functie este
L(z,y,2z;\) =5+ 2y — 22+ Nz® +9* + 22 — 16).

Punctele stationare conditionate se desprind din punctele critice ale func-
tiei lui Lagrange, iar acestea din urma se determina rezolvand sistemul

14+222 =0
242 y=0
—24+2Xz2=0

2 +y? + 22 = 16,

obtinut prin anularea derivatelor partiale de ordinul intai ale functiei lui
Lagrange. Solutiile acestui sistem sunt:

4 88 3 48 8 3
(-3-335) (G339

’ 373 3 8/

Avand 1n vedere legatura intre punctele stationare conditionate ale func-
tiei f si punctele critice ale functiei lui Lagrange, rezulta ca f are doua puncte
stationare:

4 88 4 8 8
M1<_§7_§7§); 2(§7§;—§)~
, 3 . . 3 - .
care corespund valorilor \; = 3 si respectiv Ay = —3 ale multiplicatorului

lui Lagrange .

Pentru a stabili daca aceste doua puncte stationare conditionate sunt sau
nu sunt puncte de extrem conditionat pentru functia scop, calculam diferen-
tiala de ordinul al doilea a functiei lui Lagrange, intai intr—un punct arbitrar
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(z,y,2;A) al domeniului ei de definitie i apoi in cele doua puncte critice
determinate. Constatam ca

d*L(x,y, 2;\) = 2\(dz® + dy? + d2°) + 2(2xvdw + 2ydy + 22dz)d).

insé, din faptul cd un punct oarecare M (z,y, z) trebuie sa satisfaca legatura,
prin diferentierea acesteia obtinem 2xdx + 2ydy + 2zdz = 0 astfel ca expresia
diferentialei a doua a functiei lui Lagrange devine

d*L(x,y, 2;\) = 2\(d® + dy? + d2?),
cu mentiunea ca intre diferentialele dx, dy si dz exista legatura obtinuta prin
diferentierea egalitatii F'(z,y,z) = 0.

Expresiile diferentialelor de ordinul al doilea ale functiei £ in cele doua
puncte critice ale sale sunt:

d>L(M; M) = 2- 2(d:ﬁ2 +dy? + =)
PPL(Ms; o) = —2- :(de +dy? + d2?),
intre dx, dy si dz existand relatia
dr = 2(dz — dy).

Introducand dx in expresiile celor doua diferentiale, obtinem:

3
LM \) = %[(5dy — 4dz)* + 9d27);
PL(M: Ny) — —2‘1[(5@ — 4dz)? +9d2).

Examinandu-le, constatam ca prima dintre aceste diferentiale este o forma
patratica pozitiv definita in timp ce a doua este forma patratica negativ
definita. Aceste rezultate arata ca M; este punct de minim conditionat al
functiei scop f, iar My este punct de maxim conditionat pentru f. Evident:

fmin = f(M1> = _12; fmax = f(M2) =12.

Pentru a da o interpretare geometrica rezultatelor gasite sa remarcam
intai ca toate punctele M(x,y, z) care satisfac legatura se afla pe sfera (S) cu
centrul in origine si raza 4, sferd care are ecuatia (S) : X?+Y?+22—-16 = 0.
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Functia de optimizat este, pana la un factor multiplicativ, distanta de la
punctul M(z,y,z) de pe sfera la planul (P): X +2Y —2Z = 0, care trece
prin origine si are vectorul normalei N de parametri directori N = (1,2, —2).

Deoarece distanta de la punctul M (z,y, z) la planul (P) este

r+2y—2z  x+2y—2z

ﬂM&P»:\ﬂ?+?+w—m2 3

rezulta ca f(x,y,z) = 3d(M,(P)). De aici rezulta ca functia scop f este
maxima sau minima cand distanta de la un punct al sferei (5) la planul (P)
este maxima, respectiv minima.

Dintre toate punctele sferei (.5), exista doua care au distante extreme la
planul (P). Aceste puncte se gasesc evident la intersectia dintre dreapta (IV),
normala la plan in origine, si sfera (S).

Pentru a determina punctele de intersectie trebuie sa rezolvam sistemul
format de ecuatia sferei (S) si ecuatiile normalei (V).

Ecuatiile canonice ale normalei sunt
X Y Z

W T=3==

Asadar, trebuie sa rezolvam sistemul

X2 +Y?+722-16=0

Y =2X
7 ==2X.
Acest sistem are solutiile My, My si d(M;,(P)) = —4, d(Ms, (P)) =
4. Urmeaza ca fmim = 3d(My, (P)) iar fmax = 3d(Ms, (P)), aceasta fiind
interpretarea geometrica a rezultateleor stabilite. [ |

Exercitiul 1.4.6 Sa se determine valorile extreme ale functies
flr,y,2) =2 —2y+ 22
stiind ca variabilele sale sunt supuse restrictiei
F(z,y,2) =2 +y* + 2> -9 =0.

Sa se dea o interpretare geometrica rezultatelor stabilite.
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Solutie. Aceasta problema de extrem conditionat cu o singura legatura
a unei functii scop de trei variabile este foarte asemanatoare cu cea din
exercitiul precedent.

Daca se fac calculele, se gasesc doua puncte de extrem conditionat. Co-
ordonatele acestor puncte sunt M;(—1,2,—2) si My(1,—2,2), primul fiind
punct de minim iar cel de al doilea, punct de maxim. Valorile extreme ale
functiei scop vor fi fium = f(M1) = =9 81 faax = f(M2) = 9.

Interpretarea geometrica a rezultatelor gasite este asemanatoare celei date
la exercitiul precedent.

Functia scop f(z,y, z) reprezinta de trei ori distanta de la punctul M (zx, y, z),
situat pe sfera cu centrul in origine de raza 3, la planul (P) : X—2Y+27 =0,
plan care trece prin centrul sferei. Atunci, este evident faptul ca punctele
aflate la distanta extrema de plan sunt extremitatile diametrului sferei care
are directia normalei N = i — 2j + 2k a planului (P). [ |

Exercitiul 1.4.7 Sa se determine extremele locale ale functiei scop f(x,y, z) =
z conditionate de legaturile

Fi(z,y,2) = z4+y+2=0,
Fy(z,y,z) = 22 +y*+22—1=0.

Sa se dea o interpretare geometrica rezultatelor gasite.
Solutie. Functia lui Lagrange este
L(z,y,z;\, 1) = f(x,y,2) + AFi(z,y, 2) + p Fa(z,y, 2).
Inlocuind expresiile functiei scop si ale legaturilor, obtinem
Lz oy s\ p) =2+ Mo +y+2)+p@®+y* +22—1).

Sa determinam acum derivatele partiale de ordinul intai ale functiei lui
Lagrange. Avem

oL oL

%($7y7Z7A>M)_A+2M:L’7 afy(ﬂf"»y;%)\;ﬂ)—)\ﬂLQ/W?

oc oc

a(x’yaza)‘nu) =1 +>\—|—2IMZ, a($ay72a)\aﬂ) = F1($7yvz) =r+y+z,
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gﬁ(%y, zh ) = Fy(z,y,2) =2 +y* +2° — 1.
Sa rezolvam sistemul
A+ 2ux =0
A+ 2uy = 0
1+ A+2uz = 0
rT+y+=z =0
24+ + 22 = 1,

obtinut prin anularea derivatelor partiale de ordinul intai ale functiei lui
Lagrange.
Solutiile acestui sistem sunt:

777’_277_737 _77—77277_77_7
6 6 6" 36 6° 66" 3 6

Aceste rezultate arata ca functia scop are doua puncte stationare condi-
tionate:

V6 V6 V6 V6 V6 V6
Ml(iyia_27>; M2<_7a_7727>7
6 6 6 6 6 6
1 6 1
corespunzatoare respectiv valorilor \; = —3 = \é_ Si Ay = —3 Lo =

V6

Diferentiala a doua a functiei Lagrange este
d?L(x,y,z; M\ p) = 2u(dz® 4+ dy? + dz?) + 2(dx + dy + dz)d)+
+ 2(xdx + ydy + zdz)dp.

Daca avem in vedere faptul ca intr—un punct oarecare al multimii solu-
tiilor sistemului format de legaturi au loc relatile:

dr +dy +dz =0; 2xdx + 2ydy + 2zdz =0,

obtinute prin diferentierea legaturilor, rezulta ca expresia diferentialei a doua
a functiei lui Lagrange devine

L(x,y, z;\, 1) = 4u(de? + dedy + dy?).
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Pentru cazul cand consideram primul punct stationar conditionat dife-
rentiala a doua a functiei lui Lagrange

d*L(z1,y1, 213 A1y fi1) = Q\f(dIQ + dzdy + dy?)

este o forma patratica pozitiv definita, cea de a doua diferentiala

6
d2£($2,y2, 293 A2, MQ) = —Qé_(de + drdy + dyz)

fiind o forma patratica negativ definita.

In concluzie, M; este punct de minim conditionat in timp ce M, este un
punct de maxim conditionat al functiei scop f(z,y,z) = z.

Rezultatele pot fi interpretate geometric.

Sistemul format de legaturi reprezinta multimea punctelor aflate la intersectia
sferei cu centrul in origine si raza 1, cu planul care trece prin centrul sferei
si are normala de paramatri directori (1, 1, 1). Evident, planul specificat taie
sfera dupa un cerc mare al ei. Atunci, functia scop reprezinta cota unui punct
aflat pe cerc. Este clar acum ca dintre toate punctele cercului exista unul de
cea mai mica cota, acesta fiind M; si un altul, M, cu cea mai mare cota. m

Exemplul 1.4.1 Dintr-un fier cornier de lungime 20 de unitate si o foaie
de sticla cu aria egala cu 16 wunitati, urmeaza sa se construiasca un ac-
variu. Cum trebuiesc croite materialele astfel incat capacitatea acvariului sa
fie maxima?

Solutie. Acvariul ce urmeaza a fi proiectat are forma unui paralelipiped
dreptunghic cu lungimea z, latimea y si inaltimea z, capacitatea sa fiind
atunci egala cu zyz.

Putem presupune ca z >y > z > 0.

Laturile paralelipipedului provin din fierul cornier, deci insumarea lungim-
ilor acestora trebuie sa dea lungimea materialului. Cum din cele 12 muchii
ale unui paralelipiped din fiecare dimensiune sunt cate patru, urmeaza ca
T+y+z=0.

Oricare din cele sase fete ale paralelipipedului este un dreptunghi de arie
fie zy, fie yz, fie zx. Deoarece sunt cate doua dreptunghiuri cu aceleasi dimen-
siuni gi pentru ca provin din foaia de sticla ce trebuie in intregime consumata,
suma ariilor acestor fete trebuie sa fie 16. Prin urmare, zy + yz + zx = 8.
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Constatam ca pentru a rezolva problema data trebuie sa solutionam o
problema de extrem conditionat in care functia scop, definita pe multimea
deschisa D = {M(z,y,z)|x >y > z > 0}, este f(x,y, 2) = xyz, iar legaturile
sunt:

Fi(z,y,z)=x+y+2—-5=0, Fy(z,y,2)=zy—+yz+zx—8=0.
Fie L(z,y, z; A\, ) functia lui Lagrange corespunzatoare
£<xaya Z3 >\7ILL) = f(xvya Z) + )\Fl(l',y,Z) + MFQ(ZE,y,Z)-

Derivatele partiale de ordinul intai ale ei sunt:

oL

@A) = yrd Aty +2),
ga%%%ku)z wwt At plzta),
gj@%@Aw)::xy+A+mx+w,
L o yidi) = Fi(oa.2),
gﬁ(x,y,z;/\,u) = Iy(z,y,2).

Sistemul de cinci ecuatii cu cinci necunoscute format prin anularea acestor
derivate partiale este

yz+A+ply+z) =
ze+ A+ u(z+x) =
zy+ A+ p(r+y) =
r+y+z-—>5 =

(1.10)

©c o o o o

xy+yz+zxr—8 =

Pentru a rezolva mai simplu acest sistem, observam ca primele trei ecuatii
ale sale pot fi interpretate ca un sistem liniar si omogen in necunoscutele 1, A
si . Fiindca o solutie a acestui sistem este nebanala (prima sa componenta
este egala cu 1), urmeaza ca rangul matricii sistemului trebuie sa fie mai mic
decat 3 si deci
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yz 1 y+=z
2z 1 z+2 |=0 = (2—y)(32* - 10z +8) =0.
zy 1 x4y

Egalarea cu zero a fiecarui factor din ecuatia rezultata, la care se adauga
ultimele doua ecuatii ale sistemului (1.10), conduce la doua sisteme de trei
ecuatii cu necunoscutele x,y si z

z2—1y=0, 322 — 10z + 8 = 0,
r+y+z—95=0, r+y+z—95=0,
Yy +yz+ 20 —8 =0, Yy +yz+zx —8=0.

Solutiile acestor sisteme sunt:

(1,2,2); (;ig) (2,2,1); (2,1,2); G;g) (% 4 Z),

dar numai doua se incadreaza in datele problemei si anume:

74 4
5799 ) 27 27 1).
<3 3 3> ( )

Pentru a determina valorile parametrilor lui Lagrange A si p corespunza-
toare acestor solutii, vom inlocui pe rand componentele acestora in primele
trei ecuatii ale sistemului (1.10) si astfel gasim pentru perechea (\, u) respec-
tiv valorile:

(196,—§); (4, -2).

Prin urmare, functia lui Lagrange are doua puncte stationare:

74416 4
(77777;77_7); (2727174—7_2)
33’39 3
si deci, functia scop are doua puncte stationare conditionate:
74 4
Mi(=, =, =); My(2,2,1
1(37373)7 2( ) 4y )7

corespunzatoare respectiv celor doua perechi de valori ale lui A si pu.
Diferentierea legaturilor intr—un punct arbitrar al multimii D, conduce la

de+dy+dz=0, (y+2z2)de+ (z+2)dy+ (z+ y)dz =0,
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care in cele doua puncte stationare conditionate, devin

dr +dy + dz = 0, dr +dy + dz = 0,
8dx + 11(dy +dz) = 0, 3(dr +dy) +4dz = 0.

Din primul sistem obtinem dx = 0 si dz = —dy, iar din al doilea dy = —dx
sidz = 0.

Diferentiala de ordinul al doilea a functiei lui Lagrange, intr—un punct
arbitrar al multimii D, are expresia

Lz, y, 25\ p) = 2[(2 + p)dedy + (v + p)dydz + (y + p)dzdz]+
+2(dx + dy + dz)d)\ + 2[(y + 2)dz + (2 + z)dy + (= + y)dz]dp.
care, in cele doua puncte stationare ale functiei £, devine:

16 4
2 L0 E
L (M 5 3)
Prima diferentiala este o forma patratica negativ definita si deci M; este
punct de maxim conditionat, iar cea de a doua este o forma patratica pozitiv
definita, fapt ce atrage ca punctul M, este punct de minim conditionat.
Valorile extreme corespunzatoare ale functiei scop sunt: f.. = f(M;) =
112
Wj Jinin = f(MQ) =4
In concluzie, problema data revine la dimensionarea fierului cornier in
patru bucati a cate 5 unitati lungime, fiecare din ele urmand a fi divizata in
cate trei bucati cu lungimile:

= —2dy*; d*L(My;4,—2) = 2dz?.

T4 4
37 3 3
Cat priveste foaia de sticla, aceasta urmeaza a fi croita in doua parti cu

arii egale, fiecare parte la randu—i urmand a fi divizata in trei bucati avand
ariile:

28 28 16

97 97 9’
Pentru aceasta, se comanda foaia de sticla cu lungimea de 6 unitati si latimea

8
de 3 unitati. Foaia astfel comandata se divizeaza apoi in doua parti identice

4 4
cu dimensiunile 6 si 3 Din fiecare parte se extrage un patrat cu latura 3
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iar din cele doua bucati ramase se croiesc cate doua dreptunghiuri identice

_ 4
de dimensiuni 3 si—. [ ]

3

Exemplul 1.4.2 Sa se dimensioneze o cutie paralelipipedica de volum dat
a®, astfel ca aria acesteia, fard capac, s fie minimd.

Solutie. Fie z, y dimensiunile fetei inferioare a cutiei si z inaltimea acesteia.

Dimensionarea cutiei, cu capacitatea prestabilita egald cu a®, astfel incat
aria acesteia, fara capac, sa fie minima, se realizeaza rezolvand o problema
de extrem cu legaturi, in care functia scop este

S:D — R+*, S(x,y,z) =ay+ 2(yz + zx),
unde D = {(z,y,2) € R?*| 2 > 0,y > 0,z > 0}, iar legatura este
F(z,y,2) = xyz — a® = 0.
Ca gi pana acum, introducem functia lui Lagrange
L(z,y, z;\) = xy + 2(yz + z2) + Mayz — a*),

derivatele sale partiale de ordinul intai fiind

oL

%(xvyaz)A) = y+22+>\y27

(gﬁ(x,y, Z;A) = x4 224 Az,
Y

oL

oL 3

a(%%za /\) = TYyz—a.

Egaland cu zero aceste derivate si impartind respectiv cu yz, zx, zy
primele trei ecuatii ale sistemului, se obtine sistemul

1 2
S+Z4a=0,
oy
1 2
S+ 4 A=0,
z T
2 2
124 a=0,
Ty

xyz —a’ =0,
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echivalent cu sistemul ale carui solutii sunt punctele stationare ale functiei
lui Lagrange. Acest sistem are o singura solutie

(092,092, %32, 2V

2 I

din care rezulta ca functia scop S = S(x,y, z) are punctul stationar condi-
av/2
M, (a V2, a\?’/i 5

tionat
corespunzator valorii \y = ——— a multiplicatorului Lagrange .
a
Diferentierea legaturii in punctul stationar conditionat pune in evidenta

urmatoarea legatura intre diferentialele variabilelor x, y si 2
1
dz = —i(dx + dy).

Calculul diferentialei a doua a functiei lui Lagrange in punctul ei stationar,
in care se tine cont de legatura dintre diferentialele variabilelor, conduce la
expresia

d?L(Mo; No) = 2(dz” + dxdy + dy?).

Constatam ca d?>L(My; \o) este o forma patratica pozitiv definita ceea ce
atrage faptul ca punctul M, este punct de minim conditionat pentru functia
Scop.

Prin urmare, capacul cutiei trebuie si fie un patrat cu latura av/2 si daci
3

IV a . . c e o N
inaltimea sa este — atunci aria cutiei, fara capac, are valoarea minima

S = 3a2V/4. Capacitatea cutiei este evident egal cu a?. ]

Exemplul 1.4.3 Fieca; >0, ; > 0,1 =1,2,--- n,p>1 siq > 0 astfel
tncat
1 1
-+-=1
p q
In aceste ipoteze are loc inegalitatea

S < (S (5)"

i=1 1=1

numita inegalitatea lui Holder.
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Solutie. Consideram functia reala de n variabile reale

w:D — IRy, u(fljl,ﬂ?z,"'axn):(zn:af)%'<zn:xg)$’ (1.11)
i=1 =1 '

D:{X:(xl,xgj...,xn)GR”|;EZ-ZO, 7::172,"',”}

n
si egalitatea A = Z a;x;, in care A € IR este o constanta.
i=1
Ne propunem sa determinam extremele conditionate ale functiei scop u
cu legatura
n
F(:Ul,xg,---,xn):A—Zaixizo. (1.12)
i=1
Pentru aceasta, consideram functia lui Lagrange

n

)" () + 243 o)

1 =1 =1

L(x;A) = (

n
1=

derivatele partiale de ordinul intai ale acesteia

B n 1 n 1_4
L0 = af (X ab)” - (X a) —day,
i=1 i=1
n
Lax;A) = A— Zalxi,
i=1
si sistemul de n 4 1 ecuatii cu necunoscutele 1, zq, -+, 2, s1 A
L n 1 n 14
B X)) (Xel) = Ay =120,
i=1 i=1
. (1.13)
Z a;Tr; = A7
i=1

obtinut prin anularea derivatelor partiale de ordinul intai ale functiei L.

Fara a restrange generalitatea putem presupune ca x; > 0 si a; > 0.
impérgind membru cu membru oricare doua ecuatii din primele n ale sis-
temului (1.13), de exemplu cele de indici j si m, avem

(:Ej )qfl _ Qj
Tm Qm
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Pentru un m fixat, rezulta

7 —xm(sj) je{1,2,--,n}\ {m}. (1.14)

m

Inlocuind (1.14) in (1.12), obtinem

n @ s L
7 -1
> i (=) + At = A,
i—1 A,
sau

Im N e = A (1.15)

Daca tinem cont ca [ =P L= ]3, din (1.15) deducem coordo-
q— q— q
natele 20 ale punctului stationar conditionat x° al functiei u
A P
0 = am, m=1,2,---,n

(1.16)

Diferentiala de ordinul 1 a functiei lui Lagrange intr—un punct arbitrar al
el este

n 1 n 1_q4.n
dL(x; \) = (Zaf)p< x?) ! v} ;- )\Za]dx] (1.17)
i=1 i=1 j=1
Dar punctul x = (21,29, -+, x,) € D verifica legatura (1.12) care, dupa
diferentiere, devine
> ajdr; = 0. (1.18)
j=1

Folosirea acesteia in (1.17) conduce la

dﬁ(x;A):(zn:af)l(Z ) qu ;.

1= i=1

Diferentiind in ambii membri aceasta noua expresie, obtinem

CLix ) = () (- (X af) S et e+
=1 = j=1

(1.19)

n

H1-g(San) (z";lxg az,)?).

i=1
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Sa cercetam ce devine diferentiala (1.19) in punctul stationar conditionat
xY al functiei u.
Folosind (1.16) precum si relatiile intre p gi ¢ constatam mai intai ca

n n A Py g1 A _1 n
0yg—=1 7. a)? e T~ dr. =
(25)"dzy = > <Zn apaj) dj = (Zn ap> > ajdz; =0.
m=1 m=1 i=1"" i=1" m=1
Cu acestea, diferentiala de ordinul 2 a functiei £ in punctul ei stationar
este (de valoarea lui A’ nu avem nevoie pentru cd ea nu apare in exprsia

(1.19))

@) S @R (1.20)

1 j=1

)"

1 %

L) = (0= 1)( )

n
1=

n

Fara a utiliza relatia (1.18), constatam ca (1.20) este o forma patratica
pozitiv definita pe IR". Daca insa utilizam (1.18), diferentiala (1.20) este, de
asemenea, o forma patratica pozitiv definitii, insa pe IR L.

Agadar, functia u are un punct de minim conditionat global, iar valoarea
sa minima este Uy, = u(xo) = A si ca atare se poate scrie

A<u(xy,x9, - 1), (V) x=(x1,29,-+,2,) € D. (1.21)

Din (1.12), (1.11) si (1.21) rezulta inegalitatea lui Hélder. u

Exercitiul 1.4.8 Fie D = {(z,y) € IR*| 2 > 0,y > 0} sin € IN*. Sd se
demonstreze ca are loc inegalitatea

" +y" T+ Y\n
7 2(5) @ @yeD.
Solutie. Determinam extremele conditionate ale functiei scop

2

fZD—>R+, f(x7y>:
cu legatura
F(z,y)=s—x—y =0,
unde s este un numar nenegativ considerat ca un parametru. Functia lui
Lagrange corespunzatoare este
2

Lz, y;A) = f(z,y) + AF(2,y) = +As -z —y),
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iar derivatele partiale de ordinul 1 ale sale sunt:

oL n

= . — n—1 _ .
5y (&Y A) 5% A
oL _ N .
@($797A) - 29 )‘a
oL

a('r7y7>\) = S=—T—Y.

Sistemul format prin anularea derivatelor partiale de ordinul 1 are solutia
s s n ;Ss\n—1
0= 35 Yo 9 70 2(2)
si deci (g, yo; Ao) este punct critic al functiei lui Lagrange, iar My(zo, yo)
este punct stationar conditionat al functiei scop f corespunzator valorii Ay a
multiplicatorului Lagrange A.

Natura punctului stationar conditionat al functiei scop f este aceeasi cu
natura punctului critic al functiei lui Lagrange, aceasta din urma stabilindu—
se in urma studierii diferentialei de ordinul al doilea al functiei £ in punctul
(300, Yo; >\0)-

Daca avem in vedere ca dy = —dx, fapt ce rezulta din diferentierea
legaturii F(z,y) = 0, rezulta ca

s

n—2
PL(x0,y0: ) = n(n = 1)(3)" da?,

din care se vede ca diferentiala de studiat este o forma patratica pozitiv
definita pe IR, fapt ce atrage ca M, este punct de minim global al functiei
scop f. Prin urmare,

v
I

"ty ()G (S>n:($+y>n

f(z,y) > f(xo,90) = 9 5

si cu acestea inegalitatea este demonstrata. [ |

Exemplul 1.4.4 Daca forma patratica
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este pozitiv definita, exista o > 0 st § > 0 astfel incat

afx|* < h(x) < Blx[%, (V) x € ", (1.22)

n
unde ||x|| = | Y a7 este norma euclidiand a vectorului x = (x1, T2, -+, Tp).
\ i=1

Solutie. Vom determina intai valorile extreme ale functiei h pe sfera din
spatiul euclidian IR" cu centrul in origine si raza unitate

i+ as+ e al—1=0.
Aceasta este o problema de extrem conditionat a functiei h cu legatura

F(X):F(%,fz,"-,xn)Zl—x%—xg—---—xi:()‘

Pentru a o rezolva, introducem functia lui Lagrange

n n

L(x;0) =h(x) + AF(x) =D ayza; + M1 —af —a5 — - —a2),

i=1j=1

determinam derivatele partiale de ordinul 1 ale sale

oL i ,
%(X;)Q = 2(Zaij:cj—)\xi), i=1,2,---,n,
7 j=1
oL
a(x; A) = 1-x|7
si apoi rezolvam sistemul de n + 1 ecuatii in necunoscutele xy, 9, -+, z, $i A

n

j; oo (1.23)

1— x| =0,

obtinut prin anularea derivatelor partiale in care, folosind simbolul Kronecker
n

d;j, termenul —\z; al ecuatiei de rang i s—a scris ca =AY _ &;;x;.
j=1
In calculul derivatelor partiale ale functiei £ in raport cu variabilele z;
s—au aplicat regulile de derivare a sumei si produsului de functii si s—a tinut
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cont de faptul ca matricea A = (a;;) € Myxn(IR) a formei patratice h este
simetrica (a;; = aj;).
Subsistemul format de primele n ecuatii ale sistemului (1.23)

(an — )\)1'1 -+ 129 + -+ A1nTn = O,
a91T1 + ((122 — )\)332 + -+ Ao2nTy = O,
Ap1T1 + An2X2 + -+ (ann - )‘>xn = 0
este un sistem liniar si omogen in necunocutele xy, o, - -+, x,, necunoscuta

A fiind considerata un parametru real. Acesta are solutii nebanale daca si
numai daca determinantul matricei sale este nul,

P(\) = det (A — Al,) = 0.

Ecuatia P(\) = 0 este ecuatia caracteristica a matricei A, iar radacinile
sale sunt valorile proprii ale matricei A. Deorece h este forma patratica pozitiv
definita, matricea acesteia A are valorile proprii reale, pozitive si distincte.
Fie ca acestea sunt A\j, Ao, -+ A\,.

Prin urmare, pentru fiecare valoare a lui i intre 1 si n, sistemul

(CL11 — )\Z)xl -+ 12T + - + A1nTp = O,
(2171 + (a2 —A)z2 + -0+ A2n T, = 0,
An1T1 + An2T2 + o+ (A = AT = 0
(1.24)
are solutii nebanale. Fie y(® = (y%’), yé”, -,y o astfel de solutie. Sistemul

(1.24) fiind liniar si omogen, rezulta ca xV = ky® este, de asemenea, solutie
nebanala daca k este o constanta reala nenula oarecare. In particular, pentru

1
k= m solutia corespunzatoare a sistemului (1.24) este de norma unitate.
y 1
Dacs x® = (21", 2" ... ()} este o solutie nebanal a sistemului (1.24),

cu

O =1 = @2+ @2+ @2 =1 = Fx) =0,
(1.25)
atunci

(2,2l 2D ) (1.26)
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este un punct stationar pentru functia lui Lagrange, iar

Mz( 51)7 JTS), e 7$$Z))

este punct stationar conditionat pentru functia h corespunzator valorii \; a
multiplicatorului lui Lagrange.

Sa determinam valorile functiei A in punctele stationare conditionate M,

My, -, M,. Pentru aceasta, scriem relatiile
anat) + apts + -+ anr, = Nt
a21x§i) + a2237g) T Ay = )\iili'g)> (1.27)
a1 Y + Al + - apr® = Az,

care exprima faptul ca x( este o solutie a sistemului (1.24). Daca inmultim
cele n egalitati din (1.27) respectiv cu :vgz), :Ug), -, 29 adunam rezultatele

membru cu membru si tinem seama de (1.25), obtinem
h(xD) =X, i=1,2---,n. (1.28)

Diferentialele de ordinul 2 ale functiei lui Lagrange in punctele stationare
(1.26) au expresiile

dQ,C(X(Z), /\z) = Z Z aijdxidxj

i=1j=1

si cum h este o forma patratica pozitiv definita va rezulta ca i aceatea sunt
forme patratice pozitiv definite.

Asadar, toate cele n puncte stationare conditionate ale functiei A sunt
puncte de minim conditionat, iar valorile sale in aceste puncte sunt \;, Ay, - - -,
An-

Fie o =min{\, Ao, -, A}, [ =max{A\, Ao, -, A\, }. Atunci,

a<hx), (V)xeR" |x|=1. (1.29)

Pe de alta parte, functia A fiind un polinom omogen de gradul al doilea
in variabilele z1, o, - - -, x,, deci o functie continua, iar sfera

()= {x e B'| x| =1} € R"
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o multime compacta in IR", conform teoremei lui Weierstrass, functia h este
marginita si igi atinge efectiv marginile.

Din (1.29) rezulta ca marginea inferioara a valorilor functiei /4 in punctele
sferei (5) este a.

Cat priveste marginea superioara a valorilor functiei h pe sfera (5), aceasta
este (3, deoarece, in caz contrar, din (1.28) si din faptul ca oricare din punc-
tele My, My, ---, M, este punct de minim conditionat al functiei A rezulta
ca exista o vecinatate V in IR" a punctului considerat cu proprietatea ca
valorile functiei h in punctele intersectiei acestei vecinatati cu sfera (S) sunt
mai mari sau cel putin egale cu 3. Acest rezultat insa contrazice ca 3 este
marginea superioara a valorilor functiei A in punctele sferei (.5).

In concluzie, daca tinem cont si de (1.29), putem afirma ca

a<hx)<p, (¥)xeR", |x|=1. (1.30)
Forma patratica h fiind o functie omogena de gradul doi, avem
h(tx) = t*h(x), (V) xe R", (V)te€ R. (1.31)

Sa consideram acum un element oarecare x € IR"\ {0}. Daca acest vector
este versor, atunci (1.30) este echivalenta cu

alx|* < h(x) < Blx[I*, (V) x € (S). (1.32)

Daca vectorul x € IR" \ {0} nu este versor, atunci vectorul

y = Hlex (1.33)
este versor si, conform (1.30),
a < h(y) < 6. (1.34)
Relatiile (1.31) — (1.34) conduc la
afx|* < h(x) < Blx[I*, (V) x € R"\ {0}. (1.35)

In sfarsit, considerand vectorul nul din R” si tinand cont c& h(0) = 0,
avem

al[o]* = r(0) = gllo]|*. (1.36)
Din (1.35) si (1.36) rezulta (1.22), ceea ce trebuia de demonstrat. ]
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Exercitiul 1.4.9 Sa se gaseasca cea mai mica $i cea mai mare valoare a
functiei

a; a n
f:D— R, flx1,@0, - 2p) = — 4+ — 4+ 2,

Ty T2 n

stiind ca xy > 0, x5 > 0,---, x, > 0 satisfac conditia (legatura)

F(l’l,l'Q,"',fEn) - b1x1+b2$2+"'+bnxn_p: Oa
unde: ay, a9, -+, ay;b1,ba, -+, by p sunt numere pozitive cunoscute.

Solutie. Vom determina valorile extreme ale functiei f in conditiile impuse
folosind metoda multiplicatorilor a lui Lagrange. Pentru aceasta introducem
functia

a;  a an
L(x1, @0, Tn; A) = — 4 — 4 oo = N2y + Doy + -+ 4 b, — D).
Ty 22 Ln

Anularea derivatelor partiale de ordinul intai ale acestei functii conduce

la punctul stationar conditionat M, al functiei f ale carui coordonate sunt

20

b [ Q; .
= 7 :172a"'7 3
! \ a1b1 + \/agbg —+ -+ \/anbn bi’ ! "

punct ce corespunde valorii

(Vaiby + Vaghy + - -+ + Va,b,)?
2

p

)\0:

a multiplicatorului Lagrange .
Diferentiala a doua a functiei Lagrange in punctul ei stationar (My; Ag)
este

2a 2a 2a
2 . _ 1 2 2 2 n 2
in care trebuie sa se tina cont de faptul ca diferentialele dxy, dxo, - - -, dz,
satisfac relatia
bldl’l + bgdl’g + -+ bndl‘n = O, (138)

obtinuta prin diferentierea legaturii.
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Din (1.37) si (1.38) rezulta ca diferentiala a doua a functiei £ in punctul
ei stationar este o forma patratica pozitiv definita si deci My este punct de
minim conditionat al functiei f, valoarea minima fiind

f(Mo)—;(\/EJr agby + - -+ + anbn)2.

Punctul de extrem astfel determinat este global, ceea ce permite scrierea
inegalitatii

a a a 1 2
f1+f2+~--+*n2*( arby +\/agby + -+ + anbn>,
T X2 Tn p
oricare ar fi numerele pozitive 1, xs,---, z, care satisfac conditia byx; +
bywy + -+ + by, —p = 0. u

Exemplul 1.4.5 Fie A media aritmetica a numerelor nenegative x1, xa,- - -,
Tpn. Atunct au loc inegalitatile:

—1
1T + 123+ -+ Tpo1 Ty < n(?z)A2§
R _nln=Dn-2) ,,
T1XTo9X T1ToX RRICIES S N ¥ M/ 3
1T2T3 + T1T2T4 n—2Tn—1Tp < 1.2.3 ) (1.39)

T1ToT3Ty + T1ToT3T5 + ++ + + Ty 3Ty 0Ty 1T, < CLAY

unde C* inseamnd combindri de n elemente luate cate k.

Solutie. Pentru demonstrarea primei inegalitati vom folosi metoda multi-
plicatorilor lui Lagrange pentru determinarea extremelor functiei scop

f(@1, @0, Ty) = 2100 + 2123 + - -+ + Ty 1Ty,
conditionate de legatura

F(xy, 29, - 2p) =21+ 20+ -+ 2, —nA=0.
Functia lui Lagrange este

L(x1, 29, ,Tp; A) = T1Z2+T123+ -+ Tp1Zy + M@ + T2+ - -+ 2, — NA),
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iar sistemul
To+r3+T4+-+x, +A = 0,

T t+r3trst+oo+x, A = 0,
T tretwzt+c T+ A = 0,

x1+x2+-~~+xn—m4 = 0,
obtinut prin anularea derivatelor partiale de ordinul intai ale functiei £, are
o singura solutie

( 11 1 L*)
A J A ? ) A ) A )
de unde deducem ca functia scop f are punctul stationar conditionat
1 1 1
M- = —— ... _ =
0 ( A ) A ) ’ A)

ce corespunde valorii \g = a multiplicatorului lui Lagrange .

Pentru determinarea naturii punctului stationar conditionat gasit, cal-
culam diferentiala de ordin doi a functiei Lagrange in punctul ei stationar
(Mo; No), In acest calcul avand grija sa tinem cont de faptul ca

dr; +dxs + -+ -+ dx, =0,
relatie obtinutd prin diferentierea legiturii. Intr—o primi fazi se giseste
d2£(M0; )\0) = Q(dmldl’g + dl’ldl'g +--F dl'nfldﬂjn).

Daca in aceasta expresie se foloseste legatura intre diferentialele variabilelor
T1, To,- -+, Ty, atunci

d?L(Moy; No) = 2(—dai—dxi—- - -—dx?_|—dvidvy—dridrs—- - —dr, odr, ).
Noua expresie a diferentialei de ordinul doi a functiei Lagrange in punctul

(Mg; M) este o forma patratica pe IR"™' de matrice (patratica de ordinul
n—1)

2 —1 -1 - —1
—1 -2 -1 - —1
H=| -1 -1 -2 - —1

~1 -1 =1 -+ =2
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Vom folosi metoda valorilor proprii pentru determinarea naturii acestei
forme patratice si in acest sens vom analiza radacinile polinomului caracter-
istic P(\) al matricei H egal, dupa cum se stie, cu P(\) = det (H — AI,,_1),
unde [,,_; este matricea unitate de ordinul n — 1. Se obtine

P(A) = (—n—A)(=1-XA)"7,

iar radacinule ecuatiei caracteristice P(A) = 0, identice cu valorile proprii ale
matricei H, sunt Ay = A==\, =—138i \,_1 = —n.

Cum toate valorile proprii ale matricei H sunt negative rezulta ca d2£(Mqy; \o)
este o forma patratica negativ definita, ceea ce atrage ca punctul stationar
conditioant M, al functiei scop f este un punct de maxim conditionat, va-
loarea sa fiind

-1
fmax:f(Mo):A2+A2+...+A2:C§A2:n(”Q')

Se vede ca punctul de maxim conditionat determinat este global si ca
atare

A%

nn—1) ,
$1$2+l‘1$3+"'+$n_1$n§71 B A,
oricare ar fi numerele nenegative x1, o, - - -, T, a caror suma este nA.
In mod analog se demonstreaza si celelalte inegalitati, schimbandu—se de
fiecare data doar functia scop. [ |

1.4.2 Probleme propuse

Exercitiul 1.4.10 Sa se gaseasca paralelipipedul de volum mazim, astfel ca
suma dimensiunilor sale sa fie constanta.

Indicatie. Notam cele trei dimensiuni ale paralelipipedului cu x,y, z. Ele
sunt legate prin relatia

Flz,y,z) =x+y+z—a=0.

Volumul paralelipipedului este V' = xyz. Problema se reduce la a gasi ex-
tremele conditionate ale functiei f(x,y, z) = xyz cu legatura F(x,y, z) = 0.
Se aplica metoda multiplicatorilor lui Lagrange.

Raspuns. My(a/3,a/3,a/3) este punct de maxim conditionat corespunza-
tor valorii \g = —a3/9 a multiplicatorului Lagrange A. Volumul maxim este
Vinax = a3 /27. n
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Exercitiul 1.4.11 Sa se determine dimensiunile unei cisterne avand forma
unui paralelipiped dreptunghic astfel incat sa aiba:

1. aria totald 2a® si capacitate mazimd;

2. capacitate data a® si suprafatd totald minimd

Raspuns.
3
V3 V3 V3 9
2. Smin = S(a,a,a) = 6a>.

Exercitiul 1.4.12 Sa se determine punctele de extrem ale functiei scop

f:(0,27) x (0,27) — IR, f(x,y) = cos®x + cos®y,

conditionate de legatura F(x,y) =x —y — % = 0.

Indicatie. Se aplica metoda multiplicatorilor lui Lagrange, functia £ fiind

L(x.y,)) = cosz +cosy + A(w —y = 7).

Raspuns. Sistemul din care rezulta punctele stationare ale functiei £
are solutiile:

5 3 \/§ 97 T V2
R T S
137 11r V2
xr3 = ?793 = ?J\?, = —7'

Se deduce ca f are trei puncte stationare conditionate: M (z1,y1); Ma(z2,y2);
M;(x3, y3), corespunzatoare valorilor Ay, Ay, Az ale multiplicatorului Lagrange
A

Punctele M; gi M3 sunt puncte de minim conditionat i fim = f(M;) =
f(Ms) = (2 —+/2)/2, iar Ms este punct de maxim conditionat §i fpax =
f(My) = (24 v/2)/2. m
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Exercitiul 1.4.13 Sa se determine extremele functiei scop

[y, 2) =2 +y+2

1 1 1
conditionate de legatura F(z,y,z) = — 4+ —+——1=0.
Ty z

Raspuns. fum = f(3,3,3) =9. [

Exercitiul 1.4.14 Sa se determine extremele functiei scop
fla,y,2) =a* +y* + 2
conditionate de legatura F(x,y,z) =x+y+2z—3=0.

Raspuns. My(1,1,1) este punct de minim conditionat corespunzator valorii
Ao = —4 a multiplicatorului lui Lagrange. ]

Exercitiul 1.4.15 Sa se determine punctele de extrem local ale functies
f:D— R, f(x,y,2)=mxyz, D={x=(x,y,2)€ R z>0,y>0,z2>0},

conditionate de legaturile Fy(x,y,2) = 22 +y* + 22 =1 =0 gi Fy(x,y,2) =
r+y—z2=0.
Ce interpretare geometrica poate fi data rezultatului determinat?

Indicatie. Se aplica metoda multiplicatorilor lui Lagrange.
V6 V6 V6
6’ 6 3
y . V6 Lo
respunzator valorilor \y = 13 Mo = 6 ai multiplicatorilor lui Lagrange A, i

§i fin = f(Mo) = \1/86

Rezultatul gasit poate fi interpretat geometric astfel: dintre toate par-
alelipipedele dreptunghice din primul octant cu trei dintre fete coincizand
cu planele de coordonate ale reperului Ozyz si varful opus originii situat pe
portiunea din primul octant a cercului de intersectie dintre sfera cu centrul
in origine si raza 1 cu planul x +y — z = 0, cel care are varful opus originii

Raspuns. Punctul MO( ) este punct de minim conditionat co-

in punctul M, are volum minim, egal cu —. |

18
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1.5 Extremele functiilor reale definite pe mul-
timi compacte in R™

1.5.1 Exemple si exercitii rezolvate

Exemplul 1.5.1 In planul raportat la reperul cartezian Oxy se considerd
mulfimea
K={M(z,y): 2>0,y>0, z+y—1<0}.

Dintre toate punctele acestei mulfimi compacte limitata de segmentele
OA, OB si AB, unde A(1,0) si B(0,1), exista unul cu proprietatea ca suma
patratelor distantelor euclidiene la punctele O, A si B este cea mai micd.

Solutie. Suma patratelor distantelor euclidiene de la un punct M (z,y) € K
la cele trei puncte este :

(5.1) fla,y) =20 + 25" + (2 = 1)° + (y — 1)°.
Problema se reduce atunci la aflarea celei mai mici valori a functiei

feF(K), flry)=222+2"+ (-1 +(y—1)?% (V) (x,y) € K.
(1.40)
Cautam punctele de extrem ale restrictiei functiei (1.40) la interiorul
domeniului de definitie.
Pentru aceasta rezolvam sistemul format prin anularea derivatelor partiale

de ordinul intai ale lui f.

1 1
Se gaseste punctul My(xo, o), unde xg = 3’ siyo = 3

Diferentiala a doua a functiei f in punctul My este d*f(zq,yo) = 6dx? +
6dy?. Aceasta diferentiald este o forma patratica pozitiv definita, deci M, este
punct de minim local al functiei f aflat in interiorul domeniului de definitie

4
al functiei. Valoarea functiei f in acest punct este f(xg,yo) = =.

Examinam acum valorile lui f pe segmentul OA care face parte din fron-
tiera lui K. Pentru aceasta este suficient sa punem y = 0 in expresia lui
f(z,y). Obtinem astfel valorile restrictiei functiei f la acest segment, pe care
o notam cu f/oa

froa:10,1] = R, froalz) =22+ (x—1)*+1, ze€][0,1]. (1.41)
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Functia reala de variabila reald din (1.41) are un singur punct stationar caci

derivata acesteia se anuleaza intr—un singur punct din itervalul (0, 1) si anume

1
o = <.

3

1
Diferentiala a doua a functiei (1.41) in punctul zo = 3 este d® fr0a(xo) =

6dx? care evident este forma patraticd pozitiv definita si ca atare punctul
M;(z¢,0) este punct de minim pentru functia f care are in acest punct va-

loarea —.

Sa remarcam ca in extremitatile intervalului [0, 1] functia din (1.41) are
valori extreme de asemenea insa ambele sunt puncte de maxim.
Intr—un mod similar se constata ca cea mai mica valoare a restrictiei func-

5
tiei f la segmentul OB este 3 si reprezinta valoarea lui f in punctul de minim
1
%@ﬁ)

Pentru a examina valorile lui f pe segmentul deschis BA vom considera
restrictia sa la acest segment care se obtine din f(x,y) prin inlocuirea lui y cu
valoarea sa scoasa din ecuatia segmentului BA, adicay =1 -z, z € (0,1).
Se obtine

frBa:(0,1) = R, fipa(z) =32*+3(x—1)? ze€(0,1). (1.42)

Aplicand functiei (1.42) algoritmul de determinare a extremelor libere

: . . . 1 :
care se desprinde din Sectiunea 8.1, gasim ca pentru x3 = — se realizeaza un

minim al functiei (1.42) de valoare § Aceasta atrage ca in punctul My (5, ;),
aflat pe segmentul BA, functia f are un minim local si valoarea valoarea
functiei in acest punct este desigur —.

Analiza rezultatelor conduce la concluzia ca valoarea cea mai mica a func-
tiei f din (1.40) este — si este atinsa in punctul Mo(g, g) care este centrul

de greutate al unei placi plane omogene ce ocupa domeniul K. [ |

Exemplul 1.5.2 Cea mai mare valoare a functiei reale

feFK), flz,y)=2>—y", (z,y)€K,

unde K este discul inchis cu centrul in origine si raza 2, este atinsa intr—un
punct de pe frontiera multimii K.



86 Ion Craciun

Solutie. Deoarece K = B(0,2) rezultd ca aceastd multime se poate scrie in
forma
K ={(z,y) € R*: 2* +y*> < 4}.

Singurul punct stationar al restrictiei functiei f la multimea IO( este
originea reperului Ozy, care se vede imediat ca nu este punct de extrem
al functiei deoarece diferentiala a doua a functiei f in acest punct este
d*>f(0) = 2dx® — 2dy? care este forma patratica nedefinitd deci originea repe-
rului este punct ga pentru functia f.

Determinam valorile extreme ale restrictiei functiei f la frontiera multimii
K, deci la cercul de ecuatie F(x,y) = x*>+y*—4 = 0. Pentru aceasta folosim
metoda multiplicatorilor lui Lagrange. Functia lui Lagrange este

Sistemul care da punctele stationare ale functiei £

2x 4+ 2y = 0,
—2y+ 2\ y =0,
2 +y?—4=0,

are solutiile:
(2,0;—=1); (=2,0;—1); (0,2;1); (0,—2;1).
Rezulta atunci ca functia scop f are punctele stationare conditionate
M;(2,0), My(—2,0), M3(0,2), My(0,-2),

primele doua corespunzatoare valorii A = —1, ultimele fiind corespunzatoare
valorii A = 1 a multiplicatorului lui Lagrange .
Diferentiala a doua intr—un punct curent al functiei lui Lagrange este

d*L(z,y; \) = 2(\ + 1)da® +2(\ — 1)dy*.

Pentru primele doua puncte se obtine ca diferentiala a doua a functiei lui
Lagrange este —4dy?, deci forma patratica negativ definita, ceea ce atrage ca
M; si M, sunt puncte de maxim conditionat. In celelalte dous puncte critice
ale functiei lui Lagrange, diferentiala a doua este egala cu 4dz?. Cum aceasta



Exercitii si probleme rezolvate si propuse 87

este o forma patratica pozitiv definita, rezulta ca M3 si M, sunt puncte de
minim conditionat ale functiei scop f.

In punctele de maxim conditionat, functia f are valoarea 4.

Deci, cea mai mare valoare a functiei f este 4 si aceasta este valoarea func-
tiei fie in punctul M, fie in punctul Ms, ambele aflate pe frontiera domeniului
de definitie al functiei f. [ |

Exemplul 1.5.3 Fie functia
f:D— R, f(x,y,2)=2>+2y>+32%

unde D = {x = (z,y,2)| 2* + y* + 2? < 100}.

Cea mai mica valoare a functiei f este atinsa in interiorul domeniului de
definitie, 1ar cea mai mare, egala cu 300, este valoarea sa intr—un punct de
pe frontierd.

Solutie. Domeniul D de definitie al functiei f este o multime compacta si
reprezint# bila inchisa in JR® de raza 10 cu centrul in origine.

Deoarece functia f este diferentiabila in interiorul multimi D, pentru a
afla valorile sale extreme in puncte ale interiorului multimii D procedam ca
la determinarea punctelor de extrem local ale unei functii reale de mai multe
variabile reale.

Sistemul format prin anularea derivatelor partiale de ordinul intai ale
functiei f are doar solutia (0,0, 0) si deci singurul punct stationar al functiei
f este originea reperului.

Diferentiala de ordinul al doilea a functiei f in origine este

d?£(0,0,0) = 2d2® + 4dy® + 6d2*

si este evident ca este o forma patratica pe IR, pozitiv definita.

Prin urmare, in origine, functia f are un punct de minim iar valoarea
minima este zero.

Sa determinam valorile extreme ale functiei f pe frontiera domeniului
acesteia care este sfera de ecuatie

F(z,y,z) =2° +y*>+ 2> — 100 = 0.

Deci, trebuie sa rezolvam o problema de extrem conditionat in care functia
scop este f iar legatura este ecuatia de mai sus. Pentru aceasta, introducem
functia lui Lagrange

L(z,y,z;\) = f(z,y,2) + AF(z,y, 2)
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careia 1i determinam punctele critice ale caror coordonate sunt solutii ale
sistemului

20(A+1)=0
2y A+1)=0
22(A+1)=0

2?2 +y? +22—-100 =0,

format prin anularea derivatelor partiale de ordinul intai ale functiei L.
Prin rezolvarea acestui sistem gasim trei puncte stationare ale functiei £

(10,0,0;—1), (0,10,0;—1), (0,0,10;—1)
din care deducem ca functia f are punctele stationare conditionate
M;(10,0,0), M,5(0,10,0), M;(0,0,10)

corespunzatoare respectiv valorilor —1, —2, —3 ale multiplicatorului A a lui
Lagrange.

Diferentiala de ordinul 2 a functiei lui Lagrange £ intr—un punct oarecare
de pe sfera are expresia

d’L(z,y, 2 \) = 2(A+1)dz® +2(A+2)dy* +2(A\+3)d2* +4(xdx +ydy+ zdz)d),

expresie ce se simplifica daca tinem cont ca intre diferentialele variabilelor
exista legatura
xdr 4+ ydy + zdz = 0.

Astfel, intr-o prima faza, putem scrie
dL(w,y, 7 A) = 2(A+ Dda® + (A + 2)dy® + (A + 3)d2?),

Diferentialele de ordinul 2 ale functiei £ in punctele ei stationare au re-
spectiv expresiile
d*L(My; —1) = 2(dy? + dz?), d>L(My; —1) = 2(dz? — dx?),
d>L(Ms; —1) = —2(2dx? + dy?).
Prima diferentiala este o forma patratica pozitiv definita, a doua este forma

patratica nedefinita, in timp ce a treia diferentiala este forma patratica neg-
ativ definita.
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Rezultatele gasite arata ca, pentru functia f, M; este punct de minim
conditionat, M, este un punct de tip sa, iar M3 este punct de maxim condi-

tionat.

Prin urmare, in punctele sferei de raza 10 cu centrul in origine, func-
tia f are o valoare minima, egala cu f(M;) = 100 si o valoare maxima
f(Ms) = 300.

Luand in calcul si valorile pe care le ia functia f in interiorul domeniului
ei de definitie, rezulta ca cea mai mica valoare a functiei este zero, atinsa
in origine, iar cea mai mare valoare este 300, iar aceasta valoare este luata
intr—un punct de pe frontiera domeniului D. ]

Exercitiul 1.5.1 Sa se gaseasca cea mai mica $i cea mai mare valoare a
functiei
. 2
fK—>R7 f(x7y):ff3+ya

unde IK = {(v,y) € R?| 22+ 4> — 1 < 0}.

Solutie. Determinam intai extremele locale ale functiei f in interiorul D al
multimii compacte I, D = {(z,y) € IR?*| 2> + y* — 1 < 0}, ce reprezinta
discul deschis de raza 1 cu centrul in origine.

Derivatele partiale de ordinul intai ale functiei f,

f,:v(xvy> = 3$2, f,?J(x?y) = 23],

se anuleaza doar in origine si deci O(0,0) este singurul punct stationar al
restrictiei functiei f la domeniul D.

Diferentiala a doua a functiei f in origine, d*f(0,0) = 2dy?, este forma
patratica pozitiva si deci nu putem preciza natura punctului stationar pe
aceasta cale. Se impune sa cercetam semnul diferentei f(x,y) — f(0,0).
Aceasta diferenta poate avea valori atat pozitive cat si negative in orice
vecinatate a originii si ca atare originea nu este punct de extrem al restrictiei
functiei f la interiorul domeniului ei de definitie. Acest punct este de tip sa.

Cercetam acum extremele restrictiei functiei f la multimea K \ D. Cum
coordonatele x, y ale punctelor acestei multimi satisfac ecuatia z?+y*—1 = 0,
rezulta ca trebuiesc determinate extremele conditionate ale functiei scop f
cu legatura F(z,y) = 22 + y> — 1 = 0. Pentru a le determina, introducem
functia lui Lagrange

L(z,y; \) = f(x,y) + A\F(z,y) = 3+ y? + )\(:1:2 +y* 1),
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careia 1i calculam derivatele partiale de ordinul intai si apoi rezolvam sistemul
format prin anularea acestora. Se gasesc solutiile:

21
0,-1;-1);  (0,1;-1); (g,gﬁ;—l);
2 1 3 3 (1.43)
(g, —5\/5; —1); ( —1,0; 5); (1,0; —5),
care vor fi punctele stationare ale functiei £. Corespunzator,
21
My(0,=1);  My(0,1);  Ms(%, 2V5);
33
o (1.44)
Mi(5,—3VB): Ms(=1,0)  My(1,0)
vor fi puncte stationare conditionate ale functiei f. Punctelor My, My, M3, M,
le corespunde valoarea A = —1 a multiplicatorului Lagrange, M5 corespunde
lui A = 3/2, iar pentru Mg valoarea multiplicatorului este A = —3/2.

Diferentiala a doua a functjiei lui Lagrange intr—un punct oarecare (z,y; \) €
IR? are expresia

d*L(z,y; A) = 2(3z + N)da® + 2(1 + \)dy?, (1.45)

in care trebuie avut in vedere ca intre diferentialele variabilelor independente
exista relatia
2xdz + 2ydy = 0, (1.46)

obtinuta prin diferentierea legaturii.

Inlocuind pe rand (z,y; \) din (1.45) cu ternele din (1.43) si tindnd cont
de (1.45), gasim ca diferentiala a doua a functiei lui Lagrange in punctele
sale stationare are valorile:

d*L(My;—1) = —2dz*; d*L(My;—1) = —2dz?
d*L(M3;—1) = 10dy?;, d*L(My;—1) = 10dy? (1.47)
3 3
2 : _ 2. 712 A WA
d E(M5,§> = 5dy? d E(M&—z) = —dy

Din analiza formelor patratice (1.47) putem spune ca My, My, Mg sunt
puncte de maxim conditionat si M3, M,, M5 sunt puncte de minim condi-
tionat ale functiei f, valorile functiei f in aceste puncte fiind

23

FM) = f(My) = f(Me) =1, f(Ms) = f(My) = o, f(Ms) =—1.
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Asadar, valoarea maxima a functiei f este 1, aceasta valoare fiind luata
in oricare din punctele My, My, Mg, iar cea mai mica valoare a lui f este —1
si reprezinta valoarea functiei in punctul Ms.

S observam ci extremele conditionate ale functiei f(z,y) = 2% + y?
cu legatura F(z,y) = 2> + y> — 1 = 0 se pot determina si pe altd cale,
calculand extremele locale ale functiei h : [—1, 1] — IR ale carei valori, h(z) =
x3—2%+1, se obtin prin inlocuirea lui y* din expresia lui f(x,y) cuy® = 1—22,
aceasta din urma rezultand din legatura.

Tabloul de variatie al functiei h arata ca x = 0 si x = 2/3 sunt puncte de
extrem din interiorul domeniului de definitie al functiei A, primul de maxim,
al doilea de minim, cu valorile corespunzatoare 1 gi 23/27.

Luand in calcul si valorile lui A in extremitatile intervalului [—1,1] de-
ducem ca cea mai mica valoare a functiei h este —1 iar cea mai mare este 1.
Valorile extreme ale functiei h coincid cu cele ale functiei f.

Pentru determinarea coordonatelor punctelor in care f ia valori extreme
se foloseste legatura y? = 1 — 2.

Rezultatele stabilite aratd ca daca perechile (z,y) sunt astfel incat z* +
y? — 1 <0, atunci

—1<2?+y2 < 1.

Aceasta dubla inegalitate a rezultat fie folosind metoda de determinare

a extremelor locale ale functiilor definite pe multimi compacte, fie deter-

minand extremele functiei h, restrictia functiei f la multimea solutiilor ecua-
tiei F'(z,y) = 0. n

1.5.2 Probleme propuse

Exercitiul 1.5.2 Dintre toate valorile functies

£ [0,

<3

sa se determine cea mat mica $i cea Mat MAre.

} — R, f(z,y) =sinz +siny + sin (v + y),

Raspuns. In interiorul multimii de definitie, functia f are o valoare maxima
locald fuax = 3v/3/2 in punctul My(n/3,7/3). Pe frontiera multimii de
definitie, f are un punct de minim in origine, valoarea minima fiind f,;, = 0,
doua puncte de maxim M;(7w/2,7/4), Ms(m/4,7/2), in ambele functia f
avand valoarea fuax = 1 + /2 si un punct de minim M;s(7/2,7/2) cu
f(Ms) = 2.
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Rezulta ca cea mai mica valoare a functiei f este egala cu zero, iar cea
mai mare valoare a sa este 3v/3 /2. [ ]

Exercitiul 1.5.3 Sa se determine extremele globale ale urmatoarelor functii
definite pe multimi compacte:

x,y) = 22+ y? — 122 + 16y,
1.f: K— IR, Fay) y2 ’ ;
K ={(x,y) € R*| 2* + y* < 25}
z,y) = 2% — vy + y2,
2. f K — R, f(z,y) 2 y+y
K ={(z,y) € [ [z + [y| < 1}

Raspuns. 1. Functia f are pe multimea K doua puncte de extrem, unul
de maxim M;(—3,4) si altul de minim M5 (3, —4), valorile sale fiind fi.x =
f(My) = 125 §i fiuin = f(M3) = —75. Ambele puncte sunt pe frontiera
multimii compacte K si pentru determinarea lor se foloseste metoda multi-
plicatorilor lui Lagrange, legatura fiind ecuatia frontierei z? + y* — 25 = 0.

Conform teoremei lui Weierstrass, care spune ca o functie continua pe o
multime compacta este marginita si igi atinge marginile, rezulta ca extremele
gasite sunt globale, deci:

SUD L sy flz,y) = f(—3,4) =125, inf x2+y2§25f(at,y) = f(-3,4) = =75.
2. Domeniul de definitie al functiei f este, in metrica J, bila inchisa de
raza 1 si centrul in originea reperului cartezian ortogonal Oxy. Aceasta bila
reprezinta patratul cu diagonalele de lungime 2 situate pe axele de coor-
donate. Functia f are un punct de minim in origine, cu fu;,, = 0, patru
puncte de minim, cate unul in interiorul fiecarei lature a frontierei multi-
mii K : M(1/2,1/2) cu f(My) = 1/4; Ma(—1/2,1/2) cu f(My) = 3/4;
M3(—1/2,—1/2) cu f(M3) = 1/4; My(1/2,-1/2) cu f(My) = 3/4 si inca
patru puncte de maxim situate in extremitatile segmentelor de dreapta care
reunite dau frontiera: A(1,0) cu f(A)=1; B(0,1) cu f(B) = 1; C(—1,0) cu
f(C)=1; D(0,1) cu f(D) = 1.

Rezulta ca valoarea maxima a functiei f pe multimea |z| + |y| < 1 este 1,
atinsa in oricare din punctele A, B, C, D, iar valoarea minima este 0, punctul

unde f ia aceasta valoare fiind in origine, ce este punct din interiorul multimii
K. [ ]
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1.6 Transformari punctuale regulate

1.6.1 Exemple si exercitii rezolvate

Exercitiul 1.6.1 Sa se arate ca transformarea T data prin

u = x4 >
T : , (x,y) €D,

v o= x2—y?

unde D = {(x,y) € R*| * > 0,y > 0,2 > y}, este o transformare punc-
tuala requlata, sa se determine inversa acesteia i sa se verifice ca produsul
jacobienilor celor doua transformart este egal cu 1.

Solutie. Functiile u = u(z,y) si v = v(x, y) sunt infinit diferentiabile pe mul-
timea deschisa D care este multimea punctelor planului raportat la reperul
cartezian xOy cuprinse intre semiaxa pozitiva Oz si portiunea din prima
bisectoare y = x aflata in primul cadran.

Determinantul functional

ou ou
%(x,y) @(xvy)

(.le,y) = =
! %Cr?y) @(xay)

20 2y

= —8zy

20 —2y

nu se anuleaza in punctele domeniului D. Rezulta ca transformarea T este o
transformare punctuala regulata.
Inversa T—*

1
r = —=vu+tv
T-1: \{5 . (u,0) € Q,
Yy = —=\Vu—u

a transformarii punctuale regulate T este, de asemenea, o transformare punc-
tuald regulata pe domeniul Q = {(u,v) € IR*| u > v > 0} si are jacobianul

ox ox

%(ua U) %@L,U) 1 1

1 -1

1 1

ay n 8 u2 — U2
%(U, U) %(U, U)

1

42 — 02
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Daca tinem cont ca vu? — v? = 2xy, atunci

D(u,v) D(z,y)
. -1
constatand astfel ca relatia intre cei doi jacobieni este verificata. [ ]

Exercitiul 1.6.2 Se dau transformarile
(Ty) w=x+y, w=y+z uw=z+z, DCIR
(TQ) V1 = UgU3, V9 = U3Uq, V3 = U% + U%, D* C BB.

Se cere sa se determine domeniile mazime D si D* in care (T1) si (T3)
sunt transformari punctuale regulate. Sa se determine transformarea com-
pusa To(T) si sa se verifice relatia

D(u17u27u3) . D(U17U27US) _ D(Ulav%vi’))
D(ﬂ?,y,Z) D(u17u2>u3) D(.ﬁC,y,Z) .

Solutie. Avem

110
D(ulau27u3)
D) g1 1| =240
D(t,y,2) 7
101

deci D = IR?; avem si

0 us U
D<Ula U2, US)

=] us 0wy |=2us(u?®+u?
D(UI,UQ,Ug) ( ! 2)
2u1 2’&2 0
deci D* = IR*\ A, unde A este reuniunea multimii punctelor din spatiu

pentru care uz = 0 (un plan) cu multimea punctelor din spatiu pentru care
uy = up = 0 (dreapta).
Transformarea compusa T»(7) este data de
v = (y + Z)(Z + Q?),
TQ(T1> Vy = (z+x)(x+y),
vy = (v+y)?+(y+2)?
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deci

Y+ z z+x 224+x+vy
D(Ulanav3) o
D(z,y,2)

2r+y+z z+x r+y
2(x +y) 22y +x + 2) 2(y + 2)

=4z + o)y +2)" + (v +y)°]
Daca tinem seama de forma transformarii (77) rezulta ca

D(uy,ug,u3)  D(vy,v2,0v3)

-D(UlaUQ;US) .
D(:L',y,z) D(u17u27u3)

= dus(u? + u?) =
Diry.z) el

si egalitatea din enunt este verificata.

1.6.2 Probleme propuse

Exercitiul 1.6.3 Sa se stabileasca daca transformarea

95

T: R \ {X = (331,9027333)\ 1 € IR,z > x3 > 0} - ZRS? T = (y1, 92, ¥3),

unde
yl = I,
1, 2
(T) Y2 = 5(952 - $3)>
Ys = Tals,

este transformare punctuald requlata (difeomorfism). In caz afirmativ, sa se

determine transformarea inversa transformarii (T).

Raspuns. Aplicatia T este difeomorfism. Multimea valorilor sale este \{y =

(Y1, 92, y3)| 1 € R,y > y3 > 0} si

xry =

yl)
(T71) { T2 = \[y2+ 15+ 43,
r3 = \/—yg—l—\/y%—l—y%.
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Exercitiul 1.6.4 Sa se cerceteze daca transformarea
T 629:2 + 6213’
T: R3 - R37 T = (@/1,92,93): (T) Y2 = €2x1 - 62I37

Ys = T1— T2

este transformare punctuald requlata (difeomorfism). In caz afirmativ, sa se
determine transformarea inversa transformarii (T).

Raspuns. ImT = IR*\ {y = (y1,%2,v3)| y1 > 0}. Aplicatia T este difeomor-
fism de la IR® la ImT. n

Exemplul 1.6.1 Aplicatia
T: R, x[0,2r) x R— R*\ {x=1(0,0,2)] 2z € R}, T=(,y,2),

unde
xr = pcosb,
() {y = psind,
z = z

este un difeomorfism de la multimea IR*. x [0,27) x IR la multimea IR*\ {x =
(0,0,2)] z € IR}. Sa se determine inversa aplicatiei T.

Raspuns. T : R*\ {x = (0,0,2)| 2 € R} —» R x [0,27) x R, T™! =
(p,0,2), unde

p = VRt
9 T
cosl) = —,
() o

. y

sinf =
m Y2’

v = Z.

Pentru determinarea functiei unghi polar 6 se precizeaza mai intai cadranul
si apoi se cauta solutia ecuatiei tgf = y/x din acel cadran. [ ]
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1.7 Dependenta si independenta functionala

1.7.1 Exemple si exercitii rezolvate

Exercitiul 1.7.1 Sa se arate ca functiile reale de trei variabile reale
f(l’,y,Z) =T+Y+z, g(x,y,z) =T —y+z h(xayaz) :4xy+4yza

definite pe IR*, sunt dependente functional si si se gdseascd relatia lor de
dependenta functionala.

Solutie. Deoarece numarul functiilor este egal cu numarul variabilelor inde-
pendente, vom calcula jacobianul acestora. Avem

of of of
Ox dy 0z
1 1 1
D(f.g.n) _ |99 09 99| _ 1 —1 1| =0
D(z,y,2) or Oy 0: |
4y 4z +4z 4y
on w0
Ox dy 0z

Acest rezultat demonstreaza ca functiile f, g si h sunt dependente func-
tional pe multimea IR>.

Termenii care compun expresia functiei h pot aparea din ridicarea la
patrat a exprsiilor functiilor f si g. Folosind aceasta observatie verificam
simplu ca relatia de dependenta functionala este

h(.’L‘,y, Z) = f2($7y72) - g2<$,y, Z)

si aceasta are loc in toate punctele spatiului IR®. [ |

Exemplul 1.7.1 Fie f, g, h, functic reale de o wvariabila reala derivabile si
inversabile.
Functiile u = u(z,y, z), v =v(x,y, 2) $i w=w(x,y, z), unde

u:f(%), v:g(g), w:h(;g), x>0, y>0, z>0,

sunt in dependentd functionald pe domeniul D = {(z,y,2) € IR*|x > 0,y >
0,z > 0}.
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Solutie. Functiile u, v, w sunt functii compuse, iar variabilele intermediare
z x

3:3(%972):%, t:t(ﬂf,y,Z):;, T:T(xvyaz)zg

satisfac evident identitatea

s(z,y,2) - t(x,y,2) 7(x,y,2) = 1.

Deoarece numarul functiilor este acelasi cu numarul variabilelor inde-
pendente, pentru a decide daca u,v si w sunt sau nu sunt in dependenta
functionala, este de ajuns sa calculam determinantul functional

ou ou ou
%(xayaz) @(x7y7z) &("L‘7yaz)

D(u,v,w) B @ @ %
W(Iayaz) - 8(E<x’y72) ay(x,y72) az(gj’y’z)

%(aj)yaz) aﬁy(ﬂfa%Z) &(xvyvz)

Folosind regula de derivare a functiilor compuse constatam ca valoarea
acestui determinant este

D(u,v, ) ragore | !
U, v, W  f'(s)g ()R (7 1, .
D(l‘,y,Z) (x7y7z) - (ZL‘yZ)2 O

Y —x 0

Cum ultimul determinant este nul, rezulta ca cele trei functii sunt de-
pendente functional. Relatia de dependenta intre inversele acestor functii
este

fHu) g7 () (w) =1,

aceasta rezultand din faptul ca s-t-7 = 1. [ ]

Exemplul 1.7.2 Functuile

1 1

1
e TG Taen)

(z—x)(z—y))’

cu f, g st h functii derivabile si injective pe un acelast interval I C IR, sunt
dependente functional.

w = h(
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Solutie. Intr-adevar, deoarece numarul functiilor este acelagi cu numarul
variabilelor independente este de ajuns sa calculam determinantul functional

ou ou ou
%(m7yaz) @(xayaz) &(‘T?y?z)

D(u,v,w) B @ @ @
W((E’y’ Z) - 8x<x’y’z) ay(fﬂ,y,Z) az(x’y’ Z)

%(xvyaz) aﬁy(%?%z) a(xayvz)

Pentru a calcula mai ugor derivatele partiale din expresia acestui deter-
minant, introducem variabilele intermediare
1 1 1

TEwe-2 T G-aw-2 | G-0e-y

Acum, functiile u, v, w sunt functii compuse si aplicand regula lantului de
derivare a functiilor compuse, gasim

y+z—2x T —z T —y
D
z—y z— r+y—2z

unde am folosit notatia

L PEgOre)
(0= 9)ly— =) — )"

Ultimul determinant este nul deoarece prima coloana (' a sa este combinatie
liniara de celelalte doua, C5 si C5; mai precis, C} = —Cy — Cs.

Rezultatul stabilit demonstreaza ca cele trei functii w, v, w sunt depen-
dente functional.

Deoarece

z—yYyt+r—z4+y—=x
(z—y)y —2)(z —z)
rezulta ca relatia de dependenta functionala ce se poate pune in evidenta
este

s+t+7= =0,

)+ (v) + b (w) =0,



100 Ion Craciun

unde s = f~!(u), t = g7 '(v) gi 7 = h™!(w) sunt functiile inverse corespunza-
toare functiilor date. [ ]

Exemplul 1.7.3 Functiile reale de n variabile reale
h(X) =z 4o+ F o, fo(x) =2+ 25+ + 2,
f3(x) =xix0 + - F 117 + XT3+ ToTp + -+ Ty 1T,
unde x = (x1, T, -, x,) € IR", sunt in dependentd functionala pe IR".

Solutie. Fie f = (fy, fo, f3). Matricea jacobiana Jp(x) € Mszy,(IR) are
ca elemente pe cele trei linii componentele corespunzatoare ale gradientilor

(VA)(x), (Vf2)(x) si (Vfs)(x). Prin urmare,

Ji(x) = 21 229 27,
x2+l‘3+"'l‘n x1_|_l'3++'rn e x1+x2+...+l‘n_1

Aceasta matrice are rangul 2 pentru ca orice minor de ordinul trei al matricei
este nul si exista cel putin un minor de ordinul al doilea diferit de zero. Prin
urmare, doua din cele trei functii sunt independente functional, cea de a treia
exprimandu-se in functie de aceste doua. Se observa ca are loc identitatea

f2(x) = fi(x) = 2 f3(x),

ceea ce arata ca relatia de dependenta functionala intre cele trei functii este

f2=f1—2fs. n

1.7.2 Exemple si exercitii propuse

Exemplul 1.7.4 Functiile reale de trei variabile reale
u = xy-—z,
vo= Tz,
wo= (@ DR )~y 1) - aly? - 22,

definite pe IR, sunt in depndentd functionald pe IR>.
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Indicatie. Se arata ca determinantul functional al celor trei functii in raport
cu variabilele x, y, z este nul, deci functiile sunt in dependenta functionala.

Raspuns. Legatura dintre u, v si w este : w = u? — uv + v2. m

Exercitiul 1.7.2 Ce relatie trebuie sa satisfaca derivatele partiale ale func-
tiei z = f(x,y) astfel incat z sa depinda de x si y prin intermediul functiei
u =%+ y*?

Indicatie. Relatia rezultd din conditia ca functiile z = f(x,y) si u = 22 + 3>
D(z,u
sa fie dependente functional. Pentru aceasta trebuie ca DE ’ ) = 0.
T,y
0z 0z
Raspuns. Relatia cautata este y— — x— = 0. ]
ox dy

Exercitiul 1.7.3 Sa se studieze dependenta sau independenta functiilor

V4
f1($7y72) - 57
f2($7y7z) = _I+ga
X
fs(l’;%z) = zZ—E€ .CU,

in punctele (1,0,0) ¢i (1,1,0).

Raspuns. Deoarece det Jg(1,0,0) # 0 si det Jg(1,1,0) # 0, rezultda ca in
ambele puncte fi, fo, f3 sunt independente functional. Aici, Je(z,y, 2) este
matricea jacobiana a functiei vectoriale f = (fi, fo, f3) calculatda in punctul

(z,y,2). (]

Exercitiul 1.7.4 Sa se studieze dependenta sau independenta functiilor reale
de patru variabile reale

fl(xaywzau) =

RSN~ S I NS

f2(‘rayazau) - )

fa(z,y,z,u) = 22+ +22—u

definite pe multimea (0,00) x (0,00) x (0,00) x (0, 00). [
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Indicatie. Matricea jacobiana a functiei vectoriale f = (f1, fo, f3) are trei
linii i patru coloane. Se determina rangul acesteia. Se gaseste rangJe(z,y, 2) =
3 in toate punctele (z,y,2) € ((0,00))%

Raspuns. Functiile date sunt independente functional. [ ]

Exercitiul 1.7.5 Studiati dependenta sau independenta functionala a func-
tiilor

fl(x7yvz) = ($+y—|—2)3 - 17

f2<x7y7 Z) - xQ + y2 + 227

f3<x7y7 Z) = (.Ty + Yz + Zx)Q + 27
definite pe IR®.

Raspuns. Cele trei functii sunt dependente functional. ]

1.8 Schimbari de variabile

1.8.1 Schimbarea variabilei independente in ecuatii di-
ferentiale ordinare

Exercitiul 1.8.1 Ce devine ecuatia diferentiala ordinara de ordinul al doilea

cu coeficienti variabili

d?y dy a?

2

CY 0™ Y2
T a2 + :de—Fny ’

daca noua variabila independenta este t, iar legatura cu vechea variabila x

1
este x = @(t) = E?

Solutie. Pentru x = ¢(t), obtinem functia compusa
2(t) = y(e(t) & yla) = 2(¢7' (2)).

. 1
In cazul considerat y(z) = z(—), deci:
T

dy, . dz, . dt  1dz, .  ,dz, .
=W = mg® =150
d*y d ydz d odz Ndt d*z sdz
O T L W B L S L NI Ly
702 da:( s ) dt( s )>d:r gz ()20 )
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Inlocuind expresiile acestor doua derivate in ecuatie constatam ca forma
transformata a sa este ecuatia diferentiala a vibratiilor armonice
d*z
-+ a’z = 0.
dt
Avantajul efectuarii schimbarii de variabila indicata consta in aceea ca
ecuatia transformata este una cunoscuta, careia i se cunosc toate solutiile

z(t) = Cy cosat + Cysinat,

unde C si C5 sunt constante reale arbitrare.
Revenind la variabila x, obtinem

a a
y(z) = C} cos — 4 Cysin —
x x
ce reprezinta toate solutiile ecuatiei diferentiale date. [ |

Exemplul 1.8.1 Ecuatia diferentiala ordinara de ordinul al doilea, liniara
st cu coeficienti variabili

d*y dy
2
— 4 2r——= =0
T I + 2x I +y ,
unde x > 0, este o ecuatie de tip Euler.
Schimbarea de variabild independentd x = €' conduce la ecuatia diferen-

tiala liniara cu coeficienti constanti
d*z  dz

@‘f‘a‘f—zzo,

careia 1 se poate determina toate solutiile.

Solutie. Deoarece functiile z si y sunt legate prin relatia z = y(e'), avem
y = z(lnx).

Derivand ultima relatie dupa regula de derivare a functiilor compuse,
avem:

dy dz dt 1 dz  _, dz,
de dt dr

:L"E—e dt’

dzx

dt

at?  dt

d? d /d d d &2y d
o) =~ E ) = G T
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Inlocuirea acestora in ecuatia initiala conduce la ecuatia diferentiala liniara
si omogena, de ordinul al doilea, cu coeficienti constanti
d?z n dz N 0
—+—+2z=0.
dt?  dt
Acestei ecuatii 1i putem afla solutiile dupa urmatorul procedeu.
Se cauté o solutie de forma z = e, unde A este un parametru real sau
complex. Impunand o astfel de solutie constatam ca parametrul A trebuie sa
verifice aga numita ecuatie caracteristica

M4+A+1=0
V3

si care are radacinile A\ o = — = +i——.

Celor doua radacini ale ecuatiei caracteristice le corespund solutiile

1
_Zt V3

_ V3
Zi(t) = eMt = e 2 (COSTt—FZSlnTt),

Yo V3,

Ht) = eMt = e 2 (COSTt—’iSin7t

ce sunt functii complexe, conjugate una celeilalte. Cum ecuatia diferentiala
este liniara, putem sa consideram alte doua solutii, combinatii liniare ale
acestora,

Z1(t) + Z(t) L V3 Z1(t) — (1) L V3

z(t) = 5 =e 2 cos Tt’ 2(t) = 5 =e 2 sin 715

care, dupa cum se vede, sunt functii reale.
Orice alta solutie a ecuatiei liniare cu coeficienti constanti este o combinatie
liniara a solutiilor z;(¢) si 22(t)

2(t) = Crz1(t) + Caza(t),
unde C si C5 sunt constante reale arbitrare. Alte solutii nu mai exista.

Spunem ca aceasta este solutia generala a ecuatiei diferentiale data. Asadar,

=t
z(t)=e 2 (C)cos \égt + Cy sin \égt)
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Tinand cont de legatura dintre functiile ¢ — z(t) si  — y(x) rezulta ca
solutia generala a ecuatiei diferentiale data este

1
y(z) = ﬁ

Daca se doreste o solutie anume, trebuiesc precizate valorile constantelor
C si Cy. Aceste constante se pot determina din conditii initiale care constau
in precizarea valorilor functiilor z +— y(z) i z — y/(x) intr—un punct arbitrar
dar fixat din intervalul (0, 00). De exemplu, daca luam drept conditii initiale

valorile /3
3
+ A
2

V3 (V3
(01 cos (7 In x) + Cy sin (7 lnx)).

y(1) =1, y'(1) = -

atunci ¢, = Cy =1 si deci

DN | —

1 V3 V3
y(x) = ﬁ(cos (71111:) + sin (7 lnx))

este solutia ecuatiei date initial care verifica si conditiile initiale precizate. m

1.8.2 Schimbarea ambelor variabile intr—o ecuatie di-
ferentiala ordinara

Exercitiul 1.8.2 Ce devine ecuatia diferentiala de ordinul al doilea

d2y+(dy)2_dy_0

x@ dx dr

daca se schimba intre ele rolul variabilelor?

Solutie. Variabilele ecuatiei diferentiale sunt z si y, prima fiind indepententa
iar a doua dependenta de prima, y = y(x).

Variabila y este functia necunoscuta a ecuatiei diferentiale.

A schimba rolurile variabilelor Inseamna a considera ca

v =y =y (z).
Folosind legatura intre derivata unei functii cu derivata inversei sale
dy 1
de  dx
dy
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si regulile de derivare a functiilor compuse, gasim

A’z
Py dy?
dr2 ~ sdxN3
S

Inlocuind expresiile acestor derivate in ecuatia data, obtinem

d?*z (dx)2 dx

a2 " \ay =0

z(y) - @ =

Schimbarea rolului variabilelor nu aduce simplificarea ecuatiei diferentiale
date. [ ]

Exercitiul 1.8.3 Ce devine ecuatia
(1-2?)?y"+y=0, we€(-1,1)

prin schimbarea

r =tanht, y=——,
Y cosht

unde u = u(t) este noua functie necunoscuta?

Solutie. Diferentiem pe x si y

1 1 sinh ¢
r=———dt; dy = uw—u- ——5—dt,
cosh? ¢ 4 cosht cosh? ¢

dupa care efectuam raportul celor doua diferentiale. Obtinem

d d
y = % = coshtd—? — u sinh .

Pentru calculul derivatei secunde a functiei  — y(z) derivam ambii
membri ai egalitatii de mai sus in raport cu z, in membrul al doilea aplicand
regula de derivare a functiilor compuse
d*u

>y d du , dt 3
e = %(Coshta —u smht) In = cosh t<ﬁ — u)
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Cu acestea, ecuatia initiala devine

u —_
cosht

d2
(1 — tanh®t)? cosh® t(d—tg - u) +

sau echivalent,
d*u
dat?
Solutia generala a ultimei ecuatii este u(t) = 2Cit + Cy, unde C si Csy
sunt constante reale arbitrare.
Revenind la variabilele initiale rezulta ca solutia generala a ecuatiei dife-
rentiale data este

=0.

y(@:C1, Co) = (Cin 2 4 )T =22

11—z

la aceasta ajungandu-se dupa ce se inverseaza functia z = tanht. |

1.8.3 Schimbarea variabilelor independente in expresii
diferentiale cu derivate partiale

Exercitiul 1.8.4 Sa se transforme ecuatia diferentiala liniara, cu derivate
partiale de ordinul intai

0: 0= _
Y ou oy

dacd v =z, v = 2%+ y?, u si v fiind noile variabile independente.

0,

Solutie. Consideram functia

wlu,v) = 2(z(w,0),y(u,0)) & z(z,y) = wlu(z,y), v(z,y)).

Folosind regulile de derivare ale functiilor compuse, de doua variabile, ob-
tinem

0z ow ou ow ov ow ow
%(x>y) - %(u,v)%(x,y)—1—%(%1})%(%3/) —@(U,U)—FZI'%(U,’U)?
0z ow ou ow ov ow

@(l‘,@ﬂ = aiu(ujv)aiy(rvy)+%(uuv>@($ay>:2y%<uvv>'
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Cu acestea, ecuatia data se transforma in ecuatia diferentiala

evident mult mai simpla, care poate fi integrata, adica i se poate determina
toate solutiile. Intr-adevir, avem ci w = f(v), unde f este o functie arbi-
trara.

Asadar, solutia generali a ecuatiei initiale este z = f(2? + y?).

Din punct de vedere geometric, solutia generala a acestei ecuatii reprezinta
o suprafata de rotatie. [ ]

Exercitiul 1.8.5 Sa se transforme ecuatia diferentiala cu derivate partiale
de ordinul al doilea

0%u , 0%u

- = a°- -—,

ot? 0x?
(ecuatia propagarii undelor sau ecuatia coardei vibrante) dacd & = x — at,
n=x+ at, & si n fiind noile variabile independente.

Solutie. Introducem noua functie necunoscuta w prin
2(x,t) = w(l(z, 1), n(z, 1) = w(z — at,z + at),

ce va depinde de variabilele & si 7).
Derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei w, necesare inlocuirii
in ecuatia diferentiala data, se determina pornind de la cele de ordinul unu

5o = GG w0 + e et = 5

S0 = GG @)+ GGl = o - e + 5 n):

w ow

Aplicand aici operatorii de derivare partiala care se impun si folosind
derivarea functiilor compuse, gasim derivatele partiale de ordinul doi nemixte
ale functiei u

0%u Pw (’32 8211)
0%u (92 8211)

Thet) = (%Z@m S €M+ G (Em),
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care inlocuite in ecuatia initiala, conduce la forma transformata
0*w

0&0n

(&n) =0,

mult mai simpla, careia putem sa —i determinam solutia generala. intr—adevér, func-
tia
w(&,m) = f(&) +9(n),
unde f si g sunt functii arbitrare de doua ori diferentiabile, reprezinta solutia
generala a ecuatiei transformate.
In consecinta,
u(z,t) = f(x —at) + g(z + at)

reprezinta solutia generala a ecuatiei propagarii undelor. Primul termen din
membrul al doilea al expresiei solutiei generale corespunde unei unde regre-
sive, cel de al doilea termen unei unde progresive. [ |

Exemplul 1.8.2 Eapresia operatorului lui Laplace din IR in coordonate po-
lare este

0? 1 02 10
T o o pop
Solutie. Daca polul reperului polar coincide cu originea reperului cartezian
ortogonal Oxy, iar axa polara coincide cu axa Ox, atunci legatura dintre
coordonatele carteziene x, y si coordonatele polare p, 6 este

v? (1.48)

x = pcosf, y=psinb. (1.49)

Sa remarcam ca (1.49) reprezinta o transformare punctuala regulata intre
multimea (0, 00) x [0,27) si multimea R*\ {0 = (0,0)}.
Pentru a afla expresia laplacianului

o* 0

2—7 -
v _8x2+8y2

(1.50)
in coordonatele polare (p,6), in (1.50) trebuie sa efectudam schimbarea de
variabile independente (1.49). In acest scop trebuie sa exprimam operatorii
de derivare partiala de ordinul intai si pe cei de ordinul al doilea, nemixti, in
functie de operatorii

o 0 0? 0? 0?

dp’ 00" 9p>’ 0pdd’ 062"
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Folosind regula lantului de derivare a functiilor compuse, avem

9
ox
9
dy

0 op 0 o
dp Ox 00 Ox’

(1.51)
0 Op 0 00

3 oy 00 oy

Examinand (1.51), constatam ca avem nevoie de expresiile derivatelor
partiale de ordinul Intai ale lui p si 6 in raport cu variabilele x si y. Acestea,
le putem determina fie precizand mai intai transformarea punctuala regu-
lata inversa transformarii (1.49) i apoi calculand efectiv ceea ce dorim, fie
aplicand teoria sistemelor de functii definite implicit, caci (1.49) poate fi
interpretat gi ca un sistem de functiii definite implicit de forma

Fl(pa euxay)
FQ(pveaxay)

dupa care derivatele partiale sunt

exemplu,

= pcosfh—x = 0,
= psinf—y = 0,

rapoarte de determinanti functionali. De

Pe orice cale am proceda, obtinem

p
ox
ap
dy

Inlocuind (1.52) in (1.51), gisim

0

Ox

dp

dp 90 p

D(Fy, F)
__D(z,0)
D(Fy, Fy)’
D(p,0)
00 sin
cosf, — = -— ,
Ox p
(1.52)
) 00 cos 0
sinfl, — = )
dy p
- cosf — % 81;1@7
(1.53)
) 0 cosf
— -sinf + —
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Pentru determinarea derivatelor partiale de ordinul al doilea nemixte in
raport cu coordonatele carteziene x si y, se foloseste (1.53) si regula lantului
de derivare a functiilor compuse. Concomitent, se tine cont de (1.52). Gasim

0? 0%  ,0p 0?2 op 00 0* ,00\2 0O O%p 0O 0%
T s (D) 2 e () e e T
0x? op? \ox 0pdl Oxr Ox 00> \Ox dp 0x% 00 O0x?
2 2 2 2 2 2
2
0 _ 0 (8,0) +2(9 .8,0'(994_8 .(09>+8.8p+8.89'
) p Y p Yy gy Y p oy Y
oy? ap \0 0poh 0Oy 0O 002 \0 dp Oy*> 00 0Oy?

Adunand membru cu membru aceste relatii, obtinem

& o? ik d d
V= 8—p2-||vp||2+2ap89 (Vp-VO)+— 7 |Vo? +— V2p+—--V?0, (1.54)

00

unde factorul (Vp - V6) reprezinta produsul scalar al gradientilor functiilor
psif

dp. Op, 20, 00,
\Y% —i4 — VO = —
P= o T oy o T By
ale caror expresii concrete, dupa utilizarea relatiilor (1.52), sunt
Vp = cosbi+ sindj,
Vo — _sinei n cosé’j'
P P
De aici rezulta
1
Vol =1, VO] = > Vp -V =0. (1.55)

Examinand expresia lui V? din (1.54), deducem c& avem nevoie de derivatele
partiale de ordinul al doilea, nemixte, ale functiilor p si 6 in raport cu z si
y. Pentru aceasta folosim (1.53), aplicand operatia de derivare in raport cu
x sau y, dupa caz, utilizand totodata regula lantului de derivare a functiilor
compuse. Gasim

Pp sinf 0% sin26
ox2 p 1 0z2  pr )
9?p cos’0  0%0 sin 20

- )

dy* p 0y p*
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de unde deducem laplacienii functiilor p si 6

Pp  0*p 1 0%0 0%
Vip=-~L4+-—L =2 V¥H=—+_"——=0. 1.56
P= Bu2 + oy p’ Ox? + oy? (1.56)
Din (1.54), (1.55) si (1.56) rezulta ca V? are expresia (1.48). n
2 82 82
Exemplul 1.8.3 Eapresia laplacianului V? = — + — + —— in coordo-
ox?  0y*> 022

natele sferice (coordonatele polare in spativ) (p, ¢, 0), legate de coordonatele
carteziene prin

xr = psinpcosh,
y = psinpsind, (1.57)
Z = pcosy,
este
1 0 0 1 0 0 1 0?
V= = —(pP= c(sing—)+—————. (158
P> Op (p 8/)) * p?sin 8g0(8m90890) * p2sin®p 062 (1.58)

Solutie. Mai intai trebuiesc determinati operatorii de derivare partiala de
ordinul unu. Aplicand regula de derivare a functiilor compuse, avem

o _ w0 00 000
or  Or dp Ox Op Oxr 00
0 _ o0 e 0 o0 0
) oy op oy op oy 96 (1.59)
o _ a0 000 000
0z 0z Op 0z Op 0z 06

Apoi, calculam operatorii de derivare partiala de ordinul al doilea, nemixti.
Aceasta o vom putea realiza plecand de la (1.59) si aplicand din nou regula
de derivare a functiilor compuse. Astfel, expresia operatorului de derivare
partiala de ordinul al doilea in raport cu variabila x este
0? op\2 02 dp\2 02 00\2 0?
oz = G ot G ot (G amt
2(@ oo 0? do 00 0? 00 0p O? >

0r or Opdp " ox 0z 0900 0x 0x 000p)

Pp 0 0% o 0* 0
+ ot e
ox? Jdp 0x? 0Jp 0x% 00

(1.60)
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Celelalte doua derivate partiale de ordinul al doilea din expresia lapla-
cianului se obtin din (1.60) trecand pe x in y si mai apoi in z. Sumand aceste
trei derivate partiale, obtinem forma laplacianului in coordonate polare in
spatiu

v = vl L el s vepe 24
= VA 55 LU BYE
2 2 2
9 . . .V0) - 0. .
+ 2((Vp- Vo) 5p05 T (Ve VO0) - 555+ (V0 Vp) 598p)+
0 0 0
2 2 2
L2 2 0.
+ Vo 8p+Vg0 a@+v 50
(1.61)

Pentru a determina expresia concreta a laplacianului, din (1.61) se con-
stata ca avem nevoie de gradientii si laplacienii functiilor p, ¢, 6 ce de-
pind de variabilele z, y si z. Aceste functii exista caci (1.57) constituie
o transformare punctuald regulata T : Q — IR*\ {x = (0,0,2)}, unde
2= (0,00) x (0,7) x [0,27).

Efectuand calculele, gasim ca gradientii necesari in (1.61), exprimati in
functie de coordonatele sferice, sunt

Vp = sinpcosfi+ sinpsindj+ cospk,
Cos p cos O cos psind sin
Ve — —oXTRT ) TEERRT Ty
p p p
vo - _ si.nQ ; cqs@ i
psin @ psin @

Deducem apoi:

1 1
IVoll=1, Vel =-, VO] =——;
p psin g (1.62)

Vp-Vo=0, Vo-VO=0, V0 -Vp=0.

Pentru calculul laplacienilor functiilor p, ¢ si € se aplica din nou regula
de derivare a functiilor compuse si se gaseste

2
V=2 V=Y vy (1.63)
p PP sin
Folosirea relatiilor (1.62) si (1.63) in (1.61) conduce la
0? 1 02 1 0?2 2 0 cosp 0

V=

7_’_7. + . —_ . — —_ =,
Op2  p2 O0p®  pZsin’o 802+p Jp  p?sing Oy
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care este echivalenta cu (1.58). u

1.8.4 Schimbarea tuturor variabilelor intr—o ecuatie di-
ferentiala

Exercitiul 1.8.6 Sa se transforme ecuatia diferentiala cu derivate partiale
de ordinul intai

82+ 0z 2
i y(?y

luand drept not variabile independente

1 1
u=x, v=-———
y
st functie necunoscuta
1 1
w=-——.
z x
. . . . . . z . 0z .
Solutie. Vom determina derivatele partiale de ordinul intai 97 si ey n
Z Y
: : . Ow . Ow . : :
functie de derivatele partiale e si Em plecand de la diferentialele noilor
v

variabile
1 1 1 1
du =dz, dv=—dr— —zdyz, dw = —dx — —dez.
x Y x z

Pe de alta parte avem

Cum diferentiala unei functii este unica, putem scrie

ow ow
a—du a—dv = —dx — —dz

Daca in aceasta egalitate inlocuim diferentialele functiilor u si v, obtinem

ow ow 1 9
%dx £ ( dx — y—dy ) —dr — —dz*,
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din care se poate determina diferentiala functiei z

9 z Ow
)2z + E%dy.

Din aceasta expresie, folosind unicitatea diferentialei unei functii de doua
variabile, rezulta

82 ( 1 8w 1 67’111)227

oz 2 Ou 2% v
0z _ 20w
oy  y2ov’

care, dupa reducerea termenilor asemenea, conduce la ecuatia simpla

ow
ou
a carei solutie generala este w = f(v), unde f este o functie reala diferentia-
bila, arbitrara.
Folosind legaturile dintre noile i vechile variabile, gasim ca functia

(u,v) =0

x
z =
1 1
1 - _Z
+af (y :v>
este solutia generala a ecuatiei diferentiale initiale. [ ]

Exercitiul 1.8.7 Transformati ecuatia

introducand noile variabile independente

1
u=2>+y* v=—+-
r Yy

st noua functie necunoscuta w = —x —y + In z.
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Solutie. Diferentiind legaturile dintre variabile, obtinem

du = 2xdx + 2ydy,

1 1
dv = —?d:c — Edy,
1
dw = —dxr—dy+ —dz.
z
Pe de alta parte
ow ow
dw = %du + %dv
Egaland expresiile diferentialei functiei w, avem
1 ow 1 1 ow
—dr — dy + gdz = (2zdx + 2ydy)% — (;dm + Edy)%,
de unde rezulta
ow 1 0w ow 1 ow
Pe de alta parte,
0z 0z
dz = —d —dy.
z o7 r+ ay Y

Folosind aceste expresii ale diferentialei functiei z si unicitatea expresiei ei,
deducem

% = Qxa—w — ia—w +1
Ox ou 2 0v ’
0: _ 0w 1ow,

dy ou y?> v

Cu acestea, ecuatia initiala ia forma mai simpla
zx  zyy Ow ow
(yQ_xg)@v:O:&):Q
ce se poate integra,
w = f(u)

fiind solutia sa generala, unde f este o functie diferentiabila arbitrara.
Tinand cont de legatura dintre variabile, gasim ca

z(w,y) = ety (@ +y?)

este solutia generala a ecuatiei initiale. [ ]
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Exercitiul 1.8.8 Sa se transforme ecuatia diferentiala cu derivate partiale
de ordinul doi
0z 5 Pz 0%z

Z 2 _9 -7 477 1.64
Ox? 6x3y+8y2 0 (1.64)

dacdu=x+y, v=y/x, w=z/x, u i v fiind noile variabile independente,
tar w noua functie necunoscutd.

Solutie. Putem utiliza si aici metoda diferentierii legaturilor dintre vechile
si noile variabile, cu precizarea ca la a doua diferentiere a acestora trebuie
sa se aiba in vedere ca diferentiala doua a unei functii compuse nu mai este
invarianta la o schimbare a variabilelor.

Dupa prima diferentiere se obtine

du = dx+ dy,

1 (1.65)
dv = ;(ydw — zdy),
1
dw = = (zdz — zdx). (1.66)

12

Din (1.66) avem z%dw = wdz — zdx, care, diferentiind—o inci o dati, conduce
la

2drdw + rd*w = d°z. (1.67)

In aceasta egalitate tinem cont de urmatoarele:

ow 1 ow ow y ow 10w
(1.68)
0%z 0%z 0%z
d*z 52 dx” + 8x8ydxdy + 0 dy”; (1.69)
0*w 0*w 0*w ow ow
dPw = ——du®+2 dud ——dv? + —d? —d*v. 1.70
v ou? ur 8uavuv+8’02 er@u “*av v ( )

Diferentialele de ordinul al doilea ale functiilor u si v sunt

2 2
d*u =0, d*v = %dﬁ — ﬁdxdy. (1.71)
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Inlocuind (1.65) si (1.71) in (1.70) si grupand dupi da?, dzdy si dy?, se
obtine

0w y 0Pw  y? 0*w y Ow
2 — (2= _9< g Jg 7" 2
v (8u2 2 Oudv  x* Ov? 3 Qv )dx +
0w 1 y\Pw oy dw 10w
2= oL\ L =2 dad 1.72
+ (8u2 + (a: $2>8u(% 3 ov?  z2 6"0> Tay+ ( )

n (62w 1 Q*w y262w) 9

ou? z0udv | xt O

Folosirea relatiilor (1.68), (1.72), (1.69) in egalitatea (1.67), urmata de
egalarea coeficientilor lui da?, dxzdy si dy?, conduce la derivatele partiale de
ordinul al doilea ale functiei z, exprimate in functie de derivatele partiale ale
functiei w,

P ow Fu_ Ly ow @
a2 “ou o xOudv a3 Ov?’
Pz _ @’wm%+( _y)%_y%,
0xdy ou ou? x/ dudv  x? Ov?
@ B 0*w 49 0%w L lazw

oyr T o Oudv  x Ov?’

Inlocuirea acestora in (1.64) conduce la o forma simplificata a ecuatiei
date

0w
52 (u,v) =0,
care are solutia generala

w(u,v) = vf(u) + g(u),

unde f si g sunt functii arbitrare de doua ori diferentiabile.
Cu legatura dintre variabile avem ca

2(x,y) = yf(z +y) +xg(r +y)

este solutia generala a ecuatiei diferentiale (1.64). n
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1.8.5 Exemple si exercitii propuse

Exercitiul 1.8.9 Ce devine ecuatia diferentiala cu derivate partiale de or-
dinul intai

daca variabilele independente x si y trec in variabilele u si v, unde u = xr,v =
y/a?

Indicatie. Fie (u,v) — w(u,v) functia definita de

z2(z,y) = wu(z,y),v(z,y)).
Derivatele partiale ale functiei (x,y) — z(x,y) se calculeaza folosind regula

lantului de derivare a functiilor compuse.

0
Raspuns. u—w —w = 0. |
ou

Exercitiul 1.8.10 In ce se transforma ecuatia diferentiala cu derivate partiale

or Oy

daca noile variabile independente u si v sunt date prin

r=u?—v% y=u®+% (u,v) € D C IR*?
Indicatie. Se introduce functia necunoscuta (u,v) — w(u,v) legata de func-
tia (z,y) — z(z,y) prin

2(z,y) = wlu(z, y),v(z,y))

si se calculeaza derivatele partiale ale functiei z.

Pentru calculul derivatelor partiale de ordinul intai ale functiilor (x,y) —
u(z,y) st (x,y) — v(x,y) folosim teorema de existenta gi unicitate a sis-
temelor de functii definite implicit, functiile £} si F5 ale sistemului fiind

Fi(z,y,u,v) =u? — v —x,  Fyz,y,u,v) =u?+0?—y.

Raspuns. Derivatele functiilor u si v sunt

ou 1 ou 1 ov 1 ov 1

or 4w Oy A’ dr 4 dy 4o
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. . o . w . .
iar ecuatia data devine Eve 0. Aceasta are solutia sa generalda w = f(v),
u

20 =

unde f este o functie arbitrara diferentiabila, z(z,y) = f ( 5

Exercitiul 1.8.11 Ce devine ecuatia diferentiala ordinara de ordinul al doilea
y'+ @ +y)(L+y)° =0,
daca x =u+t giy =wu—t, iar u=u(t) este noua functie necunoscuta?

dy du >y .. d*u

Indicatie. Daca notam ¢y = —, u= —, ¢" = —, u= ——

tie. L YT e a’ Y T e dt?
regula de derivare a functiilor compuse, gasim

si utilizam

, u—l1 b2 u
Youvr Y T ar ey
Rispuns. Ecuatia devine o +8u u°= 0. n

Exemplul 1.8.4 Ecuatia diferentiala cu derivate partiale de ordinul al doilea

0%z 0%z 0%z

Y719 Yr
8x2+ 8x8y+8y2 0

nu st schimba forma in urma schimbarii de variabile

u=xr+z vVv=yYy-+z.
Exercitiul 1.8.12 Sa se transforme ecuatia

0z 0z 9 o
z(x%+y@) +a 4y =0,

punand in locul variabilelor independente x st y variabilele u si v, unde

u=—, ’U:[E2+y2,
X

iar in locul functiei necunoscute, functia (u,v) — w(u,v) unde w = 2%
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Indicatie. Se diferentiaza toate legaturile dintre variabile, iar dupa identifi-
carea coeficientilor lui dx si dy se gaseste

0z y Oow xow
Or  22220u 2z Ov’
0z 1 Jw yow
oy  2xzdu  z v
« . . Ow )
Raspuns. Se ajunge la ecuatia —+1 = 0 care are solutia w = —v+ f(u), cu

v

f o functie diferentiabila arbitrara, din care se poate obtine solutia generala

a ecuatiei initiale 2% + 22 + y? = f(g). n
x

Exercitiul 1.8.13 Sa se rezolve ecuatia

0z\2 0%z 0z 0z 0%z Oz\2 0z
o A Bl kol I 1.
(8y) Ox? Or 0Oy 0xdy * (8x) oy? 0 (173)
luand pe x ca functie necunoscuta de variabilele y $i z.
Indicatie. Considerand ca = = z(y, z), se obtine:
ox
0z 1 0z 87/
o @7 oy —§>
0z 0z
P p P On OOy O (Oryx O
Pz 922 9z “oyoz Oy 0z dy’ 0z 0z/  0y?.
ox2  ,0x\3 9y O3 ’
(3:) (3:)
P o o
9%z  ydz 0z Oy 022
oxdy Ox\3 '
(3:)

2

0
Raspuns. Se gaseste a—f =0, de unde x = yp(z) + ¥ (2), cu ¢ i ¥ functii
Y
arbitrare de doua ori diferentiabile, este solutia generala a ecuatiei initiale.
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Observatia 1.8.1 Problema de mai sus se poate formula in termenii func-
tiilor definite implicit in modul urmator:
Sa se arate ca functia z = z(x,y) definita implicit de ecualia

yp(2) +9(2) =z =0,

unde p i1 sunt functii arbitrare de doua ori diferentiabile, satisface ecuatia
diferentiald cu derivate partiale de ordinul al doilea (1.73).

Exercitiul 1.8.14 Ce devine ecuatia diferentiala cu derivate partiale de or-
dinul al doilea
0z 5 Pz 0Pz
0x? + 0x0y + oy?
daca se face schimbarea u = x+y,v = x—y, w = xy—=z, unde (u,v) — w(u,v)
este noua functie necunoscutd.

0,

02 1
- m

w
Raspuns. — = —.
P ou? 2

Exercitiul 1.8.15 Sa se gaseasca expresia laplacianului in coordonatele semipo-
lare in spatiu (coordonatele cilindrice) (p, 0, z), unde

xr = pcosb,
y = psind,
z = =z

9 10 19* 0

Raspuns. V2= — + -~ — + —— + —. [
P dp®>  pdp p*00 022
. . 0%z 0%z )
Exercitiul 1.8.16 Ce devine ecuatia — + — + kz = 0 in coordonate
ox?  Oy?

polare daca se presupune ca noua functie necunoscuta w este functie numai
de marimea razei vectoare p si ca p nu depinde de unghiul polar 6.
d(pw)

Raspuns. ——= + kpw = 0.
dp
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Aceasta ecuatie poate fi integrata. Se gaseste ca solutia sa generala este

1
C —5kp® . . .
w(p) =—e 2 unde C este o constanta pozitiva. De aici rezulta ca
p

deoarece p = v/x? + 9. n

Exercitiul 1.8.17 In ecuatia diferentiala cu derivate partiale de ordinul al
doilea

92 2, 2
1+q)5 - 1+p+q+pg)—% +p(l+p)= =0,
((L+a)ms = (L+p+a+pa) s o p(1+p) 052
) 0z .0z 3 . . ‘ .
in care p = 9 st E q sunt notatiile lut Monge, sa se schimbe variabilele
T Y

dupa legea
U=r+z2, V=yY+2, w=x+Y-+Z2,

considerand cd noua functie necunoscuta este w = w(u,v).
O*w

oudv -

Raspuns.

Exercitiul 1.8.18 Aratati ca forma ecuatiei diferentiale cu derivate partiale
de ordinul al doilea

Pz 0%z 0%z \2

- ()=
or? 0y? 0xdy

nu se schimba daca noua functie necunoscuta este x, iar variabilele indepen-

dente sunt y si z.

Indicatie. Se considera ca © = z(y, z) si se determina derivatele partiale
de ordinul doi ale functiei (x,y) — z(x,y) in functie de derivatele functiei

(y,2) = (y, 2). n



